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前 言 1　　　　

前 言

本书是为了适应高等职业教育培养高技能人才的需要，更好地为专业教学和学习服务，

在多年教学实践的基础上所写的。

数学教研室在长期的教学过程中不断地摸索和总结，围绕数学课程在高等职业教育中

的地位和作用、数学课程的体系等问题充分调研，并多次与专业教师讨论，在教学实践的基

础上逐步建立起适应高等职业教育需要的数学课程教学体系，本教材就是在此基础上形成

的，是多年教学成果的结晶。参加本书编写的教师均来自数学教学第一线，有着丰富的教学

实践经验。

教材汲取部分高职高专院校同类教材的优点，严格按照高职高专基础课“以应用为目

的，以必须和够用为度”的原则，充分体现了“强化概念，注重应用”的特色，编写过程中尽量

做到深入浅出，并遵循以下要求：

1.不拘泥于数学学科自身的系统性和逻辑性；

2.对基础理论不追求严格的论证和推导，只做简要地说明；

3.不追求过分复杂的计算和变换。

本书由西安航空学院理学院数学教研室负责编写。全书共分六章，主要内容包括：线性

代数初步（周千）、概率论初步（韩慧蓉）、数理统计初步（韩慧蓉）、复变函数（周千）、傅里叶变

换（杨陈东）、拉普拉斯变换（杨陈东）。

本书由理学院院长岳忠玉承担审稿工作，他提出了许多有价值的意见。另外，在编写过

程中同时也得到了数学教研室全体同仁的大力支持和帮助，在此一并表示衷心的感谢。

由于编者的教学经验和水平有限，加之时间仓促，错误和疏漏之处在所难免，恳请使用

者批评指正。

作　者

2018年1月12日
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第一章 　 线性代数初步

线性代数是数学的一个重要分支，行列式、矩阵、n维向量来源于对

线性方程组解的研究，它们既是线性代数的研究对象，又是解决线性代

数问题的有力工具.本章将只介绍有关行列式、矩阵以及一些基础知

识，同时利用它们讨论一般线性方程组的解法.
　

第一节　n阶行列式的概念

一、二阶与三阶行列式

设二元线性方程组为

a11x1+a12x2=b1

a21x1+a22x2=b{
2

. （1-1）

利用消元法可得，当a11a22-a12a21≠0时，方程组1-1的解为

x1=
b1a22-a12b2
a11a22-a12a21

，x2=
b2a11-b1a21
a11a22-a12a21

.

为了便于记忆和讨论上述方程组的解，我们引入二阶行列式的概念.

定义1　规定

a11 a12

a21 a22
=a11a22-a12a21. （1-2）

我们称左端为二阶行列式，称右端为二阶行列式的展开式.aij（i=1，2；j=

1，2）称为行列式的元素，横排称为行，纵排称为列，行列式从左上到右下的两

个元素的连线叫做主对角线，从右上到左下的两个元素的连线叫做次对角线

（或副对角线）.

可以看出，二阶行列式的值等于主对角线上两元素之积减去次对角线上

两元素之积.

这样二元线性方程组（1-1）的解可表示为

x1=

b1 a12

b2 a22
a11 a12

a21 a22

，x2=

a11 b1

a21 b2
a11 a12

a21 a22

.

其中分母是方程组（1-1）中的系数按它们在方程组（1-1）中的次序排列构
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成的行列式，称为方程组（1-1）的系数行列式，记做D，并令

D1=
b1 a12

b2 a22
，D2=

a11 b1

a21 b2
.

其中D1和D2是以b1，b2分别替换行列式D中的第一列、第二列的元素所得

到的行列式.

于是，当D≠0时，二元线性方程组（1-1）的解可表示为

x1=
D1
D
，x2=

D2
D
.

类似地，对于三元线性方程组

a11x1+a12x2+a13x3=b1

a21x1+a22x2+a23x3=b2

a31x1+a32x2+a33x3=b

■

■

■ 3

（1-3）

也引入三阶行列式的概念以便于表示它的解.

定义2 规定

D=

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=a11
a22 a23

a32 a33
-a12

a21 a23

a31 a33
+a13

a21 a22

a31 a32
.

（1-4）

我们称左端为三阶行列式，称右端为三阶行列式按第一行的展开式.aij（i=

1，2，3；j=1，2，3）称为三阶行列式的元素，横排为行，纵排为列，展开式中的

三个二阶行列式依次称为元素a11，a12，a13 的余子式，分别记为M11，M12，

M13，即

M11=
a22 a23

a32 a33
，M12=

a21 a23

a31 a33
，M13=

a21 a22

a31 a32
.

可以看出，在三阶行列式D中划去a1j（j=1，2，3）所在的行和列上的所

有元素而得到的二阶行列式就是余子式M1j，余子式M1j乘以（-1）
1+j称为元

素a1j的代数余子式，记做A1j，于是（1-4）式可表示为

D=a11A11+a12A12+a13A13.

将（1-4）式右端的三个二阶行列式展开，得

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32

-a11a23a32-a12a21a33-a13a22a31. （1-5）

其右端称为三阶行列式的展开式，它是由不同行不同列的三个元素相乘而得

的六项的代数和，并且主对角线和与主对角线平行的三个元素之积取正号，

次对角线和与次对角线平行的三个元素之积取负号.如图1-1所示，用实线

连接的三个元素之积取正号，虚线连接的三个元素之积取负号，这种展开行

列式的方法称为对角线展开法.
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图1-1

　　例1　计算下列行列式：

（1）D=

3 -1 1

2 4 6

7 0 5

　　　　　（2）D=

a11 0 0

a21 a22 0

a31 a32 a33

解　按对角线展开法

（1）D=3×4×5+7×（-1）×6+2×0×1-7×4×1-2×（-1）

×5-0×6×3=0.

（2）D=a11a22a33+0·a21a32+0·0·a31-0·a22a31-a21·0·a33-a11a32

·0=a11a22a33.

主对角线一侧的元素全为零的行列式称为三角形行列式，又分为上三角

形行列式和下三角形行列式.例1（2）是下三角形行列式，由对角线展开法可

知，三角形行列式的值等于主对角线上元素之积.

二、n阶行列式

前面我们用二阶行列式给出了三阶行列式的定义，对一般n阶行列式有

如下定义（递推式）：

定义3　设n-1阶行列式已经定义，则n阶行列式是由n2个数构成，记

作

D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

  

an1 an2 … ann

，

并规定

D=a11

a22 a23 … a2n

a32 a33 … a3n

  

an2 an3 … ann

-a12

a21 a23 … a2n

a31 a33 … a3n

  

an1 an3 … ann
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+…+（-1）1+na1n

a21 a22 … a2（n-1）

a31 a32 … a3（n-1）

  

an1 an2 … an（n-1）

. （1-6）

我们称左端为n阶行列式，称右端为n阶行列式按第一行的展开式.aij（i，j=

1，2，…，n）称为n阶行列式的元素.在n阶行列式中划去元素aij所在的第i行

和j列上的所有元素后得到的（n-1）阶行列式，称为元素aij的余子式，记作

Mij，把（-1）
i+jMij称为元素aij的代数余子式，记作Aij，即

Aij=（-1）
i+jMij.

这样，（1-6）式也可表示为

D=a11A11+a12A12+…+a1nA1n.

注意：对角线展开法只适应于二、三阶行列式的计算.

例2　利用定义求下列行列式的值：

（1）D=

2 -1 0 0

0 -4 0 2

3 0 1 0

0 0 -3 1

　（2）D=

a11 0 … 0

a21 a22 … 0

  

an1 an2 … ann

解　（1）D=2×

-4 0 2

0 1 0

0 -3 1

-（-1）×

0 0 2

3 1 0

0 -3 1

=2×（-4）×
1 0

-3 1
+2×2×

0 1

0 -3
+2×

3 1

0 -3

=-8-18=-26.

（2）根据行列式的递推定义得

D=a11·a22·…·ann.

习题1-1

用递推法求下列行列式的值：

1.
3 5

6 8
　　　　　　　2.

cosα -sinα

sinα cosα
　　　　　　　3.

a2 ab

ab b2

4.
0 0

3 5
5.

2 1 1

1 2 1

1 1 2

6.

4 2 3

2 3 0

3 0 0

7.

a b 0

c 0 b

0 c a

8.

0 a12 0 0

a21 a22 0 0

0 0 a33 a34

0 0 a43 0

9.

1 0 0 2

2 1 2 0

0 -3 4 0

0 1 0 2

10.

a 0 b 0

0 a 0 b

0 b a 0

b 0 0 a

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第二节　n阶行列式的性质

对于四阶或四阶以上的高阶行列式，若按定义计算则显得十分麻烦，因

此有必要讨论n阶行列式的性质，以简化行列式的计算.

将一个行列式D的行与列依次互换所得到的行列式称为行列式D 的转

置行列式，记作DT，即行列式

D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

  

an1 an2 … ann

的转置行列式为

DT=

a11 a21 … an1

a12 a22 … an2

  

a1n a2n … ann

.

性质1　行列式D与它的转置行列式DT相等.（证明从略）

由此性质可知，行列式对行成立的性质，对列也一定成立.

性质2　互换行列式的任意两行（或两列），行列式变号.即

a11 a12 … a1n

  

ar1 ar2 … arn

  

as1 as2 … asn

  

an1 an2 … ann

=-

a11 a12 … a1n

  

as1 as2 … asn

  

ar1 ar2 … arn

  

an1 an2 … ann

.

性质3　行列式某一行（列）元素的公因子可以提到行列式的外面.

证明　由性质2，不妨设该行为第一行，则

ka11 ka12 … ka1n

a21 a22 … a2n

  

an1 an2 … ann

=∑
n

j=1

ka1jA1j=k∑
n

j=1

a1jA1j=k

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

  

an1 an2 … ann

.

性质3亦可叙述为：如果行列式D的某一行（列）的每一个元素同乘以常

数k，则行列式的值等于kD.

性质4　如果行列式的两行（列）对应元素相同，则行列式的值为零.

证明　把相同的两行（列）对调，行列式不变，但由性质2可知它应改变

符号，即

D=-D.

也就是2D=0，因此D=0.
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由性质3、性质4容易得到以下推论.

推论　如果行列式的两行（列）对应成比例，则行列式的值为零.

性质5　如果行列式的某一行（列）的每个元素都是两数之和，例如第i

列的元素都是两数之和：

D=

a11 a12 … （a1i+a′1i） … a1n

a21 a22 … （a2i+a′2i） … a2n

   

an1 an2 … （ani+a′ni） … ann

，

则D等于下列两个行列式之和：

　D=

a11 a12 … a1i … a1n

a21 a22 … a2i … a2n

   

an1 an2 … ani … ann

+

a11 a12 … a′1i … a1n

a21 a22 … a′2i … a2n

   

an1 an2 … a′ni … ann

.

性质6　把行列式某一行（列）的元素同乘以常数k后，加到另一行的

（列）的对应元素上，行列式的值不变.即

a11 a12 … a1n

  

ar1+kas1 ar2+kas2 … arn+kasn

  

as1 as2 … asn

  

an1 an2 … ann

=

a11 a12 … a1n

  

ar1 ar2 … arn

  

as1 as2 … asn

  

an1 an2 … ann

.

性质6可由性质5和性质4的推论得到，请读者自己证明.

由行列式的定义我们知道n阶行列式可按第一行展开计算，根据性质2，

行列式可以两行（列）对调，因此n阶行列式可按任意一行（列）展开计算，这

就是下面的性质7.

性质7　行列式D等于它的任意一行（列）的各元素与其对应的代数余

子式乘积之和，即

D=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin =∑
n

j=1

aijAij　（i=1，2，…，n）.

（1-7）

D=a1jA1j+a2jA2j+…+anjAnj=∑
n

i=1

aijAij　（j=1，2，…，n）.

（1-8）

通常把性质7叫做行列式D按第i行（或j列）的展开式.

推论　行列式某一行（列）的各元素与另一行（列）对应元素的代数余子

式的乘积之和恒为零.即

aj1Ai1+aj2Ai2+…+ajnAin =0. （1-9）

证明留给读者思考.
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由上节例2（2）可知，三角形行列式的值等于主对角线元素之积.应用行

列式的性质，若能把行列式化为三角形行列式，可使计算简便.

符号说明：在以后的计算中，为简明起见，用圆内数字表示行（列）的位

置；用符号↔表示行（列）对调.例如①↔③表示第1行（列）与第三行（列）对

调；①·10表示对第一行（列）乘以10.并把行性质变换写在等号的上方，列性

质变换写在等号下方，便于检查且条理清楚.

例3 计算行列式：

D=

-1 3 1 2

1 1 2 0

-1 2 0 3

1 1 3 5

.

解 化为上三角形行列式

D

②+①
③+①
④+①

·（-1

■■■■■■

）
-1 3 1 2

0 4 3 2

0 -1 -1 1

0 4 4 7

②↔
■■■■

③
-

-1 3 1 2

0 -1 -1 1

0 4 3 2

0 4 4 7

③+②·4
④+②·
■■■■■

4
-

-1 3 1 2

0 -1 -1 1

0 0 -1 6

0 0 0 11

=11.

例4 计算n阶行列式：

D=

0 1 1 … 1

1 0 1 … 1

1 1 0 … 1

   

1 1 1 … 0

.

解 这个行列式的特点是各列元素之和都为n-1，为了简化先将第2，

3，…，n行都加到第一行，再提公因子，即

D=

n-1 n-1 n-1 … n-1

1 0 1 … 1

1 1 0 … 1

   

1 1 1 … 0

=（n-1）

1 1 1 … 1

1 0 1 … 1

1 1 0 … 1

   

1 1 1 … 0

.

第一行乘以-1分别加到其余各行，变为上三角形行列式，即

D=（n-1）

1 1 1 … 1

0 -1 0 … 0

0 0 -1 … 0

   

0 0 0 … -1

=（-1）n-1（n-1）.
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在利用行列式的性质计算或证明时，也可以使某行（列）尽量含零多些，

再利用性质7展开以降低行列式的阶数，使运算简化，这是计算行列式的另

一个重要方法.下面举例说明.

例5 计算行列式：

D=

1 2 0 1

1 3 5 0

0 1 5 6

1 3 3 4

.

解 D

②+①·（-1）
④+①·（-1
■■■■■■■

）

1 2 0 1

0 1 5 -1

0 1 5 6

0 1 3 3

=

1 5 -1

1 5 6

1 3 3

②+①·（-1
■■■■■■■

）
1 5 -1

0 0 7

1 3 3

=（-1）2+3×7
1 5

1 3

=-7×（3-5）=14.

例6 计算n阶行列式：

D=

a b 0 … 0 0

0 a b … 0 0

    

0 0 0 … a b

b 0 0 … 0 a

.

解 按第一列展开，得

D=a

a b … 0 0

0 a … 0 0

   

0 0 … a b

0 0 … 0 a

+（-1）n+1b

b 0 … 0 0

a b … 0 0

   

0 0 … b 0

0 0 … a b

=a
n
+（-1）n+1bn.

习题1-2

1.计算下列行列式：

（1）

0 0 0 a14

0 0 a23 a24

0 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

    （2）

0 0 0 5 5

0 0 4 1 0

0 3 2 0 0

2 3 0 0 0

4 0 0 0 1

（3）

4 3 2 1

3 2 1 4

2 1 4 3

1 4 3 2

（4）

1 1 1 1

1 -1 1 1

1 1 -1 1

1 1 1 -1
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（5）

b a a a

a b a a

a a b a

a a a b

（6）

1 4 4 4 4

4 2 4 4 4

4 4 3 4 4

4 4 4 4 4

4 4 4 4 5

（7）

a b b b

a b a b

a a b a

b b b a

（8）

a2 （a+1）2 （a+2）2 （a+3）2

b2 （b+1）2 （b+2）2 （b+3）2

c2 （c+1）2 （c+2）2 （c+3）2

d2 （d+1）2 （d+2）2 （d+3）2

（9）

a 1 1 … 1

1 a 1 … 1

   

1 1 1 … a

（10）

a0 1 1 … 1

1 a1 0 … 0

   

1 0 0 … an

　　（a1a2…an≠0）

2.证明：

（1）

1 a a2-bc

1 b b2-ca

1 c c2-ab

=0 （2）

1 a a2

1 b b2

1 c c2
=（a-b）（b-c）（c-a）

（3）

λ+2 14 2

-2 λ-8 -2

-2 -8 λ-2

=λ（λ-2）（λ-6）

（4）

a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

c11 c12 b11 b12

c21 c22 b21 b22

=
a11 a12

a21 a22
·
b11 b12

b21 b22

（5）

a b c d

a a+b a+b+c a+b+c+d

a 2a+b 3a+2b+c 4a+3b+2c+d

a 3a+b 6a+3b+c 10a+6b+3c+d

=a4

（6）

a2 （a+1）2 （a+2）2

b2 （b+1）2 （b+2）2

c2 （c+1）2 （c+2）2
=4（b-a）（c-a）（b-c）

（7）

cosα sinα 0 0

-sinα cosα 0 0

0 0 cosβ sinβ

0 0 -sinβ cosβ

=1

第三节　克莱姆法则

利用行列式的性质，我们给出n元线性方程组的解的行列式表示法.

定理　如果n元线性方程组
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a11x1+a12x2+…+a1nxn=b1

a21x1+a22x2+…+a2nxn=b2

        

an1x1+an2x2+…+annxn=b

■

■

■ n

（1-10）

的系数行列式D≠0.即

D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

  

an1 an2 … ann

≠0.

那么方程组（1-10）有且只有唯一解

xj=
Dj
D
  （j=1，2，…，n）.

其中Dj是把D中第j列的元素用方程组右端的常数项代替后得到的n阶行

列式，即

Dj=

a11 a12 … a1（j-1） b1 a1（j+1） … a1n

a21 a22 … a2（j-1） b2 a2（j+1） … a2n

     

an1 an2 … an（j-1） bn an（j+1） … ann

这个定理也称为解线性方程组的克莱姆法则.

例7 解方程组：

x1-x2+2x4=-5

3x1+2x2-x3-2x4=6

4x1+3x2-x3-x4=0

2x1-x3=

■

■

■ 0

.

解 因为

D=

1 -1 0 2

3 2 -1 -2

4 3 -1 -1

2 0 -1 0

①+③·
■■■■■

2

1 -1 0 2

1 2 -1 -2

2 3 -1 -1

0 0 -1 0

=（-1）×（-1）4+3
1 -1 2

1 2 -2

2 3 -1

②+①·（-1）
③+①·（-2
■■■■■■■

）
1 -1 2

0 3 -4

0 5 -5

=
3 -4

5 -5
=5≠0

D1=

-5 -1 0 2

6 2 -1 -2

0 3 -1 -1

0 0 -1 0

=（-1）×（-1）4+3
-5 -1 2

6 2 -2

0 3 -1
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②+③·
■■■■■

3

-5 5 2

6 -4 -2

0 0 -1

=-
-5 5

6 -4
=10

经过计算还可得到

D2=

1 -5 0 2

3 6 -1 -2

4 0 -1 -1

2 0 -1 0

=-15 D3=

1 -1 -5 2

3 2 6 -2

4 3 0 -1

2 0 0 0

=20

D4=

1 -1 0 -5

3 2 -1 6

4 3 -1 0

2 0 -1 0

=-25

所以方程组的解为

x1=
D1
D
=2，x2=

D2
D
=-3，x3=

D3
D
=4，x4=

D4
D
=-5.

这里应当注意到，克莱姆法则只适用于n元线性方程组的系数行列式D

≠0的情形，当D=0时（以后我们会讨论到），方程组有两种可能，或者各方

面间存在矛盾，无解；或者有方程重合，即至少有一个方程不是独立的，有无

数组解.例如

x1+2x2=2

2x1+4x2={ 3
   （两方程矛盾）

x1+2x2=2

2x1+4x2={ 4
   （重合）

使用克莱姆法则解线性方程组有其局限性，今后我们将介绍矩阵作为工

具来求解一般线性方程组.

习题1-3

解下列线性方程组：

1.

2x1+x2+3x3-x4=0

x1+3x2+2x3=-1

2x2+x3+x4=1

3x1-x2-2x4=

■

■

■ 1

        2.

x1+x2+2x3+3x4=1

3x1-x2-x3-2x4=-4

2x1-3x2-x3-x4=-6

x1+2x2+3x3-x4=-

■

■

■ 4

3.

2x1+3x2+11x3+5x4-2=0

x1+x2+5x3+2x4-1=0

x2+7x3-5=0

-2x3+2x4+4=

■

■

■ 0

4.

x1+x2+x3+x4=5

x1+2x2-x3+x4=-2

2x1+3x2-x3-5x4=-2

3x1+x2+2x3+3x4=

■

■

■ 4

5.

x1+2x2+3x3+4x4=2

4x1+x2+2x3+3x4=2

3x1+4x2+x3+2x4=2

2x1+3x2+4x3+x4=

■

■

■ 2
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