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思想是宇宙的真子集吗？

几年前的某一天，我的脑海中冒出了这样一个问题 ．

对于这个问题，我至今也未找到答案 ．这个问题，似乎是

一个哲学问题，其中包含一个数学概念，还有一个物理概

念，因此，似乎也像是一个数学问题或一个物理问题．

在此，我并不想回答这个问题 ．或许，思想是一个非

集合，宇宙也是一个非集合 ．将这个问题摆在读者面前，

是试图借这个问题，揭示（也许说：“暗示”更为合适）实在

世界（如宇宙）、数学世界（真子集这一概念就属于数学世

界）和思想世界（或者说想象世界）之间存在的神秘联系．

在说明数学世界、思想世界及实在世界之间具有的这

种神秘的联系时，我常常会有用一数学概念———如 “射

影”、“反函数”等———来作比喻的冲动，比如：数学世界

仿佛是实在之中的美与秩序在思想世界之中的 “射影”；数

学世界与实在之中的美与秩序之间仿佛有一种互为 “逆函
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数”的关系．

如果数学是通往实在的一种手段 ．我们就可利用数学

去探索、去发现、去理解实在中包含的美与秩序 ．我们对

数学的运用，就仿佛是将实在中的美与秩序 “反照”到我

们的思想之中 ．在我们运用数学进行思想的过程，我们的

思维也有机会去靠近美与秩序 ．如果我们把这种思维称为

数学思维，那么它一定具有严密、精致、美妙的特征．

撰写这部数学入门小书，是希望学习者（尤其是小孩

子）能够从一开始就体会到数学中的美与秩序．

本书不像有些数学书那样设置大量的习题并要求读者

进行大量计算（当然解题与计算不是不重要），而是重在讲

解数学中的规律，重在培养抽象的数学思维 ．本书的内容

安排，尽量做到深入浅出（随文提及的相关文献往往是比较

难的，可供有兴趣者深入研读）、从浅到深、由易到难 ．书

中带 “＊”的章节较难，“＊”越多、难度越大，但初读时

可以跳过．

有些数学书入门书让读者觉得太难，往往是因为在本

该进一步解释的地方，作者想当然地认为很简单，便一笔

带过 ．如此一来，便可能在学习者的思维中，制造出未能

打通的 “节点”，从而影响学习者数学思维的形成，渐渐磨

损学习者对数学学习的兴趣．

本书则尽量在那些看起来似乎简单实际却可能造成理
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解困难的环节处，做出更详细的、更透彻的解释，以期在

细微之处带给学习者豁然开朗的感觉．

因此，如果读者在为孩子或为自己选购数学入门书的

时候，曾经产生这样的困惑———不是觉得太难就是觉得太

简单了，那么这部小书或许是一个不错的选择．

本书原来的书名是 《数学宝盒：给孩子讲数学》，出版

时，改为 《数学宝盒：从入门开始培养数学思维》．读者可

从原定书名与后来的变更中，看到我撰写此书的最初目的

与期望所在．

何辉

２０１７／９／２６
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正整数

孩子总是用好奇的眼神看着周围的世界!一个苹果!

一块糖!一个布娃娃"很多小东西都会引起他们的兴趣!

用一个个可以彼此独立摆放的物体来说明正整数是很容易

被孩子理解的!

正整数#""#"$"%"&"’"(")"*""+""""!

$"个点

$$#个点

"个苹果

! #个布娃娃

++"



+

%+&这个数字"是可以看作是一个中性数的!它不是

正整数"也不是负整数"但它是整数!

通常来说"%+&表示没有!在数学中"%+&可以表示

起点!正数与负数的分界点!数轴上的原点!笛卡尔坐标

的原点’还可以表示某个数的某一位上一个计数单位也没

有"比如’+)这个数的 %十位数&的数位上有数字 %+&"+

表示这个数位上一个计数单位也没有"或者说是用 %+&来

%占位&!

据说"%+&这个数学符号是由古印度人发明的"后来

传到阿拉伯地区"再后来渐渐被全世界采用了!

++#



自然数

什么是自然数( 一般有两种看法!

第一种看法是#自然数包括正整数和+!

第二种看法是#自然数即正整数!

国际数学界一般认为+也是自然数"目前中国中小学

数学教材也把+视为自然数!

自然界中"物体一般是以整数状态存在的’或者说"

自然状态存在的事物一般是用整数来计数的!

苹果总是一个一个自然生长出来的!树上一般不会长

出半个苹果来!

"个苹果

鱼总是一条一条游在水中的!

!
#条鱼

++$



数的定义"""

斟酌再三"我还是决定要在简单讨论了自然数之后补

上 %数的定义&这一节内容!严格意义上说"这个问题属

于数理哲学范畴"而不属于普通数学范畴!德国数学家!

逻辑学家!哲学家弗雷格)""#$$%#&’()*)"#")%)!

"*#&*和英国数学家!逻辑学家!哲学家罗素")+)($(,-.

/011)%%#"")(#!"*#"*曾经深入探讨过这一问题!

在回到普通数学之前来讨论数的定义"是因为我相信

对这一问题的思考"将有助于数学学习者在数学入门之时

便获得一种深刻的启发"从而开拓抽象思维的 %世界&"培

养数学思维的精密与严密!)这正是本书的写作目的之一!*

正如罗素所说#%数学这门学问当我们从它的最熟悉的部分

开始时"可以沿着两个相反的方向进行!比较熟悉的方向

是构造的"趋向于渐增的复杂"如#从整数到分数"实数"

复数’从加法和乘法到微分与积分"以至更高等的数学!

至于另一方向对于我们比较生疏"它是由分析我们所肯定

的基本概念和命题"而进入愈来愈高的抽象和逻辑的单

纯!!!&罗素所说的 %另一方向&"即是数理哲学或更具

++%



体地说是数学原理的研究方向!

这里所讨论的 %数的定义&"实际上是要给看上去最简

单易知的自然数)+"""#"$"!*下定义!这便是在向探

究数学原理的方向上前进了!

按照罗素的定义法"%数就是将某些集合)"1)$#*"即

那些有给定项数的集合"归在一起的方法!我们可以假定

所有的对子为一起
!!

"所有的三个一组为另一起
!!!

"如此下去!

这样我们得到各种不同的一起一起集合"每一起由给定项

数的集合所组成!每一起是一类)""%,11#*"它的分子是

集合"也就是类’因此每一起是一个类的类!例如"由所

有的对子所组成的一起是一个类的类#因为每一个对子是

一个有两个分子的类"所以所有的对子归在一起是一个拥

有无穷多个分子的类"其中的每一个分子又是两个分子的

类!&)罗素 +数理哲学导论,*

罗素的这段话有些费解!其中的 %一起
!!

&"可以理解为

%一个集合&!我建议读者在理解这个问题时"发挥想象力"

将宇宙中的一切事物
!!!!

作为思考的对象!

下面我从 %对子&入手来解释罗素关于数的定义!毫

无疑问"下面的两个三角形可以视为一个对子!

#!!!!#

两个圆也可结成一个对子!

$!!!!$

++&



值得强调的是"如果我们将+!"视为两个事物
!!

"而先

不
!
视为数"那么+!"也可结成一个对子!

+!!!!"

我们可以想象"宇宙中有无穷多个事物可结成
!!

无穷多

个对子!按罗素的逻辑"我们可以把每一个对子视为是一

个有两个分子的类或集合!这样的每一个类或集合包含两

个分子"或者说给定了两个项数!可用示意图表示如下#

!

这样的对子有无穷多个!

接下来"我们将所有的对子组成一个类)集合*"或者

说组成一个类)集合*的类)集合*!这样实际上出现了两个层

++’



级的类)集合*!为了便于读者理解"我将所有对子组成的类

)集合*称为 %二级类)集合*&)注意#罗素从未如此称呼类

)集合*"不过我相信罗素的表述中包含了这层意思*"以区

别于由两个分子组成的对子这样的 %类)集合*&$$$我将

称之为 %一级类)集合*&!

如此一来"我们可以用下面的示意图来说明罗素关于

数的定义!

下图 )见下页*可以用文字表述为#所有的
!!!

对子的类

)即我所说的 %二级类&*乃是数#!其中每个对子)即我所说

的 %一级类&*有两个分子)事物*"或者说项数都是#!用罗

素的话说#%所谓数就是某一个类的数!&下页图示意的就

是由所有对子组成的类的数"即数#!

按照这种逻辑给数+下定义"数+就是一起
!!

包含那些

没有分子的类的类’而数"就是一起
!!

包含一切只有一个分

子的类的类!这就是罗素用来定义数+"数"的方法!

理解了罗素关于数的定义的思想"再去理解现代数学

的集合论就会容易得多!按照现代数学接受的集合的古典

定义"集合是一些事物的全体!或者说"若一个类本身是

一个新类中的元素"这个类称为集合!一些事物的全体叫

作一个集合"这些事物中的每一个"都称为这个集合的元

素!如果某种事物不存在"就称这种事物的全体是空集!

规定任何空集都只是同一个集合"记作%!任何事物都不是

++(
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