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前 言

本书向广大读者介绍了高中数学课本中常见的数学思想方法与解题策略,由杨浦区教育

学院高中教研员、特级教师、正高级教师王国江老师任主编,上海市行知中学数学教研组组长、

首席教师、高级教师张倬霖老师任副主编。本书所设栏目:方法简述、易错解读、经典训练,行

之有效地将教科书上的学术形态转化为学生可以理解的学习形态,有助于帮助学生理解、体

会、巩固、提高。按课本内容分为必修一至五共五个分册,由区正高级教师、特级教师、首席教

师、学科带头人和骨干教师进行编写。

编者按照高中数学的教学内容,根据问题的不同类型分门别类,分章节从理论上阐述了数

学的解题方法,对教材内容以典型的实例进行了翔实、细致的分析、解答和点评。依据数学教

材的每一节、每一课时内容,按小节雕刻、整章梳理、方法呈现、循序渐进、有机磨合、思想渗透、

能力提升,这样,给读者能对照教材、学习阅读带来了方便,更是接“地气”之作,避免了因按传

统的大节编写、内容跨度跳跃较大而带来阅读上的麻烦,本书凝聚了编者多年的心血,是编者

多年对解题理论研究、探索、实践的结晶。

基于新课标与数学学科核心素养的数学解题研究,近年已引起众多数学教育工作者的关

注与重视,“知识”是基础,“方法”是手段,“思想”是深化。运用数学思想方法去解决数学问题,

通常要从多角度、多方位去思考,学会举一反三,触类旁通,也是一门理论。对问题探究的不同

途径和方法加以甄选,最后得出认知层次较高的、比较完善的结论,更能培养学生的发散思维

和探究创新能力,有助于培养学生自主学习、自主探究的科学精神,激发学生的学习热情和兴

趣,养成独立思考的良好习惯是本书的又一特色。

本书是对教材的二次开发、再加工、再创造的过程,对提高学生分析问题、解决问题、自主

探究能力以及数学创新能力具有积极作用,对提升考生的应试能力具有较好的参考价值。

参与本书编写的人员,他们来自杨浦区王国江数学名师工作室、上海市教委教研室项目组

(项目:基于核心素养的“创智课堂”教学实践研究,编号:JX09JC01201605)、宝山区高中数学

研究团队(一)。

上海市杨浦区教育学院高中教研员、特级教师、正高级教师

王国江
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1.1任意角和弧度制  

1.1.1角的基本概念

平面内一条射线绕其端点从初始位置(始边)旋转到终止位置(终边)所形成的图形叫作

角.正角:按逆时针方向旋转而形成的角;负角:按顺时针方向旋转而形成的角;零角:一条射

线没有作任何旋转而形成的角.象限角:把角的顶点置于坐标原点,角的始边与x轴的正半轴

重合,角的终边在第几象限,就说这个角是第几象限角(或者说这个角属于第几象限).与角α
的终边相同的角(包括角α本身)的集合为:{β|β=k·360°+α,k∈Z}

1.定义法

数学中的定理、性质、公式、法则都是由定义和公理推演而得到的,直接运用定义分析与解

决问题便是最直接、最基本、最有效的方法之一,也是研究数学问题的重要途径.
定义法的基本思路是:分析题设条件与求解目标;研究题目中所包含的数学概念与关系;

运用数学有关定义将题设条件向解题目标转化.

例1 若α角的终边与-60°的角终边相同,则在-360°到0°内终边与α
3

终边相同的角

为 .
点拨  突出计算手段,体会用代数在确定角终边的位置中的作用.

解答  α=k·360°-60°,则α
3=

k·360°-60°
3 =k·120°-20°.

当k=0时,α
3=-20°

;当k=1时,α
3=100°

;当k=2时,α
3=220°

;当k=3时,α
3=340°

=-20°.故答案为-20°,100°,220°.
反思  终边相同的角不止一个.

2.数形结合思想

在数学问题的解决过程中,将抽象的数学语言与直观的图形结合起来,使“数”的问题,借
助“形”去观察,而“形”的问题,借助“数”去思考,实现抽象思维和形象思维的有机结合,使抽象

概念与具体图形相互关联和转化,数形结合思想是解决数学问题的有效途径.数形结合思想解

题的基本思路是:“形”中觅“数”,即将图形信息部分或全部转换成代数信息,削弱清除“形”的
推理部分,使要解决的问题转化为数量关系的讨论;“数”上构“形”,即依据数的结构特征,构造

出与之相适应的几何图形,并直观利用图形的特征和规律,解决数的问题;通过以数示形,以形

示数,数形互助来求解.

例2 用阴影表示下列集合:

(1)α π
6+2kπ≤α≤

π
2+2kπ

,k∈Z  ;(2)α|-45°+k·360°<α<135°+k·360°,k∈Z  .

点拨  “终边 相 同 的 角”的“形”的 相 同,必 然 蕴 含 着“数”的 相 似,隐 藏 着 统 一 的“数
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量关系”.

解答 在坐标系中分别作出π
6
,π
2
,-45°,135°角的终边,如图所示,再用阴影部分表示.

注意实线、虚线的区别,得到答案.

例2答图

反思  注意边界的取舍.

3.图形法

例3 已知α是第二象限角,试判断下列各角所在的象限.
(1)2π-α;             (2)π+α.
点拨  对于问题(1),先作角α,再作关于x轴对称的角,得到-α角所在的象限.

解答  如图所示,(1)2π-α在第三象限;(2)π+α在第四象限.

例3答图

反思  也可以直接分析得出正确答案.

4.特殊值法

适当选取符合题目条件的某些特殊值,通过运算、推理或验证,能确定问题的正确答案或

否定错误结论,实现简化思维过程、降低推算难度、探索解题思路、寻求解题途径、完善解题过

程的目的.特殊值法是探索一般性问题的解题途径的重要方法之一,在特殊情况下的解答过程

中,常常蕴含着一般性问题的解题途径和思路.

例4 判断命题是否成立:设A= x x=π4+
kπ
2
,k∈Z  ,B= yy=π2+

kπ
4
,k∈Z  ,则

A 是B 的真子集.

点拨 关键是找出两个集合的不同元素,可以通分后找相互关系,或者找特例,如元素π
2

集合A 中没有.

解答  A= xx=π+2kπ4
,k∈Z  = xx=

(2k+1)π
4

,k∈Z  ;
B= yy=2π+kπ4

,k∈Z  = yy=
(k+2)π
4

,k∈Z  .
2k+1必为奇数,k+2则奇偶皆有可能,故可以得出A 是B 的真子集,此命题为真命题.

·3·
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反思  通过特殊值进行直观分析推导.

5.枚举法

枚举法也称列举法,就是把题目中的条件(元素)或关系,经过归纳、整理后一一列举出来

进行分析、研究的方法.该方法的优点是,它可将较抽象、较复杂的问题具体化、直观化、简单

化,从而使数学问题得以顺利解决.例如,集合表示法中的列举法就是将集合中的元素一一列

举出来,从而使元素的个数,元素的特征都可一目了然,这样就方便了求解与运算.

例5 写出与下列各角终边相同的角的集合,并把范围在[-360°,720°]内的角写出来.
(1)45°;     (2)-72°.
点拨  通过通解求出特解即可.

解答  (1)α=k·360°+45°,k∈Z.,当k取-1,0,1时的角为-315°,45°,405°;

(2)α=k·360°-72°,k∈Z,当k取0,1,2时的角为-72°,288°,648°.
反思  注意终边相同的角的表示方法.

例6 判断命题的正确性:终边在第一象限的角是锐角.

解答  锐角的终边落在第一象限,但终边在第一象限的角不一定是锐角,比如390°,所以

该命题是假命题.
易错分析 角的概念推广以后,范围变大了,而且有负角了,不可局限于初中的周角范围

以内,切不可混淆小于90°的角和锐角等概念.

例7 “θ是第一象限角”是“θ
2

是第一象限角”的 条件(填“充分非必要”“必要非

充分”“充要”或“既非充分又非必要”).

解答  因为θ∈ 2kπ+π2
,2kπ+π  ⇒θ

2∈ kπ+π4
,kπ+π2  ,k∈Z;

θ
2∈ 2kπ+

π
2
,2kπ+π  ⇒θ∈[4kπ+π,4kπ+2π],k∈Z;

所以横线上填“既非充分又非必要”.
易错分析 注意象限角的概念和终边在坐标轴上的角的区分;以及象限角经过运算后的

变化.

1.在与1034°角终边相同的角中,最小的正角是    ,最大的负角是    .
2.若集合M={x|x=k·90°+135°,k∈Z},N={x|x=k·45°+90°,k∈Z},则(  ).
A.M=N B.M⊇N
C.M⊆N D.M∩N=⌀
3.所有与角α终边相同的角可表示为360°·k+α(k∈Z),其中α(  ).

·4·
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A.一定是小于90°的角 B.一定是第一象限的角

C.一定是正角 D.可以是任意角

4.A 是与角2007°26'的终边相同的角的集合,则A 中适合不等式-360°≤β<720°的元

素β是               .
5.时钟的分针经过2小时40分钟所转过的角是    ,这个角是第    象限角.
6.与950°的角终边相同的角的集合为            ,它是第    象限

角,其中最小的正角是     ,最大的负角是       .
7.写出终边与下列各处重合的角的集合.
(1)x轴正向;  (2)x轴负向;  (3)y轴正向;  (4)y轴负向;
(5)x轴;    (6)y轴;    (7)坐标轴.

8.已知0°<β<360°,且角β的7倍角的终边与角β的终边重合,求角β.

9.已知集合A= αα=kπ+π6
,k∈Z  ,

(1)是否存在B=[a,b],使A∩B= -116π
,-56π

,π
6
,7
6π  成立? 如果存在,求出a,b的

范围;如果不存在,说明理由.
(2)是否存在B=[a,b],使A∩B 有且仅有4个元素? 如果存在,求出b-a 的最大范围;

如果不存在,说明理由.

·5·
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1.1.2弧度制

本节研究了角度制与弧度制的定义,即把弧长等于半径的弧所对的圆心角叫作1弧度角,
用符号rad表示.

弧度制与角度制的换算:

1°= π180
弧度≈0.017弧度;1弧度= 180π  °≈57.3°=57°18'.

弧长公式和扇形面积公式:

l弧= α ·r;S扇=12lr=
1
2 α ·r2.

本节解题思想、方法、规律与技巧阐述如下.

1.语言转化

由于用弧度制表示的角我们一开始还不大熟悉,不妨将用弧度制表示的角化为用角度制

表示角,这样有利于形成解决问题的初步思路.

例1 α和β的和是1弧度,差为1°,则α和β的弧度数分别为 .

点拨 根据规定,用弧度制表示角时,弧度单位一般省略不写.但用角度表示角时,度的

记号绝对不能省略,如sin60°不能写成sin60.

解答  由题意可知,α+β=1,α-β=1°=
π
180.

解方程,可得α=12+
π
360
,β=

1
2-

π
360.

反思  弧度与角度的相互关系.

2.形式统一

在对角的度量采用弧度制之后,角的集合与实数集合就建立了对应关系,因此我们可以把

角度制中的问题统一到实数集中去解决,这样在角度制所难办到的问题就迎刃而解了.

例2 弓形ABC所在圆的半径为1.如果弓形的弧ACB的长为x,弓形的面积为y,试写

出y关于x 的函数关系式.
点拨  扇形面积公式应用.

解答  扇形OAB 的面积为1
2
·x·1=x

2.又由公式α=l
r
,可得

∠AOB=x(弧度),故△OAB 的面积为1
2
·1·1·sinx=12sinx

,

所以y=x
2-
sinx
2
(0<x<π).

反思  注意变量的实际范围.

例3 已知地球半径为6400千米,地面上一段弧所对的球心角为1',求该弧的弧长.

·6·

高中数学课本中的数学思想方法·必修4



解答  地球周长=6400×2π=12800π(千米),1'所对弧长=12800π÷360÷60=

592.6π(米).
易错分析 角度与弧度的标识不分,混为一谈.

例4 已知π<α+β<
4π
3
,-π<α-β<-

π
3
,则α-3β的范围是 .

解答  因为α-3β=- α+β  +2α-β  ,又因为π<α+β<
4π
3
,-π<α-β<-

π
3
,

所以-10π3 <- α+β  +2α-β  <-5π3
,则-103π<α-3β<-

5π
3.

易错分析 此题切不可求出α,β,即0<α<π2
,2π
3<β<

7π
6

,则-7π2<α-3β<-
3π
2.这样

会使结果的范围扩大,切记.

1.把下列各角化成度或弧度,5°=    弧度;22°30'=    弧度;125°=   

 弧度;-23π=    
;23
4π=    

;1.5≈    .

2.2003°是第 象限角.
3.若角α终边与角β终边关于x 轴对称,则α与β的关系是       .

4.设角α的终边与2
3π

的终边关于y轴对称,且α∈(-2π,2π),则α=      .

5.已知扇形弧长为30厘米,半径为20厘米,则扇形面积为 .

6.设M={第一象限角},N= 小于π
2

的角  ,则M∩N 是(  ).

A.{第一象限角} B.{锐角} C. 小于π
2

的角   D.以上都不对

7.2小时30分钟,时钟的分针、时针转过的角分别是(  ).

A.π,π12  B.-π,-π12  C.5π,5π12  D.-5π,-5π12
8.若α是第三象限的角,则π-α是(  ).
A.第一象限的角 B.第二象限的角

C.第三象限的角 D.第四象限的角

9.在直径为10厘米的滑轮上有一条弦,其长为6厘米,且P 为弦的中点,滑轮以每秒5
弧度的角速度旋转,则经过5秒后,P 点转过的弧长是多少?

10.已知α=1690°,

·7·
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(1)把α写成2kπ+β,k∈Z,β∈(0,2π)的形式;
(2)求θ,使θ与α终边重合,且θ∈(-4π,-2π).

11.若扇形的圆心角是120°,求扇形面积与其内切圆面积的比值.

12.已知扇形OAB 的圆心角为150°,面积为5π
3

平方厘米,求弧AB 的长,并求含于扇形

内,且以AB 为弦的弓形面积.

13.一绳索绕在半径为40厘米的轮圈上,绳索的下端B 处悬挂着物体 W.如果轮子按逆

时针方向每分钟匀速旋转6圈,那么需要几秒才能把物体 W 的位置向上提升100厘米? (精
确到秒)

·8·
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1.2任意角的三角函数  

1.设α是任意一个角,在α的终边上任意取一点P(x,y),记r= x2+y2(r>0).

我们规 定:sinα=y
r
,cosα=x

r
,tanα=y

x α≠kπ+π2  ,cotα=x
y
(α≠kπ),secα=

r
x α≠kπ+π2  ,cscα=r

y
(α≠kπ).

2.单位圆:以原点为圆心,以1为半径的圆叫作单位圆.
把点P(x,y)看作角α的终边与单位圆的交点,如图(a)所示.过点P 作x 轴的垂线,垂足

为M.
如图(b)所示,过点A(1,0)作单位圆的切线,设它与角的终边(当α为第一、四象限角时)

或其反向延长线(当α为第二、三象限角时)相交于点T.

有向线段MP、OM、AT 分别叫作角α的正弦线、余弦线、正切线.

1.定义法

例1 已知角θ的顶点为坐标原点,始边为x 轴的正半轴,若P(4,y)是角θ终边上一点,

且sinθ=-255
,求y 的值.

点拨  三角比定义.

解答  由三角比的定义,sinθ=y
r
,r= x2+y2⇒y=-8.

反思  通过三角比符号可以初步判断点所在象限.

2.分类讨论思想

例2 已知角θ终边上一点P(- 3,m)且sinθ= 24m,求cosθ,tanθ.

点拨  根据任意角三角比的定义,知sinα=y
r

,cosα=x
r

,tanα=y
x.

解答  由已知x=- 3,y=m,所以r= x2+y2= 3+m2.

由sinθ=y
r=

m
m2+3

= 24m⇒m=0或m=± 5.
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当m=0时,P(- 3,0),r= 3,所以cosθ=x
r=-1

,tanθ=y
x=0

;

当m= 5时,P(- 3,5),r=22,所以cosθ=x
r=-

6
4
,tanθ=y

x=-
15
3
;

当m=- 5时,P(- 3,- 5),r=22,所以cosθ=x
r=-

6
4
,tanθ=y

x=
15
3 .

反思  解方程时,m=0不能丢,对不同的值分别求相应的三角比.

3.数形结合法

例3 已知集合A= α2sinα-1≥0  ,B= α 2cosα+1≥0  ,求:
(1)A,B;(2)A∩B.

点拨  A= αsinα≥12  ,表 明 角α 的 范 围 是 使 正 弦 线 MP 满 足1
2≤MP≤1,过 点

例3答图

0,12  作y 轴的垂线交单位圆于点E,F,则角α的终边落在扇形OEBF

区域 内 (包 括 边 界 OE,OF),又 因 为 B= αcosα≥- 22  ,同 样,过 点

- 22
,0  作x 轴 的 垂 线 交 单 位 圆 于 点G,H,则 角α 的 终 边 落 在 扇 形

OHAG 区域内(包括边界OG,OH),因此,两扇形的重叠部分OGBF,即为

所求α的区域,如图所示.
解答  由单位圆中的正弦线和余弦线知:

(1)A= α2kπ+π6≤α≤2kπ+
5π
6
,k∈Z  ;

B= α2kπ-3π4≤α≤2kπ+
3π
4
,k∈Z  .

(2)A∩B= αsinα≥12  ∩ αcosα≥- 22  = α2kπ+π6≤α≤2kπ+
3π
4
,k∈Z  .

反思  将三角比用单位圆中的有向线段来表示,可以直观地由图求出三角比的取值

范围.

例4 如果sinα
2=m>0,cosα

2=n<0
,则α的终边在(  ).

A.第三象限

B.第四象限

C.第三或第四象限

D.可能既不在第三象限也不在第四象限

解答  根据sinα
2=m>0,cosα

2=n<0
可知,α

2
在第二象限,那么2kπ+π2<

α
2<2kπ+

π,k∈Z.即4kπ+π<α<4kπ+2π,k∈Z.所以α的终边在第三或第四象限,或y轴负半轴上.故
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