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前　 　 言
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第
一
章
函数与极限

初等数学的研究对象基本上是不变量， 因此初等数学又叫作常量数学 . 而高等数学是
以极限为工具， 研究变动的量， 因此高等数学又称为变量数学 . 本章将要介绍映射、 函
数、 极限、 函数的连续等基本概念以及它们的一些性质.

第一节　 映射与函数
一、 集合

集合在中学数学中已有介绍， 本节主要从以下几个方面来理解.
1. 集合的概念

下面这些内容与中学数学一致， 在此不再叙述. 它们是： 集合的描述性定义、 集合的
表示、 元素与集合的关系、 集合与集合之间的关系、 常用数集的表示符号等.

2. 集合的运算

集合的运算有并、 交、 差、 补以及直积.
（1） A∪B = ｛x x∈A或 x∈B｝；
（2） A∩B = ｛x x∈A且 x∈B｝；
（3） A ＼ B = ｛x x∈A且 x∉B｝；
（4） 〓I A = ｛x x∈I且 x∉A｝， 其中 I称为全集或基本集；
（5） A × B = ｛（x， y） x∈A且 y∈B｝；
集合运算满足以下运算律：
（1） 交换律： A∪B = B∪A；
（2） 结合律： （A∪B）∪C = A∪（B∪C）；
（3） 分配律： （A∪B）∩C = （A∩C）∪（B∩C），

（A∩B）∪C = （A∪C）∩（B∪C）；
（4） 对偶律： 〓I（A∪B） = 〓IA∩〓IB， 〓I（A∩B） = 〓IA∪〓IB.
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3. 区间和邻域

（1） 区间：
｛x a ＜ x ＜ b｝ = （a， b）；
｛x a≤x≤b｝ = ［a， b］；
｛x a≤x ＜ b｝ = ［a， b）；
｛x a ＜ x≤b｝ = （a， b］ .
（2） 邻域：
① 以点 a为中心的任何开区间称为点 a的邻域， 记为 U（a） .
② 设 δ是任意正数， 则开区间（a - δ， a + δ）就是点 a的一个邻域， 这个邻域称为点 a

的 δ邻域， 记为 U（a， δ）， 即
U（a， δ） = ｛x a - δ ＜ x ＜ a + δ｝

其中 a称为邻域的中心， δ称为邻域的半径.
由于 a - δ ＜ x ＜ a + δ也可表示为 x - a ＜ δ， 因此

U（a， δ） = ｛x x - a ＜ δ｝
③ 去心邻域， 即去掉邻域的中心 a， 记为 U°（a， δ）， 即

U°（a， δ） = ｛x 0 ＜ x - a ＜ δ｝
④ 左右邻域. 我们把开区间（a - δ， a）称为点 a 的左 δ 邻域， 把开区间（a， a + δ）称

为点 a的右 δ邻域.
另外， 两个闭区间的直积表示 Oxy平面上的矩形区域. 例如

［a， b］ × ［c， d］ = ｛（x， y） x∈［a， b］， y∈［c， d］｝
二、 映射

1. 映射概念

定义 1 　 设 X， Y 是两个非空集合， 如果存在一个法则 f， 使得对 X 中的每一个元素
x， 按法则 f， 在 Y中有唯一确定的元素 y与之对应， 则称 f为 X到 Y的映射， 记作

f ∶X→Y
其中 y称为元素 x（在映射 f下）的象， 记作 f（x）， 即

y = f（x）
而元素 x称为元素 y（在映射 f 下）的一个原象， 集合 X 称为映射 f 的定义域， 记为 Df； X
中所有元素的象所组成的集合称为映射 f的值域， 记作 R f或 f（X）， 即

R f = f（X） = ｛ f（x） x∈X｝
2. 满射

设 f是从集合 X到集合 Y的映射， 若
R f = Y
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即 Y中的每一个元素 y都是 X中某元素的象， 则称 f为 X到 Y的满射.
3. 单射

若对 X的任意两个不同的元素 x1， x2， 即 x1≠x2， 它们的象也不同， 即
f（x1）≠f（x2）

则称 f为 X到 Y的单射.

4. 一一映射 （单满射）

若映射 f既是单射又是满射， 则称 f为一一映射， 也称为单满射.
5. 逆映射

如果 f为 X到 Y的单满射， 则对于每一个 y∈Y， 有唯一的 x∈X， 使 f（x） = y， 从而定
义了一个从 Y到 X的映射 g， 即

g∶Y→X
这个映射 g称为 f的逆映射， 记作 f - 1， 其定义域 Df - 1 = Y， 值域 R f - 1 = X.

6. 复合映射

设两个映射

g∶X→Y1， f ∶Y2→Z
其中 Y1⊆Y2， 则由映射 g 和 f 可以定义一个从 X 到 Z 的对应法则， 它将每一个 x∈X
映成

f ［g（x）］∈Z
这个法则确定了一个从 X 到 Z 的映射， 这个映射称为 g 和 f 构成的复合映射， 记为
f 〓 g∶X→Z， 其中 （ f 〓 g） （ x） = f［ g（ x） ］ ， x∈X.
三、 函数

1. 函数的概念

定义 2 　 设有数集 D⊆R， 则映射 f ∶D→R为定义在 D上的函数， 记为
y = f（x）， x∈D

其中 x为自变量， y为因变量， D称为定义域， f（D）⊆R称为值域.
函数的三要素： 定义域 D、 对应法则 f、 值域 f（D） .
函数的表示法： 表格法、 图像法、 解析法.
函数

y = x = x， x≥0
- x， x≤0{

的定义域 D = （ - ∞ ， + ∞ ）， 值域 f（D） = ［0， + ∞ ）， 它的图像如图 1 1 所示. 这个函数
称为绝对值函数.
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函数

y = sgn x =
〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

1， x ＞ 0
0， x = 0
- 1， x ＜0

的定义域 D = （ - ∞ ， + ∞ ）， 值域 f（D） = ｛ - 1， 0， 1｝， 它的图像如图 1 2 所示. 这个函
数称为符号函数. 对任意实数 x， 下列关系成立：

x = sgn x· x

图 1 1

　 　 　 　 　 　

图 1 2

设 x为任意实数， 不超过 x的最大整数称为 x的整数部分， 记为［x］ . 例如
2
3[ ] = 0， ［ 3］ = 1， ［π］ = 3， ［ - 1］ = - 1， ［ - 2. 5］ = - 3

把 x看作变量， 则函数

图 1 3

y = ［x］
的定义域 D = （ - ∞ ， + ∞ ）， 值域 f（D） = Z， 它的图像如图
1 3 所示. 其图像称为阶梯曲线， 这个函数称为取整函数.

2. 具有特殊性质的函数

（1） 有界函数
设函数 f（x）的定义域为 D， 如果存在一个数 K， 对于

所有的 x∈D， 恒有
f（x）≤K （或 f（x）≥K）

则称函数 f（x）在 D上是有上界 （或下界） 的. 如果 f（x）在 D上既有上界又有下界， 则称
函数 f（x）在 D上有界， 否则称它为在 D上无界.

（2） 单调函数
设函数 f（x）的定义域为 D， 区间 I⊆D， 如果对于任意的 x1， x2∈I， 满足
① 当 x1 ＜ x2 时， 恒有

f（x1） ＜ f（x2）
则称 f（x）在 I上是单调增加的；

② 当 x1 ＜ x2 时， 恒有
f（x1） ＞ f（x2）

则称 f（x）在 I上是单调减少的.
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（3） 奇偶函数
设函数 f（x）的定义域 D是关于原点对称的， 如果对于任意 x∈D， 有

f（ - x） = f（x）
恒成立， 则称 f（x）为偶函数； 如果对于任意 x∈D， 有

f（ - x） = - f（x）
恒成立， 则称 f（x）为奇函数.

（4） 函数的周期性
设函数 f（x）的定义域为　D， 如果存在一个 l ＞0， 使对于任意 x∈D， 有 x ± l∈D， 且

f（x + l） = f（x）
恒成立， 则称 f（x）为周期函数. l称为 f（x）的周期， 通常说函数的周期指的是最小正周期.

3. 反函数

设函数 f ∶D→f（D）是单射， 则它的逆映射 f - 1： f（D）→D 称为函数 f 的反函数. 一般
地， 函数 y = f（x）的反函数记为

y = f - 1（x）， x∈f（D）
4. 复合函数

设函数 y = f（u）的定义域为 D1， 函数 u = g（x）在 D上有定义， 且 g（D）⊆D1， 则由下
式确定的函数

y = f［g（x）］， x∈D
称为由函数 u = g（x） 和函数 y = f（u）构成的复合函数. 它的定义域为 D， 变量 u 称为中间
变量.

5. 函数的运算

假设函数 f（x）， g（x）的定义域分别为 D1， D2， D = D1∩D2≠∅， 则可以定义这两个
函数的运算：

和、 差的运算 f ± g： （ f ± g）（x） = f（x） ± g（x）， x∈D；
积的运算 f·g： （ f·g）（x） = f（x）g（x）， x∈D；
商的运算 fg ：

f
g

〓
〓
〓

〓
〓
〓（x） = f（x）g（x）， x∈D ＼｛x g（x） = 0｝ .

6. 初等函数

（1） 基本初等函数
幂函数： y = xα （α∈R， 常数） .
指数函数： y = ax （a ＞ 0 且 a≠1） .
对数函数： y = logax （a ＞ 0 且 a≠1） . 特别地， 当 a = 10 时， 记为 y = lg x； 当 a = e

时， 记为 y = ln x.
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三角函数： y = sinx， y = cosx， y = tanx， y = cot x等.
反三角函数： y = arcsin x， y = arccos x， y = arctan x， y = arccot x等.
（2） 初等函数
常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的复合构成， 并可以用一个式子

表示的函数， 称为初等函数.
（3） 双曲函数
双曲正弦函数： shx = ex - e - x2 ；
双曲余弦函数： chx = ex + e - x2 ；
双曲正切函数： thx = ex - e - xex + e - x .
显然， 双曲正弦函数的定义域为（ - ∞ ， + ∞ ）， 它是奇函数， 在定义域内它是单调增

加的， 它的图像在第一象限内随着 x的增大接近于曲线 y = 12 ex， 如图 1 4 所示.
双曲余弦函数的定义域为（ - ∞ ， + ∞ ） . 它是偶函数， 其图像经过点（0，1）， 且关于 y

轴对称. 在区间 （ - ∞ ， 0） 内它是单调减少的， 在区间（0， + ∞ ）内它是单调增加的. 它
的图像随着 x的增大， 在第一象限内接近于曲线 y = 12 ex， 而在第二象限内接近于曲线
y = 12 e - x， 如图 1 4 所示， ch0 = 1 是这个函数的最小值.

双曲正切函数的定义域为（ - ∞ ， + ∞ ） . 它是奇函数， 其图像通过原点， 且关于原点
对称. 在区间（ - ∞ ， + ∞ ）内它是单调增加的， 其图像在水平直线 y = 1 及 y = - 1 之间，
且当 x 很大时， 在第一象限内接近于直线 y = 1， 在第三象限内接近于直线 y = - 1， 如图
1 5 所示 .

图 1 4

　 　 　 　 　

图 1 5

根据双曲函数的定义， 有下列公式：
sh（x + y） = shx chy + chx shy；
sh（x - y） = shx chy - chx shy；
ch（x + y） = chx chy + shx shy；
ch（x - y） = chx chy - shx shy；
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ch2x - sh2x =1；
sh2x =2shx chx；
ch2x = ch2x + sh2x.
以上公式与三角函数的有关公式类似， 把它们进行对比记忆.
反双曲函数， 我们进行以下讨论.
反双曲正弦函数： y = arshx；
反双曲余弦函数： y = archx；
反双曲正切函数： y = arthx.
因为 y = shx = ex - e - x2

则 e2x - 2yex - 1 = 0
所以 　ex = y ± y2 + 1
又因为 ex ＞ 0， 所以

ex = y + y2 + 1
则 　x = ln（y + y2 + 1）
故得 　y = arshx = ln （x + x2 +1）

显然 y = arshx的定义域为（ - ∞ ， + ∞ ）， 它是奇函数， 在区间（ - ∞ ， + ∞ ）内是单调
增加的. 由 y = shx可画 y = arshx的图像， 如图 1 6 所示.

下面讨论双曲余弦函数 y = chx（x≥0）的反函数. 由 chx = y， 有
y = ex + e - x2 （y≥1）

由此得　 ex = y ± y2 - 1
故有 x = ln （y + y2 - 1）
所以 y = archx = ln （x + x2 -1）

其定义域为［1， + ∞ ）， 在区间［1， + ∞ ）上是单调增函数， 如图 1 7 所示.

图 1 6

　 　 　 　

图 1 7

同理可得

y = arthx = 12 ln
1 + x
1 - x
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它的定义域为（ - 1， 1）， 在区间（ - 1， 1）内是单调增函数， 且是奇函数， 其图像关
于原点对称， 如图 1 8 所示.

图 1 8

习　 　 题　 1 1

❶　 设

f（x） =
sinx ， x ＜ π3
0， x ≥π3

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

求 f π6〓
〓
〓

〓
〓
〓， f π4〓

〓
〓

〓
〓
〓， f - π3〓

〓
〓

〓
〓
〓， f（ -1）， 并画出图像.

❷　 设 y = x2， 当 x∈U（0， δ）时， 要使 y∈U（0， 2）， δ应该取多少？

第二节　 数列的极限
一、 数列极限的定义

为了掌握变量的变化规律， 有时不仅要考虑变量的变化过程， 还要判断它的变化趋势.
例如， 有一个变量， 开始是 1， 然后变为 12 ， 接着变为

1
3 ， 然后是

1
4 ，

1
5 ， …，

1
n ， …如此

一直无尽地变下去 . 虽然它是无尽的， 但它的变化却有一个趋势， 就是越来越接近于 0.
此时， 我们就说这个变量的极限是 0. 高等数学中有很多重要的概念和方法都和极限有关，
因此可以说极限是高等数学的一个重要的工具. 在实际问题中， 极限也占有重要地位， 如
求圆的面积和周长 . 我国古代数学家刘徽（公元 3 世纪）利用圆内接正多边形来推算圆面积
的方法———　割圆术， 就是极限思想在几何上的应用.

设有一圆， 首先构建内接正六边形， 面积记为 A1； 然后构建正十二边形， 面积记为
A2； 再构建内接正二十四边形， 面积记为 A3……如此下去， 每次边数增加一倍. 一般地，
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把内接正 6 × 2n - 1边形的面积记为 An， 这样就得到一系列内接正多边形的面积
A1， A2， A3， …， An， …

它们构成一列有次序的数， 当 n越大时， 内接正多边形的面积与圆的面积差别就越小， 从
而以 An 作为圆面积的近似值也越精确. 但无论 n取如何大， 只要 n取定了， An也只是多边
形的面积， 而不是圆的面积. 如果 n无限增大（记为 n→∞， 读作 n 趋于无穷大）时， 内接
正多边形的边数也无限增加， 而在这个过程中， 内接正多边形无限接近于圆. 这个“无限
接近”的过程就是一个极限过程. 这时， An也无限接近某一确定的数值， 这个确定的数值
可理解为圆的面积.

我们首先说明数列的概念. 如果按照某一法则， 对于每一个 n∈N∗， 都对应着一个确
定的实数 xn . 这些实数 xn按照下标 n从小到大排列得到的一个序列

x1， x2， …， xn， …
叫作数列， 简记为｛xn｝ .

数列中的每一个数叫作数列的项， 第 n项叫作数列的一般项.
一些简单数列的例子：
（ - 1） n
n{ }， 具体写出来就是： - 1， 12 ， - 13 ， 14 ， …

1 + 1n{ }， 具体写出来就是： 2， 1 + 12 ， 1 + 13 ， 1 + 14 ， …
n2{ }， 具体写出来就是： 1， 4， 9， 16， …
｛1 + （ - 1） n｝， 具体写出来就是： 0， 2， 0， 2， …
数列｛xn｝可看作自变量为正整数 n的函数

xn = f（n）， n∈N∗
当自变量 n依次取 1， 2， 3， …所有正整数时， 对应的函数就排列成数列｛xn｝ .

现在我们关心的是： 当 n无限增大时（即 n→∞时）， 对应的 xn = f（n）是否能无限接近
于某个确定的数值. 如果能， 这个数值又等于什么？

从直观上容易看出， 数列 1 + 1n{ }随着 n的增大， 越来越接近于 1. 但我们还是要进一
步分析， 如何用数学语言来表达. 所谓数列 1 + 1n{ }越来越接近 1， 是指随着项数 n 的增
加， 1 + 1n越来越接近于 1. 换句话说， 当 n不断增大时， 1 +

1
n与 1 的差不断接近于 0.

进一步说， 随便给定一个无论多么小的正数 ε， 1 + 1n与 1之差的绝对值总会小于这个 ε，
条件是 n必须充分大. 但究竟 n要多大呢？ 只要按照下面的方法去做就可以了， 即为了使得

1 + 1n - 1 =
1
n ＜ ε　 1 + 1n与 1 之差的绝对值比 ε小〓

〓
〓

〓
〓
〓
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解此不等式， 可得
n ＞ 1ε

把上面的话连接起来就是： 对于任意给定的 ε ＞ 0， 只要 n ＞ 1ε ， 就能证明 1 +
1
n 与 1

之差的绝对值小于 ε， 这就意味着 1 + 1n越来越接近 1. 把这句话抽象化， 可得到数列极限
的定义.

定义 1 　 （数列极限的定义）设 ｛xn｝ 为一数列， 如果存在正常数 a， 对于任意给定的
正数 ε（无论它多么小）， 总存在一个正整数 N， 使得当 n ＞ N时， 不等式

xn - a ＜ ε
都成立， 我们就称常数 a是数列｛xn｝的极限， 或称数列｛xn｝收敛于 a， 记为

lim
n→∞xn = a

或 xn→a （n→∞）
如果不存在这样的常数 a， 就说数列｛xn｝没有极限， 或者说数列｛xn｝是发散的， 习惯

上说 lim
n→∞xn 不存在.
上面定义中的正数可以任意给定是很重要的. 只有这样， 不等式 xn - a ＜ ε 才能表

达出 xn与 a无限接近的意思. 此外， 还应注意到， 定义中的正整数 N 与任意给定的正数 ε
有关， 它随着 ε的给定而选定.

现在， 我们给出数列极限的几何解释. 在定义中不等式
xn - a ＜ ε

就是 a - ε ＜ xn ＜ a + ε
它表示 xn在开区间（a - ε， a + ε）内. 因此｛xn｝以 a为极限就是对于任意给定的一个开区间
（a - ε， a + ε）， 第 N项以后的一切数 xN + 1， xN + 2， …全部落在这个区间内 （见图 1 9），
而只有有限个（至多 N个）在区间以外.

图 1 9

为了表达方便， 引入记号 “∀”， 它表示 “对于任意给定的” 或 “对于每一个”； 记
号 “∃” 表示 “存在” . 于是 “对于任意给定的 ε ＞ 0” 可写成 “∀ε ＞ 0”； “存在正整数
N” 可写成 “∃N”， 而数列极限 lim

n→∞xn = a的定义表达为
lim
n→∞xn = a⇔∀ε ＞ 0， ∃N， 当 n ＞ N时， 有 xn - a ＜ ε

数列极限的定义并没有直接提供求数列极限的方法， 关于极限的求法后面再讲. 现在
举几个例子说明极限的概念以及如何用定义来考察数列的极限.

01

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


