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第一讲 函数与方程的思想

【知识概要】
函数描述了客观世界中相互关联的变量之间的依存关系，是反映客观事物

及其运动变化的一种重要形式，也是解决实际问题的有力工具.函数思想，就是

通过分析问题的数学特征，建立函数关系的数学模型或者构造函数，利用函数

的概念、性质和图象的一些特点去分析问题、转化问题和解决问题.经常用到的

函数性质包括：函数的对称性、单调性、奇偶性、周期性、极值、最值、有界性、图

象变换等，这就要求我们熟练掌握一次函数、二次函数、正比例函数与反比例函

数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数等基本初等函数的具体特性.

法国数学家勒内·笛卡尔（1596—1650）在他的哲学著作《指导思维的法

则》一书中提出了一个大胆的设想，即任何问题→数学问题→代数问题→方程

求解，称之为“万能代数模型”.说它“万能”，其实是有些夸张的，但是，它却揭示

了一种重要的数学思想———方程思想，就是把对数学问题的认识归结为对方程

或方程组的认识，运用方程的知识和理论去分析问题和解决问题的思想.方程

思想是从问题的数量关系入手，运用数学语言将问题中的条件转化为数学模型

（方程、不等式或方程与不等式的组合），然后通过解方程（组）或不等式（组）来

使问题获解.

函数思想和方程思想是两种常用的重要数学思想方法，在数学中的应用十

分广泛，它们相互依赖，相辅相成，有时候还可以实现函数与方程的互相转化，

以达到解决问题的目的.其实从某种意义上说，函数和多元方程没有本质的区

别，如函数y=f（x），就可以看作关于x，y的二元方程f（x）-y=0.也可以说，

函数的研究离不开方程，而列方程、解方程和研究方程的特性，又大多可以通过

函数的思想去加以分析研究.

函数知识涉及的知识点多、面广，在解题中，善于挖掘题目中的隐含条件，

构造出函数解析式和妙用函数的性质，是应用函数思想的关键.对所给的问题

观察、分析、判断得比较深入、充分、全面时，才能产生由此及彼的联系，并构造
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出函数原型.另外，方程问题、不等式问题和某些代数问题也可以转化为与其相

关的函数问题，即用函数思想解答非函数问题.比如：遇到变量，构造函数关系

解题；对有关的不等式、方程、最小值和最大值之类的问题，利用函数观点加以

分析；在含有多个变量的数学问题中，选定合适的主变量，从而揭示其中的函数

关系；对于实际应用问题，翻译成数学语言，建立数学模型和函数关系式，应用

函数性质或不等式等知识解答；在等差、等比数列中，通项公式、前n项和的公

式都可以看成n的函数，数列问题也可以用函数方法解决；解方程f（x）=0就

是求函数y=f（x）当函数值为零时自变量x的值（函数的零点）；用函数y=

f（x）与y=g（x）图象的“交轨”方法，可以讨论方程f（x）=g（x）的根的个数；参

数方程是一种“函数组”化的方程；等等.

【方法指导】
运用函数观点解决问题主要从以下四个方面着手：一是根据方程与函数的

关系，可将二元方程转化为函数来解决；二是根据不等式与函数的联系，常将不

等式问题转化为函数问题，利用函数的图象和性质进行处理；三是在解决实际

问题中，常涉及最值问题，通常是通过建立目标函数，利用求函数最值的方法加

以解决；四是中学数学中的某些数学模型（如数列的通项或前n项和等）可转化

为函数问题，利用函数的相关知识或借助处理函数问题的方法来加以解决.

运用方程观点解决问题主要从以下四个方面着手：一是把问题中对立的已

知量与未知量通过建立相等关系统一在方程中，借助解方程解决；二是从分析

问题的结构入手，找出主要矛盾，抓住某一个关键变元，将等式看成关于这个主

变元（常称为主元）的方程，利用方程的特征解决；三是根据几个变量间的关系

符合某些方程的性质和特征（如利用根与系数的关系构造方程等），通过研究方

程所具有的性质和特征解决；四是在中学数学中常见的数学模型（如函数、曲线

等），经常转化为方程问题去解决.

【例题剖析】

■例1　已知对于满足-2≤p≤2的所有实数p，不等式x
2+px+1＞2x+p

恒成立，求实数x的取值范围.

【分析】　按常规思路，需对关于x的不等式进行分类讨论，较为烦琐.若变

换角度，运用函数的思想来分析问题，引入辅助函数f（p）=（x-1）p+x
2-

2x+1，则问题转化为关于p的函数f（p）在区间［-2，2］上的函数值恒大于零，

借助函数的图象，问题的解决将易如反掌.
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【解答】　设f（p）=（x-1）p+（x-1）
2，则问题转化为关于p的函数f（p）

在区间［-2，2］上的函数值恒大于零.又函数f（p）在区间［-2，2］上的图象是

一段线段，则由
f（-2）＞0，

f（2）＞0
■
■

■ ，
即
x2-4x+3＞0，

x2-1＞0
■
■

■ ，
解得x＜-1或x＞3.因此，所

求实数x的取值范围是（-∞，-1）∪（3，+∞）.

【评注】　方程、不等式与函数之间存在着紧密的联系，比较大小、证明不等

式、求不等式中参数的取值范围等问题，常常可以运用函数的知识获得简捷而

巧妙的解决，而确定函数的关键是选择好自变量，特别是解决带参数的不等式

和方程问题.

■例2　已知二次函数f（x）=ax
2+bx+c.

（1）若a＞b＞c，且f（1）=0，证明：f（x）的图象与x轴有两个交点.

（2）在（1）的条件下，是否存在m∈R，使得f（m）=-a成立时，f（m+3）为

正数？ 若存在，证明你的结论；若不存在，请说明理由.

（3）若对任意x1，x2∈R，且x1＜x2，f（x1）≠f（x2），方程f（x）=
1
2
［f（x1）+

f（x2）］有两个不等实根，证明f（x）必有一个根属于（x1，x2）.

【分析】　（1）对于二次函数的图象与x轴的交点个数问题，考虑由这个二

次函数确定的方程，利用方程判别式的符号解决.

（2）因为方程f（x）=0的一个根为1，利用韦达定理，通过考虑一元二次方

程根与系数的关系来解决问题.

（3）构造二次函数，用函数的思想研究函数的图象与x轴交点的情况，分

析由该函数确定的方程的根的分布情况.

【解答】　（1）∵f（1）=a+b+c=0且a＞b＞c，∴a＞0且c＜0，∴Δ=

b2-4ac＞0，∴f（x）的图象与x轴有两个交点.

（2）∵f（1）=0，∴1是方程f（x）=0的一个根.由韦达定理知另一根为

c
a
.∵a＞0且c＜0，∴

c
a
＜0＜1.

又a＞b＞c，b=-a-c，则a m-
c（ ）a （m-1）=-a＜0，∴

c
a
＜m＜1，

∴m+3＞
c
a
+3＞-2+3=1.∵f（x）在（1，+∞）内单调递增，∴f（m+3）＞

f（1）=0，即存在这样的m使f（m+3）＞0.

（3）令g（x）=f（x）-
1
2
［f（x1）+f（x2）］，则g（x）是二次函数.

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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∵g（x1）g（x2）= f（x1）-
f（x1）+f（x2）［ ］2

f（x2）-
f（x1）+f（x2）［ ］2

=

-
1

4
［f（x1）-f（x2）］

2
≤0，又∵f（x1）≠f（x2），∴g（x1）g（x2）＜0，∴g（x）=0

的根必有一个属于（x1，x2）.

【评注】　一元二次方程、一元二次不等式和一元二次函数之间有着密切的

联系，无论是利用方程的思想还是函数的思想，都可以把它们紧紧联系在一起.

利用一元二次函数的图象和性质，可以较方便地研究一元二次方程和一元二次

不等式.

■例3　已知x，y，z∈Z，且x+y+z=1，证明：x
2+y

2+z2≥
1
3
.

【分析】　由条件x+y+z=1出发，利用分析法，在需要证明的不等式x
2+

y
2+z2≥

1

3
中，消去一个变量，留下两个变量，运用方程的思想，从方程（一元二

次方程）的角度研究不等式成立的条件.

【解答】　因为x+y+z=1，所以要证明不等式x
2+y

2+z2≥
1

3
，只要证明

x2+y
2+（1-x-y）

2
≥
1
3
，即证明3x2+（3y-3）x+3y

2-3y+1≥0.

因为x∈R，所以只要证明Δ=（3y-3）
2-4×3（3y

2-3y+1）≤0，即证明

9y
2-6y+1≥0，即证明（3y-1）

2
≥0（*），而（*）式显然成立，所以原不等式

得证.

【评注】　本题运用分析法证明不等式，在消去z以后要证明的是关于x，y

的不等式，从函数与方程的思想出发，只要证明关于x的一元二次方程的判别

式Δ≤0，进而要证明的不等式是关于y的一元二次不等式，从一元二次函数的

角度进行配方，问题迎刃而解.

■例4　已知函数f（x）=logm
x-3
x+3

，x∈［α，β］（其中α＞0）.

（1）证明：α＞3.

（2）是否存在实数m，使得自变量x在定义域［α，β］上取值时，该函数的值

域恰好为［logm（mβ-m），logm（mα-m）］？ 若存在，求出实数m 的取值范围；若

不存在，请说明理由.

【分析】　（1）要证明的问题涉及函数的定义域，所以干脆把原来函数的自
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然定义域求出来.

（2）由题设条件出发，不难看出本题需要求函数的值域，而函数f（x）=

logm
x-3
x+3

可看成是由函数y=logmt与函数t=
x-3
x+3

复合而成的，且函数t=

x-3
x+3

=1-
6

x+3
在x∈［α，β］上单调递增，因此可以考虑从函数的单调性入手.

【解答】　（1）
x-3
x+3

＞0⇔x＜-3或x＞3，∵f（x）的定义域为［α，β］且α＞

0，∴α＞3.

（2）∵3＜α＜β，m＞0，∴m（α-1）＜m（β-1）.

而logmm（β-1）＜logmm（α-1），∴0＜m＜1.

设β≥x1＞x2≥α，有
x1-3

x1+3
-
x2-3

x2+3
=

6（x1-x2）
（x1+3）（x2+3）

＞0，∴ 当0＜m＜1

时，f（x）在［α，β］上单调递减.

又f（x）在［α，β］上的值域为［logm（mβ-m），logm（mα-m）］，

∴

f（β）=logm
β-3

β+3
=logmm（β-1），

f（α）=logm
α-3

α+3
=logmm（α-1

■

■

■
），

即
mβ

2+（2m-1）β-3（m-1）=0，

mα
2+（2m-1）α-3（m-1）=0

■
■

■ .

又β＞α＞3，即α，β是方程mx
2+（2m-1）x-3（m-1）=0的两个大于3且

不相等的实数根.设函数g（x）=mx
2+（2m-1）x-3（m-1），

所以

0＜m＜1，

Δ=16m
2-16m+1＞0，

-
2m-1
2m

＞3，

g（3）＞

■

■

■ 0

解之得0＜m＜
2-■3
4
.

因此，满足题意的实数m是存在的，其取值范围是 0，
2-■3（ ）
4

.

【评注】　由解题过程中挖掘的隐含条件m（α-1）＜m（β-1），logmm（β-1）＜

logmm（α-1），推 导 出 0＜m＜1，使 得 问 题 的 解 答 难 度 大 大 降 低.由

mβ
2+（2m-1）β-3（m-1）=0，

mα
2+（2m-1）α-3（m-1）=0

■
■

■ ，
又β＞α＞3，得出α，β是方程mx

2+（2m-1）x-

3（m-1）=0的两个大于3且不相等的实数根，运用方程的思想方法使问题进

一步明朗.构造函数g（x）=mx
2+（2m-1）x-3（m-1），运用函数的思想方法，

解决方程根的分布与系数的关系，这在一元二次方程根的分布问题中很常见.
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■例5　已知定义域为R的函数f（x）满足f（f（x）-x
2+x）=f（x）-

x2+x.　

（1）若f（2）=3，求f（1）；又若f（0）=a，求f（a）.

（2）设有且仅有一个实数x0，使得f（x0）=x0，求函数f（x）的解析式.

【分析】　因为对任意x∈R，有f（f（x）-x
2+x）=f（x）-x

2+x，且有单

独的条件，如f（2）=3，f（0）=a，f（x0）=x0，因此考虑在关于x的方程（恒等

式）中分别赋值，分别令x=2和x=0，可以直接求出f（1）和f（a）的值.因为对

任意x∈R，有f（f（x）-x
2+x）=f（x）-x

2+x，有且仅有一个实数x0，使得

f（x0）=x0，所以对任意x∈R，有f（x）-x
2+x=x0，此时再赋值，令x=x0，研

究所得方程解的情况.

【解答】　（1）因为对任意x∈R，有f（f（x）-x
2+x）=f（x）-x

2+x，令

x=2，得f（f（2）-2
2+2）=f（2）-2

2+2.又由f（2）=3，得f（3-2
2+2）=3-

22+2，即f（1）=1.

再令x=0，得f（f（0）-0
2+0）=f（0）-0

2+0，又由f（0）=a，得f（a）=a.

（2）因为对任意x∈R，有f（f（x）-x
2+x）=f（x）-x

2+x，有且仅有一个

实数x0，使得f（x0）=x0，所以对任意x∈R，有f（x）-x
2+x=x0.

在上式中令x=x0，得f（x0）-x
2
0+x0=x0，又因为f（x0）=x0，所以x0-

x20=0，解得x0=0或x0=1.

若x0=0，则f（x）-x
2+x=0，即f（x）=x

2-x，此时由方程f（x）=x
2-

x=x，解得x=0或x=2，即方程f（x）=x有两个不同实根，与有且仅有一个实

数x0，使得f（x0）=x0 相矛盾，故舍去；

若x0=1，则f（x）-x
2+x=1，即f（x）=x

2-x+1，由f（x）=x
2-x+1=x，

解得x=1，所以该函数满足题设条件.

综上所述，所求函数为f（x）=x
2-x+1（x∈R）.

【评注】　本题的解题过程中，突出对于任意x等式恒成立（即所有实数都

是关于x的方程的解），采取赋值的方法，这是在解决与函数和方程有关的问题

时通常采取的方法.第（2）小题在令x=x0 解出x0 的值以后，需检验在一般情

况下，是不是的确有且仅有一个实数x0，使得f（x0）=x0 成立，这一点非常

重要.

■例6（2018·全国Ⅱ卷）　已知函数f（x）=e
x-ax2.

（1）若a=1，证明：当x≥0时，f（x）≥1；

（2）若f（x）在（0，+∞）内只有一个零点，求a的值.
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【分析】　（1）要证明原不等式，只要证明函数f（x）在x≥0时的最小值大

于等于1即可，所以可通过导数研究函数f（x）的最小值.由于一阶导数依然是

一个超越函数，可以再构造函数求导，利用二阶导数研究一阶导函数的性质，再

利用一阶导函数的性质研究函数f（x）的最值.

（2）函数f（x）的零点就是方程f（x）=0的解，从函数的角度出发，通过函

数f（x）的导数研究函数y=f（x）的性质及其图象，考察函数图象与x轴的公共

点的情况.

【解答】　（1）当a=1时，f（x）≥1等价于（x
2+1）e-x-1≤0.

设g（x）=（x
2+1）e-x-1，则g′（x）=-（x

2-2x+1）e-x=-（x-1）2e-x.

当x≠1时，g′（x）＜0，所以g（x）在（0，+∞）内单调递减.

而g（0）=0，故当x≥0时，g（x）≤0，即f（x）≥1.

（2）设函数h（x）=1-ax2e-x.

f（x）在（0，+∞）内只有一个零点当且仅当h（x）在（0，+∞）内只有一个

零点.

① 当a≤0时，h（x）＞0，h（x）没有零点；

② 当a＞0时，h′（x）=ax（x-2）e
-x.

当x∈（0，2）时，h′（x）＜0；当x∈（2，+∞）时，h′（x）＞0.

所以h（x）在（0，2）内单调递减，在（2，+∞）内单调递增.

故h（2）=1-
4a

e2
是h（x）在［0，+∞）上的最小值.

若h（2）＞0，即a＜
e2

4
，则h（x）在（0，+∞）内没有零点；

若h（2）=0，即a=
e2

4
，则h（x）在（0，+∞）内只有一个零点；

若h（2）＜0，即a＞
e2

4
，由于h（0）=1，所以h（x）在（0，2）内有一个零点.

由（1）知，当x＞0时，e
x
＞x

2，所以

h（4a）=1-
16a3

e4a
=1-

16a3

（e2a）2
＞1-

16a3

（2a）4
=1-

1
a
＞0.

故h（x）在（2，4a）内有一个零点，因此h（x）在（0，+∞）内有两个零点.

综上所述，f（x）在（0，+∞）内只有一个零点时，a=
e2

4
.

【评注】　函数零点虽说是方程f（x）=0的解，但在处理函数零点问题时，

通常运用函数的思想，借助函数的导数研究函数的性质，结合函数的图象，利用

函数零点存在定理解决问题.其实函数的零点、方程根的分布、零点的个数、方
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程根的个数，都可以运用函数的数学方法，转化为函数图象与x轴交点的问题

加以解决.只是有时遇到的是带有参数的函数或方程，这时候就需要根据参数

的不同取值，讨论函数的零点或方程的解是否存在，如果存在多个零点或多个

解，需进一步确定零点或解所在的区间.这在历年各省市高考命题中一直是个

热点.

■例7（2017·山东卷）　在平面直角坐标系xOy中，椭圆E：
x2

a2
+
y
2

b2
=1

（a＞b＞0）的离心率为
■2
2
，焦距为2.

（1）求椭圆E的方程.

例7图

（2）如图，动直线l：y=k1x-
■3
2
交椭圆E于

A，B两点，C是椭圆E 上一点，直线OC的斜率

为k2，且k1k2=
■2
4
，M 是线段OC延长线上一点，

且MC∶AB=2∶3，圆M 的半径为MC，OS，OT

是圆M 的两条切线，切点分别为S，T.求∠SOT

的最大值，并求取得最大值时直线l的斜率.

【分析】　为了求出∠SOT的最大值，并求取得最大值时直线l的斜率，可

以考虑把∠SOT的某个三角函数值表示为自变量（直线l的斜率）的函数，运用

函数的思想研究函数的最值，进而求得最大值，并求出取得最大值时直线l的

斜率.　

【解答】　（1）由题意知e=
c
a
=
■2
2
，2c=2，所以a=■2，b=1，因此，椭圆E

的方程为x
2

2
+y

2=1.

（2）设A（x1，y1），B（x2，y2），联立方程

x2

2
+y

2=1，

y=k1x-
■3
2

■

■

■
，

得（4k21+2）x
2-

4■3k1x-1=0，由题意知Δ＞0，且x1+x2=
2■3k1
2k21+1

，x1x2=-
1

2（2k21+1）
.

所以AB= 1+k2■ 1｜x1-x2｜=■2
1+k2■ 1 1+8k

2
■ 1

1+2k21
.
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由题意可知圆M 的半径r=
2

3
AB=

2■2
3

1+k2■ 1 1+8k
2

■ 1

2k21+1
.

由题设知k1k2=
■2
4
，所以k2=

■2
4k1
.因此直线OC的方程为y=

■2
4k1
x.

联立方程

x2

2
+y

2=1，

y=
■2
4k1
x

■

■

■
，

得x2=
8k21
1+4k21

，y
2=

1

1+4k21
.

因此OC= x2+y■
2=

1+8k21
1+4k2■ 1

.由题意可知sin
∠SOT
2

=
r

r+OC
=

1

1+
OC
r

，

而OC
r
=

1+8k21
1+4k2■ 1

2■2
3

1+k2■ 1 1+8k
2

■ 1

2k21+1

=
3■2
4

1+2k21

1+4k2■ 1 1+k
2

■ 1

.

令t=1+2k21，则t＞1，
1
t
∈（0，1）.

因此，OC
r
=
3

2

t

2t2+t■ -1
=
3
2

1

2+
1

t
-
1

t■ 2

=
3

2
1

-
1
t
-
1（ ）2

2

+
9

■ 4

≥1，

当且仅当1
t
=
1
2
，即t=2时等号成立，此时k1=±

■2
2
，所以sin

∠SOT
2

≤
1
2
，因

此∠SOT
2

≤
π
6
，所以∠SOT的最大值为

π
3
.

综上所述，∠SOT的最大值为
π
3
，取得最大值时直线l的斜率为k1=±

■2
2
.

【评注】　对于求某些元素的最大值、最小值，或者是参数的取值范围，包括

但不限于解析几何中的这些情况，解决这类问题一般有两种常用的途径：一是

根据题设所给的条件，选择恰当的自变量和函数值建立目标函数，运用函数的

思想，利用目标函数的性质，包括定义域、值域、单调性、最值以及函数的图象等

知识解决问题；二是根据所提供的条件和要求解的结论，选择适当的未知数构

建方程（或不等式），运用方程的思想研究问题、解决问题.

■例8　设A=｛（n，bn）｜bn=3
n+kn，n∈N*｝，其中k为常数，且k∈N*，

B=｛（n，cn）｜cn=5
n，n∈N*｝，求A∩B.

【分析】　考虑到求A∩B，从方程的角度入手，研究不定方程3
n+kn=5n 的
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正整数解.由于方程的右边是奇数，分k是奇数和偶数讨论，进行奇偶性分析.

当k=2或4时，将方程变形，通过构造函数，运用函数的思想进行思考，可使问

题的解决干脆利落，简捷明了.

【解答】　由题意可知，要求A∩B，只需要求集合A和B 的公共元素，即求

出使得bn=cn 成立的n，k的取值.由bn=cn 得到关于n，k的方程3
n+kn=5n，

其中n，k都是正整数.

当k为奇数时，方程3n+kn=5n 的左边为偶数，右边为奇数，方程无解；

当k为偶数时，若k≥5，有3
n+kn＞5

n，方程无解.又k∈N*，所以k=2

或4.

当k=2时，方程3n+kn=5n 可变形为
3（ ）5

n

+
2（ ）5

n

=1，构造函数f（n）=

3（ ）5
n

+
2（ ）5

n

（n∈N*）.因为函数y=
3（ ）5

n

和y=
2（ ）5

n

都单调递减，所以函

数f（n）=
3（ ）5

n

+
2（ ）5

n

单调递减，且f（1）=1.当n≥2时，总有f（n）≤

f（2）=
13

25
＜1，所以关于n的方程

3（ ）5
n

+
2（ ）5

n

=1只有唯一的解n=1.

当k=4时，方程3n+kn=5n 可变形为
3（ ）5

n

+
4（ ）5

n

=1，构造函数f（n）=

3（ ）5
n

+
4（ ）5

n

（n∈N*）.因为函数y=
3（ ）5

n

和y=
4（ ）5

n

都单调递减，所以函

数f（n）=
3（ ）5

n

+
4（ ）5

n

单调递减，且f（1）=
7
5
＞1，f（2）=

9
25
+
16
25
=1，当n≥3

时，总有f（n）≤f（3）=
91
125
＜1，所以关于n的方程

3（ ）5
n

+
4（ ）5

n

=1只有唯一

的解n=2.

综上所述，A∩B=｛（1，5），（2，25）｝.

【评注】　函数是高中数学的重要内容之一，函数的思想和方法是高中数学

的基本思想，它渗透在高中数学的各个方面.在处理方程问题的时候，巧妙变

形，构造函数，把方程问题转化为函数问题，运用函数的观点考查和分析问题，

学会运用函数的知识来处理，常常可以化难为易、变繁为简.

■例9　如图，为处理含有某种杂质的污水，要制造一底宽为2m的无盖

长方体沉淀箱，污水从A孔处流入，经沉淀后从B孔处流出.设箱体的长度为

am，高度为bm.已知流出的水中该杂质的质量分数与a，b的乘积ab成反比.

现有制箱材料60m2.当a，b各为多少米时，经沉淀后流出的水中该杂质的质量
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