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前  言

科学方法是打开科学殿堂大门的钥匙,就数学解题方法而言,必须把学习数学知识

和掌握科学的解题方法二者结合起来,只有知识是不能转化为能力的,必须以科学的思

维方法为中介才能实现.

高等数学在高等工科院校的教学中是一门十分重要的基础理论课程,它的内容和

方法是学生必备的基础知识.怎样才能更好地掌握高等数学中的基本概念、定理公式及

解题技巧,以达到融会贯通的目的呢? 为此,我们根据高等数学内容,结合多年积累的

教学经验,编写本书.旨在对高等数学传统教材中的各章节内容进行重新组合,对某些

方法进行全面、系统的提炼总结.比如,对求极限的方法编者总结了十几种,读者由此可

领会极限在高等数学中的重要地位;又如,在多元函数积分学部分,编者对各类积分概

念进行了系统整合,对几个重要公式的联系及应用进行了系统分析,这对全面理解相关

知识,提高综合运用能力起着重要作用.书中每章都针对性地精选了大量典型例题,在

对解题的思路、方法和技巧进行分析指导的同时,对解题中常见的错误也给予了指正.

本书既有以内容为体系的横向学习,也有以方法为线索的纵向归纳.

本书可作为学习高等数学的辅导教材,对工科与经济管理类本科学生备考研究生

入学考试也是一本有益的复习参考书.本书既可以配合高等数学课程(滞后约10周)分

两个学期使用,也可以在高等数学课程结束后集中开设选修课使用,或对优秀学生开设

讲座使用.

本书第1章由祈永强编写,第2,5章由王彩侠编写,第3,4章由程林凤编写,第6章

由逄世友编写,第7章由汪赛编写.本书经编者多次讨论,交换意见,最后由王升瑞统

稿、审阅,并编制了多媒体课件.由于时间仓促,加之编者的水平有限,书中如有错误,恳
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第1章  函数与极限

微积分学是高等数学的主要内容,微积分的基础是函数、极限和连续性,其中函数是研

究的主要对象,极限是研究问题的工具,连续性是研究问题的桥梁.本章主要是深化对函

数、极限及连续性概念的理解,从高等数学整体的角度理解并熟练掌握求极限的常用方法.

1.1 主要内容及方法指导

1.1.1 函数的定义域、对应法则及函数值

函数的定义域及对应法则称为函数的两要素.求函数的定义域通常可归结为解不等式

或不等式组(使式子有意义而得到的不等式).但若讨论由实际问题所确定的函数的定义

域,还要考虑自变量在实际问题中的意义.
求解析式所表示的函数定义域的基本原则是：
(1)不能使函数的值域超出实数域的范围.例如,偶次根式其根号内的值不能为负;对

数的真数应大于零等.
(2)不能使函数值不存在或不确定.例如,分式中的分母不能为零;反正弦函数y=

arcsinx应满足|x|≤1;正切函数y=tanx应满足x≠kπ+π2
(k为整数)等. 

(3)由有限个函数的四则运算构成的函数,其定义域是各函数定义域的公共部分.
(4)单调函数的反函数的定义域是这个函数的值域.
(5)分段函数的定义域是自变量在各段取值集合的总体.
学习函数的对应法则,主要是对函数符号能正确理解和熟练应用.特别应注意的是,两

个用不同式子表达的函数,只要它们的定义域和对应法则相同,就视为同一个函数.高等数

学中讨论的函数主要有初等函数(指由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限

次的函数复合步骤所构成并可用一个式子表示的函数)和分段函数.要注意理解复合函数

的意义、特性及运算法则.应注意的是,分段函数是一个函数,只不过是在定义域的不同区

间内表达式不同而已.
求函数值要求对函数概念有清晰的认识.特别是在求分段函数的函数值时,一定要弄

清楚什么时候用什么表达式计算.

1.1.2 函数的几种特性

函数的四大特性,即有界性、单调性、奇偶性和周期性.其中奇偶性的表述如下：
设函数y=f(x)的定义域为D,且当x∈D 时,有-x∈D,则
若f(-x)=-f(x),称f(x)为奇函数;若f(-x)=f(x),称f(x)为偶函数.
也可以等价地表述为
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f(x)+f(-x)=
2f(x), f(x)为偶函数,

0, f(x)为奇函数.｛
1.1.3 函数的极限

极限是研究函数的主要工具之一,高等数学中许多概念的建立和定理的证明都要用到

它.例如,函数的连续、导数、定积分、重积分、线面积分以及级数的收敛性等都是用极限描

述的,可以说用极限建立了微积分的基本内容;反过来,这些概念又丰富了求极限的方法.
因此极限是微积分学的基础,是高等数学的基本推理工具,没有极限就没有高等数学的严

密结构,所以必须加强对极限重要性的理解.
函数极限中自变量的变化过程有六种情况,其定义分别如下：

lim
x→x0

f(x)=A ⇔ ∀ε＞0,∃δ＞0,当0＜|x-x0|＜δ时,|f(x)-A|＜ε;

lim
x→x-

0

f(x)=A ⇔ ∀ε＞0,∃δ＞0,当x0-δ＜x＜x0 时,|f(x)-A|＜ε;

lim
x→x+

0

f(x)=A ⇔ ∀ε＞0,∃δ＞0,当x0 ＜x＜x0+δ时,|f(x)-A|＜ε;

lim
x→ ∞

f(x)=A ⇔ ∀ε＞0,∃X＞0,当|x|＞X 时,|f(x)-A|＜ε;

lim
x→-∞

f(x)=A ⇔ ∀ε＞0,∃X＞0,当x＜-X 时,|f(x)-A|＜ε;

lim
x→+∞

f(x)=A ⇔ ∀ε＞0,∃X＞0,当x＞X 时,|f(x)-A|＜ε.

式中,符号“∀”表示任意,“∃”表示存在.
注意  (1)数列极限是函数极限的特殊情况.
(2)极限的定义是描述性的,它没有提供求极限的具体方法,但却可以用来验证极限,

在用定义验证极限时,要对任意给定的正数ε,从结论|f(x)-A|＜ε出发,找相应“存在”
的正数δ或X.

(3)通常记f(x-
0)=lim

x→x-
0

f(x),f(x+
0)=lim

x→x+
0

f(x),分别称为f(x)在点x0处的左极

限和右极限.

1.1.4 极限的性质、存在准则及重要公式

1.极限的性质

极限的基本性质有：唯一性、有界性及局部保号性.
极限的四则运算法则：
对同一自变量的变化过程,设lim

x→x
0

f(x)=A,lim
x→x

0

g(x)=B,A 和B 为有限常数,则

(1)lim
x→x

0

[f(x)±g(x)]=lim
x→x

0

f(x)±lim
x→x

0

g(x)=A±B.

(2)lim
x→x

0

[f(x)·g(x)]=lim
x→x

0

f(x)·lim
x→x

0

g(x)=AB.

特别地,对常数C,有lim
x→x

0

Cf(x)=Clim
x→x

0

f(x)=CA.

(3)lim
x→x

0

f(x)
g(x)

=
lim
x→x

0

f(x)

lim
x→x

0

g(x)= A
B
(B≠0).

·2·

 高等数学考研解题方法指导  



上述性质可推广到有限次四则运算情形.
无穷小的运算法则：
(1)有限个无穷小的代数和(积)仍是无穷小.
(2)有界函数与无穷小的乘积是无穷小.

(3)若当x→x0 时,α～α',β～β',且lim
x→x

0

α'
β'

存在或为 ∞,则lim
x→x

0

α
β

=lim
x→x

0

α'
β'

.

(4)若β=o(α),则α±β～α(和差取大原则).
2.极限的存在准则

准则1(单调有界准则) 单调有界数列必有极限.(函数的相应准则略)
准则2(夹逼准则) (1)若存在正整数N,当n＞N时,恒有yn≤xn≤zn,且lim

n→ ∞
yn =

lim
n→ ∞

zn =A,则lim
n→ ∞

xn =A. 

(2)若存在δ＞0,当0＜|x-x0|＜δ时,恒有g(x)≤f(x)≤h(x),且lim
x→x0

g(x)=

lim
x→x0

h(x)=A,则lim
x→x0

f(x)=A.

3.极限的重要公式及重要关系

(1)lim
x→0

sinx
x =1.

(2)lim
x→0

(1+x)
1
x =e或lim

x→ ∞
1+1x（ ）

x

=e.

(3)lim
n→ ∞

n
n =1, lim

n→ ∞

n
a =1(a＞0).

(4)当x→0时,有以下常用等价无穷小：

sinx～x,    tanx～x,   1-cosx～ 12x
2, arctanx～x,

arcsinx～x, ln(1+x)～x, ex -1～x,   ax -1～xlna,

(1+x)μ -1～μx (μ＞0), ln(x+ x2+1)～x.
值得注意的是,以上公式中的x 可以同时换成函数f(x).例如,f(x)→0时,有

sinf(x)～f(x).又如, 

lim
f(x)→0

sinf(x)
f(x) =1,lim

f(x)→ ∞
1+ 1

f(x)[ ]
f(x)

=e.

(5)lim
x→0

f(x)
xk =C(C≠0,k＞0),则f(x)是x的k阶无穷小.

(6)lim
x→x0

f(x)=A⇔f(x-
0)=f(x+

0)=A.

(7)lim
x→x0(或x→ ∞)

f(x)=A⇔f(x)=A+α,其中,lim
x→x0(或x→ ∞)

α=0.

(8) lim
x→x0(或x→ ∞)

f(x)=A(或 ∞)⇔ 对任意以x0(或 ∞)为极限的数列{xn}(xn ≠x0),均有

lim
n→ ∞

f(xn)=A(或 ∞).

(9)无穷小(不为零)的倒数是无穷大,无穷大的倒数是无穷小.
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1.1.5 函数的连续性

函数的连续性包括函数在一点的连续性和函数在某区间I 上的连续性,后者以前者为

基础.函数f(x)在一点的连续性定义是以函数概念和极限概念为基础的,描述函数f(x)在
点x0 的连续性有下面四种等价形式：

(1)lim
Δx→0

Δy=0,其中,Δx=x-x0,Δy=f(x0+Δx)-f(x0);

(2)lim
x→x0

f(x)=f(x0);

(3)f(x-
0)=f(x+

0)=f(x0);
(4)∀ε＞0,∃δ＞0,当|x-x0|＜δ时,|f(x)-f(x0)|＜ε;当|Δx|＜δ时,|Δy|

＜ε.
在具体讨论函数的连续性问题时,可根据问题的要求从中选择一种形式.一般地,检验

初等函数的连续性时通常用形式(1)或形式(2);求连续函数的极限时通常用形式(2);讨论

分段函数在分界点的连续性时,通常用形式(3);论证问题时通常用形式(4).
如果对区间I上每一点x,函数f(x)都连续,则称函数在区间I上连续;如果函数在定

义域内每一点都连续,则称函数是连续函数.

1.1.6 闭区间上连续函数的性质

当函数f(x)在闭区间[a,b]上连续时,有下列性质：
性质1(有界性定理) ∀x∈ [a,b],∃K ＞0,有|f(x)|≤K.
性质2(最值定理) ∃x1,x2 ∈ [a,b],有f(x1)= m,f(x2)= M,其中,m =

min
x∈[a,b]

f(x),M = max
x∈[a,b]

f(x).

性质3(介值定理) ∀C∈[m,M](m和M 的意义同性质2),∃ξ∈[a,b],使f(ξ)=
C.

推论(零点定理) 当f(a)·f(b)＜0时,则 ∃ξ∈ (a,b),使f(ξ)=0.
闭区间上连续函数的重要性质,在讨论方程根的存在性及最值等问题中都非常有用,

因此必须充分理解并会运用.

1.1.7 函数的间断点

讨论函数的间断点,可利用连续概念及其等价命题的否命题.由于函数在点x0 连续必

须同时满足下列条件：
(1)f(x)在x0 的某邻域内有定义;
(2)左极限f(x-

0)与右极限f(x+
0)都存在;

(3)f(x-
0)=f(x+

0)=f(x0).
不符合上述三个条件之一的点x0 称为f(x)的间断点.
间断点分为两类：
若f(x-

0)与f(x+
0)均存在称为第一类间断点,否则称为第二类间断点.具体地,第一类

间断点又分为可去间断点[当f(x-
0)=f(x+

0)时]和跳跃间断点[当f(x-
0)≠f(x+

0)时].
第二类间断点有无穷间断点[lim

x→x0
f(x)= ∞]和振荡间断点等.
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1.1.8 求极限的基本方法

熟练地掌握计算函数或数列的极限是学习高等数学的基本要求.求极限的方法很多,
下面介绍求极限的基本方法,再介绍用其他微积分知识求极限的特殊方法.

1.利用极限定义求极限

对于某些抽象形式的极限(如用递推关系式给出的数列极限),如果不易判断极限是否

存在,则可用某种方法先形式地求出极限,再用极限定义验证.
2.利用极限存在准则求极限

极限存在准则不仅可判断数列或函数的极限是否存在,而且也是求极限的有效方法.
(1)利用夹逼准则求极限,关键在于对已知函数或数列的通项同时放大与缩小,寻找两

个形式尽量简单的函数或数列,从两侧逼近相同的极限.这种夹逼求极限的方法,也可用于

近似计算与定积分估值.
(2)利用单调有界准则求极限,多用于求由递推关系式给出的数列的极限.
证明有界性的常用方法有：从数列的递推关系式观察,用已知不等式推出,利用归纳法

证明,利用单调性证明.
证明单调性的常用方法有：比值法 ——— 讨论xn+1/xn 与1的关系;差值法 ——— 讨论

xn+1-xn 与0的关系;由xn 找出一个连续函数f(x),使f(n)=xn,考察f(x)是否具有单调

性;用数学归纳法或其他方法直接比较xn+1 与xn 的大小.
(3)对由递推关系给出的数列,求极限时一般还可用解方程的方法,但必须证明极限存

在,否则可能会出现错误.
例如,数列x1 =2,xn+1 =x2n -1(n=1,2,…).若令lim

n→ ∞
xn =A,则由递推关系有

A =A2-1,解得A =1± 5
2

,舍去负值,有A =1+ 5
2

,但实际上lim
n→ ∞

xn = ∞.

3.利用极限或无穷小的运算法则求极限

对于比较简单的极限式,可以利用极限的四则运算法则与无穷小的运算法则直接计算

求得,但要特别注意必须满足法则使用的条件.
4.利用函数的连续性求极限

如果x0属于函数f(x)的连续区间,则由函数的连续性可知lim
x→x0

f(x)=f(x0).应当注

意,许多未定式的极限可以通过恒等变形(如分解因式,分子分母同乘共轭根式或同除无穷

大、无穷小因式,三角函数恒等变形等)或变量代换,转化为连续函数的极限.
5.利用变量代换求极限

当极限式比较复杂时,有时可通过变量代换使问题得到简化.
例如,求复合函数的极限lim

x→x0
f[φ(x)],可令u=φ(x),lim

x→x0
u=a,便有

lim
x→x0

f[φ(x)]=lim
u→a

f(u).

6.利用等价无穷小求极限

利用等价无穷小替代极限式中的函数表达式是简化极限计算的一种常用的方法,熟悉

常用的等价无穷小对于计算极限是极为有用的.但应注意,做乘除运算时,可尽量运用表达
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式简单的等价无穷小代换复杂函数;做加减运算时,不能随便用等价无穷小代换.
7.利用重要极限公式求极限

在求极限时,经常使用重要极限式lim
x→0

sinx
x =1与lim

x→ ∞
1+1x（ ）

x

=e,关键是抓住它们

的特征.

通常,含有三角函数及反三角函数的0
0

型极限式,可利用lim
x→0

sinx
x =1来计算;1∞ 型极

限式,可利用lim
x→ ∞

1+1x（ ）
x

=e或lim
x→0

(1+x)
1
x =e来计算.

1.1.9 求未定式的极限

形如0
0
,∞
∞
,∞-∞,0·∞,1∞,00,∞0 形式的极限称为未定式极限,求未定式的极

限主要用如下方法：
(1)通过适当的代数或三角恒等变换等方法,消去零因式及无穷大因式,转化成连续函

数的极限等简单形式.
(2)通过适当的变量代换或等价无穷小代换,使未定式转化成容易求极限的形式,或转

化成两个重要极限的形式.

(3)利用洛必达法则.对同一自变量的变化过程,若limf(x)
g(x)

呈0
0

型或∞
∞

型,且

limf'(x)
g'(x)

存在或为 ∞,则limf(x)
g(x)

=limf'(x)
g'(x)

.

使用洛必达法则求未定式的极限时必须注意：

(1)只有0
0

型或∞
∞

型未定式,且满足洛必达法则的条件才可用,其他几种形式的未定

式必须先转化成0
0

型或∞
∞

型再考虑能否用.

通常的转化方法如下：

∞—∞
      通分
      转化

→

0
0→

∞
∞→ ←

←

←
        取倒数
      转化

0·∞
              写成指数形式
      转化

←

00←

1∞←

∞0←

一般地,设u=u(x),v=v(x),则有limuv =limevlnu =elim
lnu
1
v
,

这样,可将00,1∞,∞0 型未定式转化为0
0

型或∞
∞

型.

(2)当导数之比的极限既不存在也不为 ∞ 时,则不能用洛必达法则,但这一条件可边

用边验证,若不满足再改用其他方法.

例如,∞
∞

型极限

·6·

 高等数学考研解题方法指导  



lim
x→ ∞

x+sinx
x =lim

x→ ∞
1+sinxx（ ）=1.

但若用洛必达法则,就有

lim
x→ ∞

x+sinx
x =lim

x→ ∞

1+cosx
1 .

若由于lim
x→ ∞

cosx不存在,得原极限不存在.显然这种方法是错误的.因为它不满足洛必

达法则条件,故不能用.
(3)将洛必达法则与其他求极限的方法(尤其是等价无穷小)联合使用,常可以简化计

算.如果函数中某些因式的极限已确定,可将这些因式分离出来求极限,对余下的未定式部

分使用洛必达法则,以使问题简化.例如

lim
x→0

2+x2(sinx-x)
ln(1+x3) =lim

x→0
2+x2lim

x→0

sinx-x
x3 = 2lim

x→0

cosx-1
3x2

= 2
3limx→0

-sinx
2x =- 2

6.

(4)若数列的极限为未定式,可先将n换为连续变量x,然后对极限过程x→+∞ 使用

洛必达法则计算极限,最后再利用数列极限与函数极限的关系写出相应数列的极限.
(5)洛必达法则不是万能的,有时会出现循环式.

例如,lim
x→+∞

ex -e-x

ex +e-x = lim
x→+∞

ex +e-x

ex -e-x = lim
x→+∞

ex -e-x

ex +e-x.

由于产生循环,无法求出极限.但分子和分母同除以ex,可得

lim
x→+∞

ex -e-x

ex +e-x = lim
x→+∞

1-e-2x

1+e-2x =1.

1.1.10 利用导数或定积分定义求极限

如果函数f(x)在点x0的导数存在,可考虑利用导数定义求函数的极限;如果数列的通

项可转化为积分和∑
n

i=1
f i

n（ ）1n 的形式,且定积分∫
1

0
f(x)dx存在,则由定积分定义有

lim
n→ ∞ ∑

n

i=1
f i

n（ ）1n =∫
1

0
f(x)dx.

一般地,若f(x)在[a,b]上连续,则有

lim
n→ ∞ ∑

n

i=1
f a+b-a

n i（ ）b-a
n =∫

b

a
f(x)dx.

1.1.11 利用中值定理求极限

如果函数f(x)含有区间两端点增量形式的因子,可考虑用微分中值定理求极限.对某

些含有定积分表达式的极限问题,可用积分中值定理去掉积分号,化为普通的函数极限问

题进行计算.
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