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Ｓ ynopsis

内容提要
· ·

《数值分析典型应用案例及理论分析》分为上、下两册，本书为上册。本书在参考同

类《数值分析》教材基础上，就基本理论进行了重组和适当简化，将章节划分为数值分析

与科学计算、插值与拟合、线性方程组与非线性方程（组）求解、数值积分与数值微分四个

部分。全书在理论编写基础上，介绍了部分数值分析方法的 ＭＡＴＬＡＢ程序设计，同时

引用典型案例，就如何基于基本理论建立数值模型，并利用ＭＡＴＬＡＢ程序设计进行数

值计算进行了讨论。
本书可供高等院校机械、能源类本科生，在学习数值分析课程的同时了解、学习本专

业的相关知识，也可供社会读者和工程技术人员阅读参考。
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丛书序
· ·

在教育部和同济大学的支持下，同济大学人才培养模式创新实验区已经走过１０个

春秋。中德机械与能源工程人才培养模式创新实验区（简称莱茵书院）作为其中一员，自

２０１４年开办以来，以对接研究生培养为主要目标，依托同济大学对德合作平台，探索并实

践了双外语、宽口径、厚基础和学科交叉融合的人才培养模式，在学校和家长中得到了积

极的响应。

本丛书是莱茵书院办学至今的部分成果汇报，主要包括两个部分：

一部分是根据机械、能源学科对于人才的要求，借鉴德国数学类课程体系，形成数学

基本理论在学科内应用的案例教学，为研究生阶段学习奠定扎实基础。教材《常微分方

程典型应用案例及理论分析》《数学建模典型应用案例及理论分析》《数理方程典型应用

案例及理论分析》《数值分析典型应用案例及理论分析（上、下册）》中，编委们以高等院校

工科学生的培养目标为准绳，以实际工程案例为切入点，进行数理知识点的分析与重构，

提高工科学生的专业学习能力与分析问题、解决问题的能力。

另一部分是中德双语特色教学课程———机械原理的成果，该案例借鉴了德国亚琛工

业大学、德累斯顿工业大学等优秀综合性大学的“机构学”教学经验和案例，结合了国内

机械类专业本科生教学目标和知识点指标。《典型机构技术指南———认识—分析—设

计—应用》是学生机构分析的案例汇编，该指南以加深学生理论基础、提升学生知识运用

能力为目标，倾注了任课教师和莱茵书院学生的大量心血。

本丛书虽然是莱茵书院教学成果，亦可用作在校机械或能源类本科生和研究生辅导

教材，或供相关专业在职人员参考。

在丛书出版之际，我代表莱茵书院工作组，对同济大学及其本科生院领导的支持表

示诚挚感谢。在莱茵书院创办过程中，同济大学公共英语系教学团队为莱茵书院打造了

特色课程体系，中德学院和留德预备部教学团队为莱茵书院的教学和学生培养提供了有
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力的支撑，在此也表示衷心感谢。感谢同济大学机械与能源工程学院的支持。特别感谢

莱茵书院工作组成员，大家克服困难，创建了莱茵书院，其中的彷徨、汗水和泪水最终与

喜悦的成果汇合，回报了大家的初心。感谢丛书的编写者，是你们的支持保证了莱茵书

院的正常教学，也推进了莱茵书院的教学实践。

尽管本丛书编写力求科学和实用，但是由于时间仓促，难免有不尽如人意之处，还望

读者批评指正。

李峥嵘　教授

同济大学

２０１９年１月于上海
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前　言
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基于项目的学习方式始于１６世纪的意大利大学，该学习方式要求学生有目的性地

完成项目工作，并获得口头总结或成果产出，从而刺激了学生对基础知识学习的积极性。

此种教育模式在一些国家获得推行，如澳大利亚大学的“无边界工程师培养计划”、美国

普渡大学的“全球工程计划”以及斯坦福大学的“斯坦福技术冒险计划”。

此种培养模式无疑给数学教育者及研究者提供了开阔的思路。美国匹兹堡大学Ｊ．

Ｇａｂｒｉｅｌ等人指出，应用数学作为一门实践应用率较高的课程，可借鉴此种模式，将课堂

变为平台，激发学生学习的目的性和主动性，使枯燥的数学学习变得有趣。Ｌ．Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ

等人评价Ｊ．Ｃ．Ｆａｌｍａｇｎｅ和Ｊ．Ｐ．Ｄｏｉｇｎｏｎ在应用数学教材研究中的贡献时指出，应用

数学应不局限于数学和计算机专业，而是各学科专业综合应用的课程。Ｍ．Ｂｏｅｋａｅｒｔｓ等

人则进一步指出，伴随教学模式的改变，教学工作者的理念与能力也要相应发展，从传统

的灌输知识模式向促进学生自我规划、自我促进能力模式转变，同时教学者须掌握更多

的工程经验。

相似的案例教学或相关著作也在国内有所发展。如《机械工程设计分析和

ＭＡＴＬＡＢ应用》以机械工程专业机械设计案例为核心，讨论了如何使用ＭＡＴＡＬＢ程序

进行机械设计；《现代数值计算》着重阐述了数值分析的理论、内容与编程方法。前者侧

重工程问题的编程解决，后者侧重数值理论的程序训练。然而系统性地将“理论—程

序—案例”归纳总结，目前相关教材并不多见。本书作为同济大学“一拔尖，三卓越”特色

项目———以“莱茵书院”为载体的厚基础跨学科宽口径培养模式深化研究项目的课程建

设内容，旨在将数值分析基本理论与工程应用相结合，建立一套适用于机械、能源等工科

类专业学习、讨论的教材。教材分为上、下两册，上册以基本理论为主，并配合ＭＡＴＬＡＢ

程序设计与典型案例，讨论学习如何基于基本理论建立数值模型、如何基于 ＭＡＴＬＡＢ

程序设计就工程案例进行计算分析；下册在学生已熟练掌握基本理论与程序设计基础
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上，以机械专业为核心，向自动化控制、电力电子、材料化工、交通运输等专业融合，展现

各自独立而又丰富完整的工程案例，继而通过课堂教学与交流，使学生充分了解数值分

析这一门“应用”数学课程在解决工程问题时的强大力量。

感谢同济大学曹叔维教授对本书撰写进行的理论指导，感谢同济大学机械与能源工

程学院研究生祝富强、徐航、李聪、李磊分别对本书四章内容的整理协助。

本书作者非数学系专业出身，水平有限，教材谬误之处在所难免，敬请读者指正！

作　者
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数值分析与科学计算





第１章　数值分析与科学计算

　　随着计算机技术的发展，数值分析作为一种应用数学工具，得以显现出其巨大的工

程价值。如当采用有限差分法、有限元法或有限体积法研究物理场空间分布时，需要使

用数值分析的方程数值迭代获得空间节点上尽可能精确的数值，并利用插值或拟合方法

获得离散点之间的数值。数值计算是向精确值的无限逼近，其核心的问题在于误差的判

断以及算法稳定性、快速性和收敛性的讨论。本章在介绍数值分析与科学计算内涵基础

上，介绍了ＭＡＴＬＡＢ计算机工具使用方法，并通过两个典型案例的讨论进一步巩固基

本概念和计算机使用方法。

　１．１　数值计算内涵
　　                                    

　　数学是科学之母。科学技术离不开数学，其通过数学模型的建立和数学方法的应用

求解获得具有普遍意义的结论。人类生活的进步伴随生产实践的发展，始终围绕科学技

术或工程应用的研究解决，工程应用问题研究首先在于物理、化学、生物等自然科学认知

模型的建立，进而将其抽象成数学的描述，即数学建模。对于简单模型，如匀速直线运动

位移与时间的关系，通常可以直接演算获得精确解析解，但工程应用通常涉及的数据拟

合和复杂方程，需要从另一个角度获得求解。
数据拟合问题如伺服阀开度的零位漂移、液压圆管流动沿程阻力系数等，在无法有

效获得自然科学认知的情况下，通常需要利用插值或拟合方法进行逼近，获得容易求解

的替代数学模型。复杂方程问题如机械伺服控制、浮体阻尼运动、挖机轨迹设计等，尽管

能够基于自然科学认知建立数学模型，但其多为复杂方程组、非线性方程、常微分方程或

复杂积分微分等情况，纯粹的推演计算要么无法获得求解，要么难度过大，须采取近似迭

代或离散估计的方法，即数值解析方法。
由此，数值分析不是纯数学本身理论的研究，而是以数学问题为研究对象进行理论

与计算的结合，是一门应用数学。因数值解的获得在计算中采取了近似和估计，故数值

解通常不存在理论上的精确解，但可以无限接近精确解或真实值，数值解和真实值之间

的差别称为数值求解的误差。实际上，在工程应用中通常不需要获得非常严格的真实

值，而是要求结果满足一定的误差范围即可，故数值分析始终离不开误差的概念。
误差通常分为两类，一类是数据或模型自身的误差，不属于数值分析方法自身的内

容，但在选取合适的数值分析方法时要考虑方法的稳定性，避免将原始误差放大，这就是

数值方法稳定性问题。另一类是截断误差和舍入误差，是由数值计算方法本身引起的，
在计算过程中要求误差应逐步减小，这就是数值分析方法收敛性问题。由此，如果使用

更好的方法能够以更少的计算步骤获得相同的误差要求，这就是计算方法的快速性

问题。
综上所述，数值计算并非人工推演，而是利用初始的近似或估计，利用不断迭代或离

散化过程获得真实值的近似，不断的循环过程离不开计算机及软件工具的辅助。在现代

计算机出现之前，算盘、算图、算表和手摇与电动计算机是辅助完成数值计算的工具，但
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效率十分低下。１９５５—１９７５年计算机运算速度的极大提高大大提升了数值分析计算的

效率，如使得一定规模椭圆形偏微分方程计算效率相比之前提高１００万倍，如今并行计

算机的诞生及工具软件的发展更是极大地提高了计算速度。
数值分析计算工具传统算法语言是Ｆｏｒｔｒａｎ语言，Ｃ语言比其更灵活且更具表现力，

目前在纯语言教学中普遍应用。ＭＡＴＬＡＢ是目前常用的数值分析计算工具，由Ｃ语言

和汇编语言编写，其整合了非线性方程组、常微分方程、数值积分与数值微分、曲线逼近

与拟合，以及绘图工具等功能。

　１．２　数值计算误差
　　                                    

１．２．１　误差来源与分类

数值计算过程中，估计计算结果的精度是十分重要的工作，影响精度的因素来自各

种误差，可总结为以下四种类型。

１）模型误差

其定义是：因忽略部分次要因素而建立的数学模型与实际问题之间的误差，称为模

型误差。
使用数值分析方法解决工程问题时，首先将于工程问题溯源为自然科学的机理模

型，进而数学描述获得建模。工程问题通常十分复杂，如果将所有的影响因素通盘考虑，
则模型本身过于复杂，工程上常用的方法在于忽略次要因素而抓住主要矛盾，并在获得

求解后，再基于实验对忽略的因素进行适当的修正，此种工程处理方法本身也是突出主

要矛盾的科学处理方法。
如流体动力工程问题中，水力发电装备的设计通常主要考虑水位落差，影响流动的

重力成为主要影响因素，而忽略伴随水流动的黏性阻力；同样，液压传动机械以管路流动

为主要特征，黏性阻力成为主要影响因素，而忽略管路各位置液体位置不同导致的重

力差。

２）观测误差

其定义是：数学模型中经常包含观测或实验获得的物理数据，因测量工具或手段的

限制，导致实测数据与真实值之间的误差。
如物理仪表、工具仪表、传感器数显读数时通常在其最小刻度范围内存在精确值

５０％的误差，尽管可通过改进仪表或传感器物理精度减小误差，但误差始终存在。此种

误差对于后期的数学建模与数值分析计算存在影响，如流体机械通常存在局部阻力，局
部阻力模型依赖严格的数学公式，但局部阻力系数通常是人为实验获得的经验系数，其
误差进入数学模型，如数值计算方法稳定性不足，则导致误差放大。
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上述两种误差通常都是难以避免、客观存在的，尽管不属于数值计算方法本身导致

的误差，但对数值计算方法存在影响。

３）截断误差

其定义是：基于工程问题建立的数学模型通常十分复杂，对其处理十分困难，通常需

要利用数学方法进行简化，利用简化后的数值解替代精确解，此种误差称为截断误差。

　图１．１　流体微元六面体

如图１．１所示，在平衡流体中建立流体微元受压力方程

（１．１），其中ｐＡ 为Ａ 点压强，并近似为毗邻ＤＣ、ＢＤ、ＢＣ面

上压强，ｐＢ、ｐＣ、ｐＤ 分别是ＢＥ、ＣＥ、ＤＥ 面上压强。令

ｐＡ ＝ｐ，因压强在平衡流体中为坐标连续函数，ｐ＝ｐ（ｘ，ｙ，

ｚ），按照多元连续函数泰勒公式展开，获方程（１．２）。为方便

处理，通常在数学方法上略去二阶及以上高阶小量，如方程

（１．３），获得数学处理的简化。即使用有限过程逼近无限过

程，用能计算的问题代替不能计算的问题。这种数学模型的

精确解与由数值方法求出的近似解之间的误差称为截断误差，由于截断误差是数值方法

固有的，故又称为方法误差。

ｄＦ＝-ｐｄＡｎ＝（ｐＡ -ｐＢ）
１
２ｄｙｄｚｉ＋

（ｐＡ -ｐＣ）
１
２ｄｘｄｚｊ＋
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１
２ｄｘｄｙｋ

（１．１）
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１
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１
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∂ｎｙ
ｄｙｎ

ｐＤ ＝ｐ＋
１
１！
∂ｐ
∂ｚ
ｄｚ＋ １２！

∂ｐ２

∂２ｚ
ｄｚ２＋…＋ １ｎ！

∂ｐｎ

∂ｎｚ
ｄｚｎ

■

■

■

（１．２）

ｐＢ＝ｐ＋
∂ｐ
∂ｘ
ｄｘ

ｐＣ＝ｐ＋
∂ｐ
∂ｙ
ｄｙ

ｐＤ＝ｐ＋
∂ｐ
∂ｚ
ｄｚ

■

■

■

（１．３）

４）舍入误差

其定义是：计算机位数有限，计算时超过部分则四舍五入，如分别以２．７１８２８或

３．１４１５９代替无理数ｅ和π，产生的误差称为舍入误差。
综上所述，截断误差／舍入误差是由数值计算方法引起的；模型误差和观测误差尽管

不属于数值计算方法本身导致的误差，但对数值计算方法存在影响；即使初始误差很小，
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但千百万次计算后有可能十分惊人；后两种误差是数值计算方法的主要研究对象，主要

考虑初始误差在传播过程中的稳定性，方法的收敛性和快速性。由此，讨论误差在计算

过程中的传播及其对计算结果的影响，并找出误差的界限具有重要的意义。

１．２．２　误差与有效数字

１）绝对误差与绝对误差限

设精确值为ｘ的近似值为ｘ*，则称Ｅ（ｘ*）＝ｘ-ｘ* 为近似值ｘ* 的绝对误差，简
称误差。当Ｅ（ｘ*）＞０时，称ｘ* 为弱近似值或亏近似值，当Ｅ（ｘ*）＜０时，称ｘ* 为

强近似值或盈近似值。
通常精确值ｘ是未知量，故Ｅ（ｘ*）无法求出，但Ｅ（ｘ*）的范围可以估计，即存在

Ｅ（ｘ）误差界限。表示为存在η＞０，使得 Ｅ（ｘ*）＝｜ｘ-ｘ*｜≤η，称η为近似值ｘ*

的绝对误差限，简称误差限或精度。绝对误差限η越小，精度越高；绝对误差Ｅ（ｘ）和绝

对误差限η有量纲，可用ｘ*-η≤ｘ≤ｘ
*＋η来表示近似值ｘ* 的精度或精确值ｘ所

在的范围。
如使用毫米刻度尺测量真实长度为ｘ的物体，测得其近似值为ｘ* ＝８４ｍｍ，因直

尺以毫米为刻度，故读数误差不超过０．５ｍｍ，即｜ｘ-８４｜≤０．５ｍｍ。尽管不能得出ｘ
的精确值长度，但由此不等式可获得精确值ｘ的范围：８３．５ｍｍ≤ｘ≤８４．５ｍｍ，即说

明ｘ必在［８３．５ｍｍ，８４．５ｍｍ］内，相应的误差限η＝０．５ｍｍ。

２）相对误差与相对误差限

用绝对误差来刻画一个近似值的精确程度是有局限性的，在很多场合无法显示出近

似值的准确程度。
如两个精确长度分别是１００ｍ和１０ｍ的物体，若测量绝对误差都是１ｃｍ，显然前者

相对要更为精确。即决定近似程度，既要看绝对误差，也要考虑被测量本身的大小，由此

引申出相对误差的概念，为绝对误差与精确值之比，有Ｅｒ（ｘ*）＝
Ｅ（ｘ*）
ｘ ＝

ｘ-ｘ*

ｘ
，其

中 Ｅｒ（ｘ*）称为近似值 ｘ* 的相对误差，但实际上精确值ｘ 总是不知道的，故

Ｅｒ（ｘ*）＝
ｘ-ｘ*

ｘ ≈
ｘ-ｘ*

ｘ*
。

类似于绝对误差限，相对误差在通常精确值ｘ无法准确获知的情况下，存在δ＞０，

使得 Ｅ*
ｒ （ｘ*）＝

ｘ-ｘ*

ｘ* ≤δ，称δ为近似值ｘ* 的相对误差限。相对误差则是无

量纲数，通常用百分比表示。

如根据上述定义，测量精确值为１００ｍ物体的相对误差｜Ｅｒ（ｘ*）｜＝
１

１００００＝

０.０１％；测量精确值为１００ｍ物体的相对误差｜Ｅｒ（ｘ*）｜＝
１
１０００＝０．１％

（此时精确值
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