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内 容 提 要

本书依据普通高校“微积分”课程教学大纲，并参照教育部制定的“考研数学考试大纲”进行编写．内容分
为函数与极限、连续性与导数概念、微分中值定理与导数的应用、不定积分、定积分、反常积分与定积分的应
用、空间解析几何、多元函数微分学、二重积分与三重积分、曲线积分与曲面积分、数项级数与幂级数、微分方
程等１２个专题．每个专题含“重要概念与基本方法”、“《大学数学教程》习题选解”、“往年期中与期末试题解
析”、“历年硕士生入学试题解析”四个部分．其中，“习题”选自陈仲编著的《大学数学教程》一书，“期中与期末
试题”选自南京大学、南京大学金陵学院往年本科生的期中与期末试卷，“硕士生入学试题”选自全国历年硕
士研究生入学试卷和南京大学等高校历年硕士研究生入学（单考）试卷．

本书可供各类高等学校的大学生作为学习“微积分”、“高等数学”课程和考研复习的参考书，也可供相关
老师参考．
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前 言

“微积分”是一门系统性强、结构严谨的课程，是所有高等学校大学生的必修
课．由于内容多，进度快，难度大，致使相当多的刚进入大学校门的大学生学习感到
困难．常常上课时听得懂，课后作业不会做；每学期期中与期末考试前，不知考题题
型如何，不知如何复习迎考；对于部分学习成绩优秀的学生，又感到课本上习题的
难度不够．本书的编写宗旨就是为了帮助同学们解决这些学习上的问题．

本书依据普通高校“微积分”课程教学大纲，并参照教育部制定的“考研数学考
试大纲”编写．内容分为函数与极限、连续性与导数概念、微分中值定理与导数的应
用、不定积分、定积分、反常积分与定积分的应用、空间解析几何、多元函数微分学、
二重积分与三重积分、曲线积分与曲面积分、数项级数与幂级数、微分方程等１２个
专题．每个专题含“重要概念与基本方法”、“《大学数学教程》习题选解”、“往年期
中与期末试题解析”、“历年硕士生入学试题解析”四个部分．其中，“习题”选自陈仲
编著的《大学数学教程》丛书中《微积分（上册）》、《微积分（下册）》、《微分方程与线
性代数》三本书（东南大学出版社，２０１３），“期中与期末试题”选自南京大学、南京大
学金陵学院往年本科生的期中与期末试卷，“硕士生入学试题”选自全国历年硕士
研究生入学试卷和南京大学等高校历年硕士研究生入学（单考）试卷．

本书由陈仲主编，并编写１２个专题的“重要概念与基本方法”和“历年硕士生
入学试题解析”．其余部分，王培编写专题１，２，４；张玉莲编写专题３，８，１２；王夕予
编写专题５，６，１１；林小围编写专题７，９，１０．

本书可供各类高等学校的大学生作为学习“微积分”、“高等数学”、“大学数学”
等课程以及考研复习的参考书，也可供相关老师参考．

本书在编写过程中，得到南京大学姜东平教授、姚天行教授、钱钟教授和朱晓
胜教授的关怀和帮助；本书的出版，得到南京大学金陵学院教务处、基础教学部和
东南大学出版社的大力支持．编者谨此一并表示衷心的感谢．

书中缺点和疏漏难免，敬请智者不吝赐教．

陈　仲
２０１３年７月于南京大学浦苑
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书书书

专题１　 函数与极限

１．１　 重要概念与基本方法

１　 一元函数基本概念

（１）函数的奇偶性、周期性、单调性、有界性．
常用的奇函数：

ｙ＝ｓｉｎｘ，　ｙ＝ｔａｎｘ，　ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ

ｙ＝ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２），　ｙ＝ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ），　…
常用的偶函数：

ｙ＝ｘ２，　ｙ＝ｃｏｓｘ，　ｙ＝ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ），　…
常用的有界函数：

ｙ＝ｓｉｎｘ，　ｙ＝ｃｏｓｘ，　ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ，　ｙ＝ａｒｃｃｏｔｘ，　…
（２）五类基本初等函数：幂函数ｙ＝ｘλ；指数函数ｙ＝ａｘ（ａ＞０，ａ≠１）；对数函

数ｙ＝ｌｏｇａｘ（ａ＞０，ａ≠１）；６个三角函数ｙ＝ｓｉｎｘ，ｙ＝ｃｏｓｘ，ｙ＝ｔａｎｘ，ｙ＝ｃｏｔｘ，

ｙ＝ｓｅｃｘ，ｙ＝ｃｓｃｘ；反三角函数ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ，ｙ＝ａｒｃｃｏｓｘ，ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ，…．
指数函数的基本公式：

ａｘ·ａｙ ＝ａｘ＋ｙ，　ｕ（ｘ）＝ｅｘｐ（ｌｎｕ（ｘ）），　ｕ（ｘ）＝ｌｎ（ｅｕ（ｘ））
对数函数的基本公式：

ｌｏｇａ（ｘｙ）＝ｌｏｇａｘ＋ｌｏｇａｙ，　ｌｏｇａ（ ）ｘｙ ＝ｌｏｇａｘ－ｌｏｇａｙ，　ｌｏｇａｂ＝ｌｎｂｌｎａ
三角函数的基本公式（平方和公式、和角公式、倍角公式、半角公式）：

ｓｉｎ２ｘ＋ｃｏｓ２ｘ＝１，　１＋ｔａｎ２ｘ＝ｓｅｃ２ｘ，　１＋ｃｏｔ２ｘ＝ｃｓｃ２ｘ
ｓｉｎ（ｘ±ｙ）＝ｓｉｎｘｃｏｓｙ±ｃｏｓｘｓｉｎｙ，　ｃｏｓ（ｘ±ｙ）＝ｃｏｓｘｃｏｓｙｓｉｎｘｓｉｎｙ

ｓｉｎ２ｘ＝２ｓｉｎｘｃｏｓｘ，　ｃｏｓ２ｘ＝ｃｏｓ２ｘ－ｓｉｎ２ｘ

ｓｉｎ２ ｘ２ ＝
１－ｃｏｓｘ
２

，　ｃｏｓ２ ｘ２ ＝
１＋ｃｏｓｘ
２

（３）初等函数与初等函数的分解．

例如，初等函数ｙ＝ｅｓｉｎ
２　１
ｘ 可以分解为ｆ１ ＝ｅｕ，ｆ２ ＝ｕ２，ｆ３ ＝ｓｉｎｕ，ｆ４ ＝ １ｘ

，则

·１·



ｙ＝ｆ１（ｆ２（ｆ３（ｆ４（ｘ））））
（４）分段函数．
（５）常用的数学方法：极坐标变换法（ｘ＝ρｃｏｓθ，ｙ＝ρｓｉｎθ）、数学归纳法、反证

法等．

２　 极限概念

（１）数列的极限．
①ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝Ａ的“ε－Ｎ”定义：ε＞０，Ｎ∈Ｎ，当ｎ＞Ｎ时，有｜ｘｎ－Ａ｜＜ε．

在应用“ε－Ｎ”定义证明极限时，常用的方法是放缩法：先求正常数 Ｍ，使得

｜ｘｎ－Ａ｜＜ Ｍｎ＜ε
或Ｍ
槡ｎ
＜ε（ ），… ，则有ｎ＞ Ｍε

或ｎ＞ Ｍ
２

ε２（ ），… ，于是ε＞０，

Ｎ＝ Ｍ［ ］ε 或Ｎ＝ Ｍ２

ε［ ］２（ ），… ，当ｎ＞Ｎ时，有｜ｘｎ－Ａ｜＜ε．

② 收敛数列的三条性质（极限的唯一性、数列的有界性、极限的保向性）．
（２）函数的极限．
①ｌｉｍ

ｘ→ａ
ｆ（ｘ）＝Ａ的“ε－δ”定义：ε＞０，δ＞０，当０＜｜ｘ－ａ｜＜δ时，有

｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε
应用“ε－δ”定义证明极限时，常用两种方法．
ａ．放缩法：预取δ＝１，在０＜｜ｘ－ａ｜＜１的条件下，先求正常数 Ｋ，使得

｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜Ｋ｜ｘ－ａ｜＜ε，则有｜ｘ－ａ｜＜δ＝ εＫ
，于是 ε＞０，δ＝

ｍｉｎ　１，ε｛ ｝Ｋ ，当０＜｜ｘ－ａ｜＜δ时，有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε．

ｂ．几何方法：若函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ的某去心邻域中严格增加（见图１．１），取

ｘ＝ｘ１，ｘ２，使得ｆ（ｘ１）＝ Ａ－ε，ｆ（ｘ２）＝ Ａ＋ε，则 ε＞０，δ＝ｍｉｎ｛ｘ２－ａ，

ａ－ｘ１｝，当０＜｜ｘ－ａ｜＜δ时，｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε．

图１．１

　　　　

图１．２

若函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ的某去心邻域中严格减少（见图１．２），取ｘ＝ｘ１，ｘ２，使得

ｆ（ｘ１）＝Ａ＋ε，ｆ（ｘ２）＝ Ａ－ε，则 ε＞０，δ＝ｍｉｎ｛ｘ２－ａ，ａ－ｘ１｝，当０＜
｜ｘ－ａ｜＜δ时，｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε．

·２·
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② 函数的左极限与右极限：

ｆ（ａ－）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ－
ｆ（ｘ），　ｆ（ａ＋）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）

定理１　ｌｉｍ
ｘ→ａ
ｆ（ｘ）＝Ａｆ（ａ－）＝ｆ（ａ＋）＝Ａ．

③ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ的“ε－Ｋ”定义：ε＞０，Ｋ＞０，当ｘ＞Ｋ时，有

｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε
在应用“ε－Ｋ”定义证明极限时，常用的方法是放缩法：先求正常数 Ｍ，使得

｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜Ｍｘ＜ε
或Ｍ
槡ｘ
＜ε（ ），… ，则有ｘ＞Ｍε

或ｘ＞ Ｍ
２

ε２（ ），… ，于是ε＞０，

Ｋ＝ Ｍε
或Ｋ＝ Ｍ

２

ε２（ ），… ，当ｘ＞Ｋ时，有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε．

④ 函数的极限的六种极限过程：

ｌｉｍ
ｘ→ａ
ｆ（ｘ）＝Ａ，　ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）＝Ａ，　ｌｉｍ

ｘ→ａ－
ｆ（ｘ）＝Ａ

ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，　ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，　ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ

定理２　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ．

⑤ 函数极限存在时的三条性质（极限的唯一性、函数的局部有界性、极限的保
号性）．

（３）无穷小量、无穷小的运算性质、无穷小的比较（高阶、低阶、同阶、等价）．

３　 极限存在的两个准则

定理１（夹逼准则Ⅰ）　已知数列｛ｘｎ｝，｛ｙｎ｝，｛ｚｎ｝，ｎ∈Ｎ＊，若ｙｎ≤ｘｎ≤ｚｎ，

且ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｎ ＝Ａ，ｌｉｍ

ｎ→∞
ｚｎ ＝Ａ，则ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝Ａ．

定理１′（夹逼准则 Ⅱ）　 已知函数ｇ（ｘ），ｆ（ｘ），ｈ（ｘ），若ｇ（ｘ）≤ｆ（ｘ）≤ｈ（ｘ），且

ｌｉｍ
ｘ→ａ
ｇ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍ

ｘ→ａ
ｈ（ｘ）＝Ａ，则ｌｉｍ

ｘ→ａ
ｆ（ｘ）＝Ａ．

定理２（单调有界准则）　 设数列｛ｘｎ｝单调增加，有上界（或单调减少，有下
界），则该数列｛ｘｎ｝收敛．

４　 复合函数的极限（求极限的变量代换法则）

定理　设ｌｉｍ
ｘ→ａ
φ（ｘ）＝ｂ，ｌｉｍｕ→ｂｆ

（ｕ）＝Ａ，且在ｘ＝ａ的某去心邻域内φ（ｘ）≠ｂ，

则有

ｌｉｍ
ｘ→ａ
ｆ（φ（ｘ））＝ｌｉｍｕ→ｂｆ

（ｕ）＝Ａ

５　 求极限的方法

（１）应用四则运算法则求函数的极限．
·３·
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（２）应用变量代换法则求函数的极限．
（３）应用夹逼准则求数列与函数的极限．
（４）应用单调有界准则证明数列的极限存在，再求该数列的极限．
（５）应用关于ｅ的重要极限求１∞ 型的极限：设 □ ＝ｕ（ｘ），则

ｌｉｍ
□→∞

１＋１（ ）□
□

＝ｅ，　ｌｉｍ
□→０
（１＋□）

１
□ ＝ｅ

（６）应用无穷小量与有界变量的乘积仍是无穷小量来求极限．

（７）利用等价无穷小因子代换法则求００
型的极限．

定理１（等价无穷小因子代换法则）　 若在某极限过程下，例如ｘ→ａ时，α（ｘ）→
０，β（ｘ）→０，且α（ｘ）～α１（ｘ），β（ｘ）～β１（ｘ），则

ｌｉｍ
ｘ→ａ

α（ｘ）·ｕ（ｘ）
β（ｘ）·ｖ（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ

α１（ｘ）·ｕ（ｘ）
β１（ｘ）·ｖ（ｘ）

注意：①α（或β）必须是整个分子（或分母）的无穷小因子．譬如分子为

α·ｕ（ｘ）＋ｈ（ｘ）（ｈ（ｘ）０）时，分子不能用α１·ｕ（ｘ）＋ｈ（ｘ）代换．

②ｕ（ｘ）（或ｖ（ｘ））中有因子的极限不为０时，最好先求出来．
定理２（等价无穷小基本公式）　 若在ｘ的某极限过程下，□ ＝ｕ（ｘ）→０，则

□ ～ｓｉｎ□ ～ａｒｃｓｉｎ□ ～ｔａｎ□ ～ａｒｃｔａｎ□ ～ｅ□ －１～ｌｎ（１＋□）

１－ｃｏｓ□ ～ １２□
２，　（１＋□）λ－１～λ□

（８）利用ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘ２ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘ２ｎ＋１ ＝Ａｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝Ａ求数列｛ｘｎ｝的极限．

例　 用此法可求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ－

２
ｎ＋

３
ｎ－

…＋（－１）ｎ－１ ｎｎ ． 答案：（ ）１２
（９）利用导数的定义求极限（详见专题２）．

（１０）利用洛必达法则求００
型与∞

∞
型的极限（详见专题３）．

（１１）利用马克劳林展式求极限（详见专题３）．
（１２）利用定积分的定义求极限（详见专题５）．
（１３）利用级数的性质求极限（详见专题１１）．
（１４）利用幂级数的和函数求极限（详见专题１１）．
（１５）补充一个求极限的方法：利用施笃兹定理求极限．
定理３（施笃兹）　 设数列｛ｙｎ｝严格增加，且ｙｎ→＋∞（ｎ→ ∞），若

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ－ｘｎ－１
ｙｎ－ｙｎ－１

＝Ａ　（有限数或±∞）

则ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ
ｙｎ ＝

Ａ（或±∞）．

·４·
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例　 已知ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ ＝Ａ，利用施笃兹定理可求ｌｉｍ

ｎ→∞

ａ１＋２ａ２＋３ａ３＋…＋ｎ　ａｎ
ｎ２

．

１．２　《大学数学教程》习题选解

例２．１（习题１．２　Ｂ２）　 求ｆ（ｘ）＝

４
π
ａｒｃｔａｎｘ　 （｜ｘ｜＞１）；

ｓｉｎπｘ２
（｜ｘ｜≤１

烅

烄

烆
）
的反函数．

解析 　（１）当｜ｘ｜＞１时，ｘ＝ｔａｎπｙ４ｙ＝ｔａｎ
πｘ
４．
由于

－π２ ＜ａｒｃｔａｎｘ＜－
π
４　

或 　π４ ＜ａｒｃｔａｎｘ＜
π
２

故１＜｜ｆ（ｘ）｜＝
４
π
ａｒｃｔａｎｘ ＜２．

（２）当｜ｘ｜≤１时，ｘ＝ ２π
ａｒｃｓｉｎｙｙ＝ ２π

ａｒｃｓｉｎｘ，且

｜ｆ（ｘ）｜＝ ｓｉｎπｘ２ ≤１

故原函数为

ｆ（ｘ）＝
ｔａｎπｘ４　　

（１＜｜ｘ｜＜２）；

２
π
ａｒｃｓｉｎｘ （｜ｘ｜≤１

烅

烄

烆
）

例２．２（习题１．３　Ａ２．２）　 用数列极限定义证明ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ＋１
２ｎ－３＝

１
２．

解析 　 用放缩法．当ｎ＞３时，２ｎ－３＞ｎ，则

ｎ＋１
２ｎ－３－

１
２ ＝ ５

２（２ｎ－３）＜
６
２ｎ＝

３
ｎ ＜εｎ＞

３
ε

于是 ε＞０，取Ｎ＝ｍａｘ　３，
３［ ］｛ ｝ε

，当ｎ＞Ｎ时，
ｎ＋１
２ｎ－３－

１
２ ＜ε．

例２．３（习题１．３　Ａ３．３）　 用函数极限定义证明ｌｉｍ
ｘ→３

１＋槡 ｘ＝２．

解析 　 方法 Ⅰ　 由于

｜ １＋槡 ｘ－２｜＝ ｜ｘ－３｜
１＋槡 ｘ＋２

＜｜ｘ－３｜２ ＜ε｜ｘ－３｜＜２ε

于是 ε＞０，取δ＝２ε，当０＜｜ｘ－３｜＜δ时，｜ １＋槡 ｘ－２｜＜ε．
方法 Ⅱ　 由

｜ １＋槡 ｘ－２｜＜ε２－ε＜ １＋槡 ｘ＜２＋εε２－４ε＜ｘ－３＜４ε＋ε２

·５·
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于是 ε＞０（不妨设ε＜４），取δ＝ｍｉｎ｛４ε－ε２，４ε＋ε２｝，当０＜｜ｘ－３｜＜δ时，

｜ １＋槡 ｘ－２｜＜ε．

例２．４（习题１．３　Ａ５．４）　 求ｌｉｍ
ｎ→∞

１－１２（ ）２ １－１３（ ）２ … １－１ｎ（ ）２ ．
解析 　 原式＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２２－１
２２

·３
２－１
３２

·…·ｎ
２－１
ｎ２

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１·３
２２
·２·４
３２
·…·（ｎ－１）（ｎ＋１）

ｎ２

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１·（ｎ＋１）
２ｎ ＝ １２

例２．５（习题１．３　Ｂ３）　 证明：数列｛ｘｎ｝收敛于Ａ的充要条件是数列｛ｘ２ｎ｝与
数列｛ｘ２ｎ＋１｝皆收敛于Ａ．

解析 　 必要性 　 设ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝ Ａ，由定义，ε＞０，Ｎ∈Ｎ，当ｎ＞Ｎ时有

｜ｘｎ－Ａ｜＜ε．由于２ｎ＞ｎ＞Ｎ，２ｎ＋１＞ｎ＞Ｎ，所以

｜ｘ２ｎ－Ａ｜＜ε，　｜ｘ２ｎ＋１－Ａ｜＜ε
故

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘ２ｎ ＝Ａ，　ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘ２ｎ＋１ ＝Ａ

充分性　设ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘ２ｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘ２ｎ＋１＝Ａ，由定义，ε＞０，Ｎ１∈Ｎ，Ｎ２∈Ｎ，当

ｎ＞Ｎ１ 时，有｜ｘ２ｎ－Ａ｜＜ε；当ｎ＞Ｎ２ 时，有｜ｘ２ｎ＋１－Ａ｜＜ε．取
Ｎ＝ｍａｘ｛２Ｎ１，２Ｎ２＋１｝

则当ｎ＞Ｎ时，有｜ｘｎ－Ａ｜＜ε．于是ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝Ａ．

例２．６（习题１．４　Ａ５．９）　 求ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋２
ｘ　－（ ）２

ｘ

．

解析 　 原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋ ４
ｘ　－（ ）２

ｘ－２
４·

４ｘ
ｘ－２

＝ｅｘｐ　ｌｉｍ
ｘ→∞

４ｘ
ｘ　－（ ）２ ＝ｅ４

例２．７（习题１．４　Ｂ３）　设ｘ１＝１，ｘｎ＋１＝ １
１＋ｘｎ

（ｎ＝１，２，…），证明数列｛ｘｎ｝

收敛，并求ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ．

解析 　 显然ｘｎ＞０．假设｛ｘｎ｝收敛，令ｘｎ→Ａ，则有Ａ＝ １
１＋Ａ

，由此可解得

Ａ＝ １２
（槡５－１）．下面证明ｘｎ→ １２

（槡５－１）．由于

｜ｘｎ＋１－Ａ｜＝
１－Ａ－Ａｘｎ
１＋ｘｎ ＜Ａ｜ｘｎ－Ａ｜　（因１－Ａ＝Ａ２）

以此类推下去得

ｘｎ＋１－１２
（槡５－１）＜ 槡５－１（ ）２

２

ｘｎ－１－１２
（槡５－１）＜ …

·６·
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＜ 槡５－１（ ）２

ｎ

ｘ１－１２
（槡５－１）

＝ 槡５－１（ ）２

ｎ

·３　－槡５
２

由于槡５－１
２ ＜１，所以ｌｉｍ

ｎ→∞

槡５－１（ ）２

ｎ

＝０，于是ｎ→∞时，上式右端极限为０，应用

夹逼准则得

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝槡５－１２

例２．８（习题１．４　Ｂ４）　 应用夹逼准则证明：ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｘ
１
ｘ ＝１．

解析 　 令ｎ＝ ［ｘ］，即ｎ≤ｘ＜ｎ＋１（ｎ∈Ｎ），且ｘ→＋∞ｎ→ ∞．当ｎ≥
１时，有

ｎ
１
ｎ＋１ ＜ｘ

１
ｘ ＜ （ｎ＋１）

１
ｎ （１）

由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
槡ｎ＝１，所以

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｎ　＋槡 １＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
槡ｎ·

ｎ

１＋１槡 ｎ ＝１
，　ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ＋１
槡ｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ＋１
ｎ　＋槡 １

ｎ＋１

１＋１槡 ｎ

＝ １１ ＝１

在（１）式中令ｘ→＋∞，应用夹逼准则得ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｘ
１
ｘ ＝１．

例２．９（习题１．５　Ａ１．６）　 求ｌｉｍ
ｘ→１

１＋ｃｏｓπｘ
（１－ｘ）２

．

解析 　 应用变量代换法则，令１－ｘ＝ｔ，当ｘ→１时ｔ→０，于是

原式 ＝ｌｉｍ
ｔ→０

１＋ｃｏｓ（π－πｔ）
ｔ２ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

１－ｃｏｓπｔ
ｔ２ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

１
２π

２ｔ２

ｔ２ ＝ １２π
２

例２．１０（习题１．５　Ａ１．７）　 求ｌｉｍ
ｘ→１

（槡ｘ－１）（
３
槡ｘ－１）（

４
槡ｘ－１）

（ｘ－１）３
．

解析 　 令ｘ－１＝ｔ，并应用公式（１＋□）λ－１～λ□（□ →０）作等价无穷小
代换，则

原式＝ｌｉｍ
ｔ→０

（１＋槡 ｔ－１）（
３
１＋槡 ｔ－１）（

４
１＋槡 ｔ－１）

ｔ３

＝ｌｉｍ
ｔ→０

１
２ｔ
·１
３ｔ
·１
４ｔ

ｔ３ ＝ １２４

例２．１１（习题１．５　Ａ１．９）　 求ｌｉｍ
ｘ→０
（ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ）

１
ｘ．

解析 　 原式＝ｌｉｍ
ｘ→０
（１＋ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ－１）

１
ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ－１·

ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ－１
ｘ

·７·
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＝ｅｘｐ　ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ－１（ ）ｘ

＝ｅｘｐ　ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

－１２ｘ
２烄

烆

烌

烎ｘ
＝ｅｘｐ（１＋０）＝ｅ

例２．１２（习题１．５　Ａ２．５）　ｘ→０时，求函数ｓｉｎ２ｘ－ｔａｎ２ｘ关于ｘ的无穷小的
阶数．

解析 　 设ｋ＞０，由于

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ２ｘ－ｔａｎ２ｘ
ｘｋ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎ２ｘ　１－ １
ｃｏｓ２（ ）ｘ

ｘｋ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

－ｓｉｎ４ｘ
ｘｋ·ｃｏｓ２ｘ＝ｌｉｍｘ→０

－ｘ４

ｘｋ

上式右端有非零极限的充要条件是ｋ＝４，且此时极限为－１，故所求无穷小的阶数
为４．

例２．１３（习题１．５　Ｂ１．２）　 求ｌｉｍ
ｘ→π２

（ｓｉｎｘ）ｔａｎｘ．

解析 　 原式＝ｌｉｍ
ｘ→π２

（１－ｃｏｓ２ｘ）
１

－ｃｏｓ２ｘ
·－ｔａｎｘ·ｃｏｓ

２ｘ
２ ＝ｅｘｐ　ｌｉｍ

ｘ→π２

－ｔａｎｘ·ｃｏｓ２ｘ（ ）２

＝ｅｘｐ　ｌｉｍ
ｘ→π２

－ｓｉｎｘ·ｃｏｓｘ（ ）２ ＝ｅ０ ＝１

例２．１４（习题１．５　Ｂ１．５）　 求ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－ｅｓｉｎｘ
ｘ－ｓｉｎｘ

．

解析 　 采用等价无穷小因子代换得

原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｓｉｎｘ（ｅｘ－ｓｉｎｘ－１）
ｘ－ｓｉｎｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｅｓｉｎｘ（ｘ－ｓｉｎｘ）
ｘ－ｓｉｎｘ ＝１

例２．１５（习题１．５　Ｂ１．６）　 求ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（ｓｉｎ　１＋ｘ槡 ２ －ｓｉｎｘ）．

解析 　 采用和差化积公式得

原式＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞
２ｃｏｓ １＋ｘ槡 ２ ＋ｘ

２ ｓｉｎ １＋ｘ槡 ２ －ｘ
２ 　　

＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞
２ｃｏｓ １＋ｘ槡 ２ ＋ｘ

２ ｓｉｎ １
２（１＋ｘ槡 ２ ＋ｘ）

当ｘ→＋∞时，ｃｏｓ １＋ｘ槡 ２ ＋ｘ
２

为有界量，ｓｉｎ １
２（１＋ｘ槡 ２ ＋ｘ）

为无穷小量，因为有

界量与无穷小量的乘积为无穷小量，故原式等于０．

例２．１６（习题１．５　Ｂ３．１）　 求ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（ ｘ２　＋槡 ｘ－
３
ｘ３＋ｘ槡 ２）．

解析 　 原式＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１＋１槡 ｘ －
３

１＋１槡 ｘ
１

烄

烆

烌

烎ｘ
·８·
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＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１＋１槡 ｘ －１＋１－
３

１＋１槡 ｘ
１

烄

烆

烌

烎ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
２
·１
ｘ

１

烄

烆

烌

烎ｘ

＋ｌｉｍ
ｘ→＋∞

－１
３
·１
ｘ

１

烄

烆

烌

烎ｘ

＝ １２－
１
３ ＝

１
６

例２．１７（习题１．５　Ｂ３．２）　 求ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓｘ
ｃｏｓ（ ）２ｘ

１
ｘ２．

解析 　 原式＝ｌｉｍ
ｘ→０
１＋ｃｏｓｘ－ｃｏｓ２ｘｃｏｓ（ ）２ｘ

ｃｏｓ２ｘ
ｃｏｓｘ－ｃｏｓ２ｘ

ｃｏｓｘ－ｃｏｓ２ｘ
ｘ２ｃｏｓ２ｘ

＝ｅｘｐ　ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓｘ－ｃｏｓ２ｘ
ｘ２·ｃｏｓ（ ）２ｘ ＝ｅｘｐ　ｌｉｍ

ｘ→０

ｃｏｓｘ－１＋１－ｃｏｓ２ｘ
ｘ（ ）２

＝ｅｘｐｌｉｍ
ｘ→０

－１２ｘ
２

ｘ２ ＋ｌｉｍ
ｘ→０

１
２
（２ｘ）２

ｘ

烄

烆

烌

烎２
＝ｅｘｐ －１２＋（ ）２ ＝ｅ３２

１．３　 往年期中与期末试题解析

例３．１（１１－１２（Ⅰ）期中）　 用数列极限定义证明ｌｉｍ
ｎ→∞

１

１＋１
槡（ ）ｎ

ｎ ＝０．

解析 　 应用二项式定理，有

１＋１
槡（ ）ｎ

ｎ

＝１＋ｎ１
槡ｎ
＋１２ｎ

（ｎ－１）
１
槡（ ）ｎ

２

＋…＋
１
槡（ ）ｎ

ｎ

故

１＋１
槡（ ）ｎ

ｎ

＞１＋ｎ１
槡ｎ
＝１＋槡ｎ

由于

１

１＋１
槡（ ）ｎ

ｎ－０ ＝
１

１＋１
槡（ ）ｎ

ｎ ＜
１

１　＋槡ｎ
＜ １
槡ｎ
＜εｎ＞ １ε２

ｎ＞
１
ε［ ］２

于是 ε＞０，取Ｎ＝
１
ε［ ］２ ，当ｎ＞Ｎ时， １

１＋１
槡（ ）ｎ

ｎ－０ ＜ε．

例３．２（０４－０５（Ⅰ）期中）　 用函数极限定义证明ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１＋２ｘ２

２－ｘ２
＝－２．

·９·

专题１　 函数与极限



解析 　 用放缩法，当ｘ＞ 槡２　３时，由于

１＋２ｘ２

２－ｘ２
－（－２）＝ ５

ｘ２－２＜
６
ｘ２ ＜ε

ｘ＞ ６槡ε
于是 ε＞０，取Ｎ＝ｍａｘ ６槡ε，槡｛ ｝２　３ ，当ｘ＞Ｎ时，

１＋２ｘ２

２－ｘ２
－（－２）＜ε．

例３．３（０３－０４（Ⅰ）期末）　 求ｌｉｍ
ｎ→∞∑

ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ π

ｎ２　＋槡 ｉ
．

解析 　 应用夹逼准则与等价无穷小因子代换，由于

ｎｓｉｎ π
ｎ２　＋槡 ｎ

≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ π

ｎ２　＋槡 ｉ
≤ｎｓｉｎ π

ｎ２　＋槡 １

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎｓｉｎ π

ｎ２　＋槡 ｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

πｎ
ｎ２　＋槡 ｎ

＝π

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎｓｉｎ π

ｎ２　＋槡 １
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

πｎ
ｎ２　＋槡 １

＝π

于是

ｌｉｍ
ｎ→∞∑

ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ π

ｎ２　＋槡 ｉ
＝π

例３．４（０９－１０（Ⅰ）期末）　 求ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ａｎ＋ｂｎ＋ｃ槡 ｎ，其中０＜ａ＜ｂ＜ｃ．

解析 　 由于ｃ＝
ｎ
ｃ槡ｎ ＜

ｎ
ａｎ＋ｂｎ＋ｃ槡 ｎ ＜

ｎ
３ｃ槡 ｎ ＝

ｎ
槡３ｃ，又ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
槡３ｃ＝ｃ，由夹

逼准则得

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ａｎ＋ｂｎ＋ｃ槡 ｎ ＝ｃ

例３．５（１０－１１（Ⅰ）期中）　 求ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎ３ ｋｎ２－∑

ｋ

ｉ＝１

１
（ｎ＋ｉ）［ ］２ ，其中ｋ为一确定的

正整数．

解析 　 原式＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎ３∑

ｋ

ｉ　＝
（

１

１
ｎ２－

１
（ｎ＋ｉ））２ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞∑
ｋ

ｉ＝１

ｎ３（２ｉｎ＋ｉ　２）
ｎ２（ｎ＋ｉ）２

＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｉｎ２＋ｉ　２ｎ
ｎ２＋２ｉｎ＋ｉ　２

＝∑
ｋ

ｉ＝１
２ｉ＝ｋ（ｋ＋１）

例３．６（０８－０９（Ⅰ）期中）　 求ｌｉｍ
ｎ→∞
ｔａｎｎ π４＋

１００４（ ）ｎ ．

解析 　 原式＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ｔａｎ１００４ｎ

１－ｔａｎ１００４

烄

烆

烌

烎ｎ

ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋
２ｔａｎ１００４ｎ

１－ｔａｎ１００４

烄

烆

烌

烎ｎ

ｎ

·０１·
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＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋
２ｔａｎ１００４ｎ

１－ｔａｎ１００４

烄

烆

烌

烎ｎ

１－ｔａｎ１００４ｎ
２ｔａｎ１００４ｎ

·
２ｔａｎ１００４ｎ
１－ｔａｎ１００４ｎ

·ｎ

＝ｅｘｐ　ｌｉｍ
ｎ→∞

２·１００４ｎ
·ｎ

１－ｔａｎ１００４

烄

烆

烌

烎ｎ

＝ｅ２００８

例３．７（０８－０９（Ⅰ）期末）　已知曲线ｙ＝ｔａｎｎｘ在点 π
４
，（ ）１ 处的切线交ｘ轴

于点（ξｎ，０），求ｌｉｍｎ→∞ｙ
（ξｎ）．

解析　由于ｙ′＝ｎｔａｎｎ－１ｘｓｅｃ２ｘ，得ｙ′
ｘ＝π４
＝２ｎ，故曲线在 π

４
，（ ）１ 处的切线方

程为

ｙ－１＝２ｎｘ－π（ ）４
令ｙ＝０，得ξｎ ＝

π
４－

１
２ｎ
，ｙ（ξｎ）＝ｔａｎ

ｎ π
４－

１（ ）２ｎ ，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙ（ξｎ）＝ｌｉｍｎ→∞

１－ｔａｎ１２ｎ

１＋ｔａｎ１

烄

烆

烌

烎２ｎ

ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１－
２ｔａｎ１２ｎ

１＋ｔａｎ１

烄

烆

烌

烎２ｎ

－
１＋ｔａｎ１２ｎ
２ｔａｎ１２ｎ

·
－２ｔａｎ１２ｎ
１＋ｔａｎ１２ｎ

·ｎ

＝ｅｘｐ　ｌｉｍ
ｎ→∞

－２·１２ｎ
·ｎ

１＋ｔａｎ１

烄

烆

烌

烎２ｎ

＝ｅ－１

例３．８（１０－１１（Ⅰ）期中）　 设ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导，且ｆ（ａ）≠０，求

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ　ａ＋１（ ）ｎ
ｆ（ａ

烄

烆

烌

烎）

ｎ

解析　记ｕ（ｎ）＝
ｆ　ａ＋１（ ）ｎ －ｆ（ａ）

ｆ（ａ）
，则ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕ（ｎ）＝０，应用关于ｅ的重要极限公

式，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ　ａ＋１（ ）ｎ
ｆ（ａ

烄

烆

烌

烎）

ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞
（１＋ｕ（ｎ））

１
ｕ（ｎ）·

ｆ　 ａ＋１（ ）ｎ －ｆ（ａ）

ｆ（ａ）·１ｎ 　　　　　　

＝ｅｘｐ　ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｆ（ａ）

ｆ　ａ＋１（ ）ｎ －ｆ（ａ）

１

烄

烆

烌

烎ｎ

＝ｅ
ｆ′（ａ）
ｆ（ａ）

·１１·
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