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前　言

概率论与数理统计是研究随机现象客观规律性的数学学科，是高等院校理、工科和经
济学科等专业的一门主要基础课程，也是研究生入学的考试内容．本书是根据教育部普通
高等学校本科非数学专业数学基础课程教学基本要求编写的．全书共９章，内容包括随机
事件与概率、随机变量及其分布、多维随机变量及其分布、随机变量的数字特征、大数定
律与中心极限定理、抽样与抽样分布、参数估计、假设检验和线性回归分析等，各章后选
配了适量习题（习题中划线以下部分为往届研究生入学考试题），并在书后附有习题答案．
本书强调概率统计概念的阐释，并注意举例的多样性．本课程的教学目标是，使学生掌握
概率论与数理统计的基本概念、基本理论及相应的处理随机事件的基本思想和方法，培养
学生运用概率统计方法分析和解决实际问题的能力，为后续课程的学习以及从事工程技术
工作和科研工作打下必要的概率统计理论基础．本书可作为高等学校工科、农医、经济、
管理等专业的概率统计课程的教材，也可作为上述专业硕士研究生数学课程入学考试的参
考书．

本书第一、二、三、四章由江西理工大学肖小英老师编写；第五、六、七章由江西农业
大学唐宏伟老师编写；第七、八、九章由任海平编写，第十章以及各章习题由江西理工大
学丁和平老师，江西理工大学曾丽华老师、南昌市青山湖区统计局樊振宇编写与讨论，最
后全书由肖小英修改定稿，由肖小英、唐宏伟任主编，任海平、丁和平、曾丽华、樊振宇任
副主编．本书在编写过程中还得到了江西理工大学南昌校区领导及数学教研组的大力支持，
在此一并表示衷心感谢．

由于编者水平有限，加之时间仓促，教材中难免存在不妥之处，希望使用本书的师生
和读者提出宝贵意见，使本教材得以完善．

编　者
２０１３年８月



目　录

第１章　随机事件与概率

１．１　随机事件及其运算

　１．１．１　基本概念

　１．１．２　事件间的关系及运算

　１．１．３　事件的运算性质（规律）

１．２　随机事件的概率

　１．２．１　频率

　１．２．２　概率的公理化定义

　１．２．３　古典概率

　１．２．４　几何概率

１．３　条件概率与事件的相互独立性

　１．３．１　条件概率

　１．３．２　乘法公式

　１．３．３　全概率公式和贝叶斯（Ｂａｙｅｓ）公式

　１．３．４　事件的相互独立性

　１．３．５　伯努利概型
习题１

第２章　随机变量及其分布

２．１　随机变量及其分布函数

　２．１．１　随机变量

　２．１．２　随机变量的分布函数

２．２　离散型随机变量及其分布

　２．２．１　离散型随机变量及其分布律（列）

　２．２．２　常见的离散型随机变量的概率分布

２．３　连续型随机变量及其分布

　２．３．１　连续性随机变量及其概率密度函数

　２．３．２　常见的连续型随机变量的概率分布

２．４　随机变量函数的分布

　２．４．１　离散型随机变量函数的分布

　２．４．２　连续型随机变量函数的分布
习题２

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第３章　多维随机变量及其分布

３．１　二维随机变量及其分布

　３．１．１　二维随机变量的定义及其分布函数

　３．１．２　二维离散型随机变量及其分布

　３．１．３　二维连续型随机变量及其分布

３．２　条件分布

３．３　随机变量的相互独立性

３．４　二维随机变量的函数的分布

　３．４．１　Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的分布

　３．４．２　Ｚ＝ＸＹ
的分布

　３．４．３　Ｚ＝ｍａｘ　Ｘ，｛ ｝Ｙ 和Ｚ＝ｍｉｎ　Ｘ，｛ ｝Ｙ 的分布
习题３

第４章　随机变量的数字特征

４．１　随机变量的数学期望

　４．１．１　离散型随机变量的数学期望

　４．１．２　连续型随机变量的数学期望

　４．１．３　随机变量函数的数学期望

　４．１．４　数学期望的性质

　４．１．５　常见的随机变量的均值

４．２　方　差

　４．２．１　方差的定义

　４．２．２　方差的性质

　４．２．３　常见的随机变量的方差

４．３　协方差与相关系数

４．４　矩与中心矩
习题４

第５章　大数定律与中心极限定理

５．１　大数定律

５．２　中心极限定理
习题５

第６章　数理统计的基本概念

６．１　总体与样本

６．２　三大抽样分布

６．３　正态总体的抽样分布

２ 概率论与数理统计



习题６

第７章　参数估计

７．１　参数的点估计

７．２　判别估计量好坏的标准

７．３　正态总体参数的区间估计

　７．３．１　区间估计的基本概念

　７．３．２　区间估计的常用方法———枢轴量法

　７．３．３　正态总体均值μ的区间估计

　７．３．４　正态总体方差σ２ 的区间估计

　７．３．５　两个正态总体的情形
习题７

第８章　假设检验

８．１　假设检验的基本概念

　８．１．１　假设检验的基本原理与推理方法

　８．１．２　假设检验的基本步骤

　８．１．３　两类错误

８．２　单个正态总体参数的假设检验

　８．２．１　正态总体均值μ的假设检验

　８．２．２　正态总体方差σ２ 的假设检验（χ
２－检验）

８．３　两个正态总体参数的假设检验

　８．３．１　两个正态总体均值差μ１－μ２ 的假设检验

　８．３．２　两个正态总体方差比σ２１／σ２２ 的假设检验
习题８

第９章　线性回归分析

９．１　参数β０，β１ 的最小二乘估计

９．２　σ２ 的估计

９．３　线性假设的显著性检验

９．４　一元线性回归的预测

９．５　可线性化的一元非线性回归
习题９

第１０章　方差分析

１０．１　单因素试验的方差分析

　１０．１．１　基本概念

　１０．１．２　假设前提

　１０．１．３　偏差平方和及其分解

３目　录



　１０．１．４　检验方法

１０．２　双因素试验的方差分析

　１０．２．１　无重复试验双因素方差分析

　１０．２．２　等重复试验双因素方差分析

１０．３　正交试验设计及其方差分析

　１０．３．１　正交试验设计的基本方法

　１０．３．２　试验结果的直观分析
习题１０

附表　常用统计分布表

附表１　标准正态分布表
附表２　ｔ分布表
附表３　χ

２ 分布临界值表
附表４　Ｆ分布临界值表
附表５　正交表
附表６　相关系数显著性检验表

习题参考答案

参考文献

４ 概率论与数理统计



书书书

第１章　随机事件与概率

１．１　随机事件及其运算

１．确定性现象与不确定性现象（随机现象）
自然界与人类社会生活中发生的现象是多种多样的，这些现象大体上可以分为两类：

一类是确定性现象．例如：早晨太阳必然从东方升起；在一个标准大气压下，水加热到１００
摄氏度必然沸腾；两个同性电荷一定互斥；冬天过去，春天就会到来，等等．对于这类现
象，其特点是：在试验之前就能断定它有一个确定的结果，即在一定条件下，重复进行试
验，其结果必然出现（或必然不出现）且唯一．另一类是不确定性现象，也叫随机现象．例
如：某地区的年降雨量；打靶射击时，弹着点离靶心的距离；投掷一枚均匀的硬币，可能出
现“正面”，也可能出现“反面”，事先不能作出确定的判断．对于这类现象，其特点是可能的
结果不止一个，即在相同条件下进行重复试验，试验的结果事先不能唯一确定．就一次试
验而言，时而出现这个结果，时而出现那个结果，呈现出一种偶然性．
２．随机现象的统计规律性
对于随机现象，就每次观察而言，其结果的出现具有偶然性，事先无法判定将会出现

哪种结果，但随机现象并不是不可捉摸的．人们通过大量的实践发现：在相同条件下，虽然
个别试验结果在某次试验或观察中可以出现也可以不出现，但在大量重复试验或观察中，
试验的结果却呈现出某种规律性，这种规律性称为统计规律性．例如：在投掷一枚硬币时，
既可能出现正面，也可能出现反面，预先作出确定的判断是不可能的，但是假如硬币均匀，
多次抛掷就会发现出现正面与出现反面的机会应该相等，即在大量的试验中出现正面的频
率（又叫概率）应接近５０％．概率论就是研究随机现象的统计规律性的一门数学分支．这正
如恩格斯所指出的：“在表面上是偶然性在起作用的地方，这种偶然性始终是受内部的隐
藏着的规律支配的，而问题只是在于发现这些规律．”

１．１．１　基本概念

１．随机试验
为了研究随机现象的统计规律性，我们把各种科学试验和对某一事物的观测统称为试

验．如果试验具有下述３个特点：
（１）试验可在相同条件下重复进行；
（２）试验的可能结果不止一个，并且事先可以明确试验所有可能出现的结果；
（３）每次试验总是恰好出现所有可能结果中的一个，但究竟出现哪一个结果，试验前

不能确切预言．则称这一试验为随机试验（ｒａｎｄｏｍ　ｔｒｉａｌ），通常用字母Ε或Ε１，Ε２，…表示．
例如：



Ε１：抛一枚硬币，分别用“Ｈ ”和“Ｔ ”表示“正面朝上”和“反面朝上”，观察出现的结
果，可能是“Ｈ ”也可能是“Ｔ ”；

Ε２：工商管理部门抽查市场某些商品的质量，检查商品是否合格；

Ε３：记录某段时间内电话交换台接到的呼唤次数，可能是０，１，２，…；

Ε４：掷一颗骰子，观察可能出现的点数．可能是１，２，３，４，５，６；

Ｅ５：在一批灯泡中任取一只，观察其使用寿命．
２．样本空间与样本点
对于随机试验，尽管在每次试验之前不能预知其试验的结果，但试验的所有可能结果

所组成的集合却是已知的，我们称随机试验Ε的所有可能结果组成的集合，称为样本空
间，记为Ω．样本空间的元素，即Ε的每个结果，称为样本点，记为ω．

在前面所举的５个试验中，若以Ωｉ表示试验Ｅｉ的样本空间，ｉ＝１，２，…，５，则

Ω１＝｛Ｈ，Ｔ ｝；

Ω２＝｛合格品，不合格品｝；

Ω３＝｛０，１，２，…｝；

Ω４＝｛１，２，３，４，５，６｝；

Ω５＝｛ｔ｜ｔ≥０｝．
注：① 样本空间是一个集合，它是由样本点构成，其表示方法，可以用列举法，也可

以用描述法．
② 在样本空间中，样本点可以是一维的，也可以是多维的；可以是有限个，也可以是

无限个．
③ 对于一个随机试验而言，样本空间并不唯一．在同一试验中，当试验的目的不同，

样本空间往往是不同的，但通常只有一个会提供最多的信息．例如：在运动员投篮的试验
中，若试验的目的是考察命中率，则样本空间为Ω＝｛中，不中｝；若试验的目的是考察得分
情况，则样本空间为Ω＝｛０分，１分，２分，３分｝．
３．随机事件
随机试验Ε的样本空间Ω 的子集称为Ε 的随机事件，简称事件，通常用大写字母Ａ，

Ｂ，Ｃ，…表示．在每次试验中，当且仅当这一子集中的一个样本点出现时，称这一事件发
生．例如，在掷骰子的试验中，事件Ａ表示“出现点数为偶数点”这个事件，若试验结果是
“出现４点”，则称事件Ａ发生．

特别地，由一个样本点组成的单点集，称为基本事件．例如，试验Ε１ 有两个基本事件
｛Ｈ｝，｛Ｔ｝；试验Ε４ 有６个基本事件｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝，｛６｝．

每次试验中都必然发生的事件，称为必然事件，样本空间Ω包含所有的样本点，它是

Ω自身的子集，每次试验中都必然发生，故它是一个必然事件．因此必然事件通常也用Ω
表示．在每次试验中不可能发生的事件，称为不可能事件．空集不包含任何样本点，它作
为样本空间的子集，在每次试验中都不可能发生，故它是一个不可能事件．因此不可能事
件也可用表示．例如，在上述掷骰子的试验中，“点数小于７”是必然事件，“点数大于６”
是不可能事件．

严格来讲，必然事件与不可能事件反映了确定性现象，可以说它们并不是随机事件，
但为了研究问题的方便，我们把它们作为特殊的随机事件．

２ 概率论与数理统计



１．１．２　事件间的关系及运算

事件是一个集合，因而事件间的关系与事件的运算可以用集合之间的关系与集合的运
算来处理．

设Ω是试验Ε的样本空间，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ａ１，Ａ２，…都是事件，即Ω的子集．
１．事件的包含
若事件Ａ发生必有事件Ｂ 发生，则称事件Ａ包含于事件Ｂ，或事件Ｂ包含事件Ａ，记

为ＡＢ，或ＢＡ．
ＡＢ的一个等价说法是，若事件Ｂ不发生，则事件Ａ必然不会发生．
对于任一事件Ａ，有
（１）ＡＡ；（２）ＡΩ；（３）若ＡＢ，ＢＣ，则ＡＣ．
若ＡＢ，且ＢＡ，则称Ａ与Ｂ 相等，记为Ａ＝Ｂ．
２．事件的并（和）
表示“事件Ａ与Ｂ 中至少有一个发生”的事件，称为事件Ａ与事件Ｂ 的并（和），记为

Ａ∪Ｂ．对于任一事件Ａ 和Ｂ，有
（１）Ａ∪Ａ＝Ａ；（２）ＡＡ∪Ｂ，ＢＡ∪Ｂ；
（３）若ＡＢ，则Ａ∪Ｂ＝Ｂ；（４）Ａ∪Ω＝Ω，Ａ∪＝Ａ．
事件之间的和运算可以推广到有限个和可列无穷多个事件的情形．

Ａ＝∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ，

表示“Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ中至少有一个事件发生”这一事件．

Ａ＝∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ＝Ａ１∪Ａ２∪…，

表示“Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，… 中至少有一个事件发生”这一事件．
３．互不相容事件（互斥事件）
表示“事件Ａ与Ｂ 不能同时发生”的事件，称事件Ａ与Ｂ 为互不相容，或互斥，记为

ＡＢ＝．
显然有：（１）基本事件是两两互不相容的；（２）与任意事件是互不相容的．
以后把互斥的事件Ａ与Ｂ 的并，记为Ａ＋Ｂ．
若ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中任意两个事件互斥，即ＡｉＡｊ＝（１≤ｉ＜ｊ≤ｎ），则称这

ｎ个事件互斥．以后把ｎ个互斥的事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的并记作Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ．
４．事件的交（积）
表示“事件Ａ与Ｂ 同时发生”的事件，称为事件Ａ 与事件Ｂ 的交（积），记为Ａ∩Ｂ

（ＡＢ）．对于任一事件Ａ 和Ｂ，有
（１）Ａ∩ＢＡ，Ａ∩ＢＢ；
（２）若ＡＢ，则Ａ∩Ｂ＝Ａ，特别地ＡΩ＝Ａ；
（３）若Ａ与Ｂ 互斥，则ＡＢ＝，特别地Ａ＝．
事件之间的积运算也可以推广到有限个和可列无穷多个事件的情形．

Ａ＝∩
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ或Ａ１∩Ａ２∩…∩Ａｎ 或Ａ１Ａ２…Ａｎ，
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表示“Ａ１，Ａ２，…，Ａｎｎ个事件同时发生”这一事件．

Ａ＝∩
∞

ｉ＝１
Ａｉ或Ａ１∩Ａ２∩…或Ａ１Ａ２…，

表示“Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，… 可数无穷多个事件同时发生”这一事件．
５．事件的差
表示“事件Ａ发生而事件Ｂ 不发生”的事件，称为事件Ａ与事件Ｂ 的差，记为Ａ－Ｂ．
显然有：（１）若ＡＢ，则Ａ－Ｂ＝；
（２）若Ａ与Ｂ 互斥，则Ａ－Ｂ＝Ａ，Ｂ－Ａ＝Ｂ；
（３）Ａ－Ｂ＝Ａ－ＡＢ（证明：利用Ａ－ＢＡ－ＡＢ且Ａ－ＡＢＡ－Ｂ）；
（４）Ａ－（Ｂ－Ｃ）≠Ａ－Ｂ＋Ｃ（左边为Ａ的子事件，而右边不是）．
６．事件的逆（对立事件）
当ＡＢ＝且Ａ∪Ｂ＝Ω，则称事件Ａ与Ｂ 互为逆事件（对立事件）．Ａ的对立事件记为

Ａ，Ａ是由所有不属于Ａ 的样本点组成的事件，它表示“Ａ不发生”这样一个事件．显然有：
（１）Ａ∪Ａ＝Ω，Ａ∩Ａ＝；
（２）Ａ＝Ａ，Ａ　Ａ＝，Ａ＋Ａ＝Ω；
（３）Ａ－Ｂ＝Ａ　Ｂ，（证明：Ａ－Ｂ＝Ａ－ＡＢ＝Ａ（Ω－Ｂ）＝Ａ　Ｂ）．
互逆事件与互斥事件的区别：
互逆必定互斥，互斥不一定互逆；互逆只在样本空间只有两个事件时存在，互斥还可

在样本空间有多个事件时存在．例如，在抛硬币的试验中，设Ａ＝｛出现正面｝，Ｂ＝｛出现反
面｝，则Ａ与Ｂ 互斥且Ａ 与Ｂ 互为对立事件；而在掷骰子的试验中，设Ａ＝｛出现１点｝，

Ｂ＝｛出现２点｝，则Ａ与Ｂ 互斥，但Ａ与Ｂ 不是对立事件．
若用平面上某个矩形区域表示样本空间Ω，矩形区域内的点表示样本点，则上述事件

的关系及运算可以用集合图形直观地表示出来，见下图１－１所示．

图１－１

１．１．３　事件的运算性质（规律）

与集合的运算规律相对应，在进行事件的运算时，经常用到下面的运算规律．
１．交换律：Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ，Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ；
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２．结合律：Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ，Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ；

３．分配律：Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（ＡＢ）∪（ＡＣ），Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）；

４．Ａ－Ｂ＝ＡＢ＝Ａ－ＡＢ；

５．对有穷个或可数无穷个事件，恒有

∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ，∪

∞

ｉ＝１
Ａｉ＝∩

∞

ｉ＝１
Ａｉ　（和的逆＝逆的积）；

∩
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ，∩

∞

ｉ＝１
Ａｉ＝∪

∞

ｉ＝１
Ａｉ　（积的逆＝逆的和）．

事件的关系及运算与集合的关系及运算的对照表１－１

表１－１

记号 概率论 集合论

Ω 样本空间，必然事件 全集

 不可能事件 空集

ω 样本点（基本事件） 元素

Ａ 事件 子集

Ａ　 Ａ的对立事件（逆事件） Ａ的集

ＡＢ 事件Ａ发生必有事件Ｂ 发生 Ａ是Ｂ 的子集

Ａ＝Ｂ 事件Ａ与事件Ｂ 等价 Ａ与Ｂ 相等

Ａ∪Ｂ 事件Ａ与Ｂ 至少有一个发生 Ａ与Ｂ 的并集

Ａ∩Ｂ 事件Ａ与Ｂ 同时发生 Ａ与Ｂ 的交集

Ａ－Ｂ 事件Ａ发生而事件Ｂ 不发生 Ａ与Ｂ 之差

ＡＢ＝ 事件Ａ与Ｂ 互不相容（互斥事件） Ａ与Ｂ 没有公共元素

例１．１．１　设Ａ，Ｂ，Ｃ为任意三个事件，试用Ａ，Ｂ，Ｃ的运算关系表示下列各事件：
（１）三个事件中至少一个发生　　　　Ａ∪Ｂ∪Ｃ；
（２）没有一个事件发生 Ａ　Ｂ　Ｃ＝Ａ∪Ｂ∪Ｃ；
（３）恰有一个事件发生 Ａ　Ｂ　Ｃ∪ＡＢ　Ｃ∪Ａ　ＢＣ；
（４）至多有两个事件发生
（Ａ　ＢＣ∪Ａ　ＢＣ∪ＡＢＣ）∪（Ａ　Ｂ　Ｃ∪ＡＢ　Ｃ∪Ａ　ＢＣ）∪Ａ　Ｂ　Ｃ＝Ａ∪Ｂ∪Ｃ；
（５）至少有两个事件发生 ＡＢ　Ｃ∪Ａ　ＢＣ∪ＡＢＣ∪ＡＢＣ＝ＡＢ∪ＢＣ∪ＣＡ．
例１．１．２　以Ａ，Ｂ，Ｃ分别表示某城市居民订阅日报、晚报和体育报．试用Ａ，Ｂ，Ｃ

表示以下事件：
（１）只订阅日报；　　　　　（２）只订日报和晚报；
（３）只订一种报； （４）正好订两种报；
（５）至少订阅一种报； （６）不订阅任何报；
（７）至多订阅一种报； （８）三种报纸都订阅；
（９）三种报纸不全订阅．
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解　（１）Ａ　Ｂ　Ｃ；（２）ＡＢ　Ｃ；（３）Ａ　Ｂ　Ｃ＋ＡＢ　Ｃ＋Ａ　ＢＣ；（４）ＡＢ　Ｃ＋Ａ　ＢＣ＋ＡＢＣ；（５）Ａ
＋Ｂ＋Ｃ；（６）Ａ　Ｂ　Ｃ；（７）Ａ　Ｂ　Ｃ＋Ａ　ＢＣ＋ＡＢ　Ｃ＋Ａ　Ｂ　Ｃ或Ａ　Ｂ＋Ａ　Ｃ＋Ｂ　Ｃ；（８）ＡＢＣ；（９）Ａ
＋Ｂ＋Ｃ．

１．２　随机事件的概率

随机事件在一次试验中，可能发生也可能不发生，具有偶然性．但是，人们从实践中认
识到，在相同的条件下，进行大量的重复试验，试验的结果具有某种内在的规律性，即随
机事件发生的可能性大小是可以比较的，是可以用一个数字进行度量的．例如，在投掷一
枚均匀的骰子试验中，事件Ａ表示“掷出偶数点”，事件Ｂ表示“掷出２点”，显然事件Ａ比
事件Ｂ发生可能性要大．

对于一个随机试验，我们不仅要知道它可能出现哪些结果，更重要的是研究各种结果
发生的可能性的大小，从而揭示其内在的规律．

概率就是随机事件发生的可能性大小的数量表征．对于事件Ａ，通常用Ｐ（Ａ）来表示事
件Ａ发生的可能性大小，即Ａ 发生的概率．为讨论事件Ａ 的概率，我们首先引入频率的
概念．

１．２．１　频率

定义１．２．１　设在相同的条件下，重复进行了Ｎ 次试验，若随机事件Ａ在Ｎ 次试验

中发生了ｎ次，则比值ｎＮ
称为事件Ａ 在这Ｎ 次试验中发生的频率，记为ｆＮ（Ａ）＝ｎＮ．

频率有如下性质：
（１）非负性：对任意事件Ａ，有ｆＮ（Ａ）≥０；
（２）规范性：ｆＮ（Ω）＝１；
（３）可加性：若事件Ａ与Ｂ 互不相容，则

ｆＮ（Ａ∪Ｂ）＝ｆＮ（Ａ）＋ｆＮ（Ｂ）．
一般地，若事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互不相容，则

ｆＮ（∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｆＮ（Ａｉ）．

事件Ａ发生的频率ｆＮ（Ａ）表示Ａ发生的频繁程度，频率大，事件Ａ发生就频繁，在一
次试验中，Ａ发生的可能性也就大，反之亦然．也就是说频率在一定程度上反映了随机事
件发生的可能性的大小．但是，由于试验的随机性，即对同样的Ｎ 所得的ｆＮ（Ａ）的值也不
一定相同．但大量实验证实，随着重复试验次数Ｎ 的增加，频率ｆＮ（Ａ）会逐渐稳定于某个
常数附近，而偏离的可能性很小．频率具有“稳定性”这一事实，说明了刻画事件Ａ发生的
可能性大小的数———概率具有一定的客观存在性．我们来看下面的例子．

考虑“抛掷硬币”试验．我们把一枚硬币抛掷５０次、５００次，各做５遍，其结果记录在表

１－２里，表中Ｎ 表示抛掷次数，ｎ表示出现“正面朝上”的次数，ｎＮ
是事件“正面朝上”发生

的频率．

６ 概率论与数理统计



表１－２

试验序号
Ｎ＝５０　 Ｎ＝５００

ｎ ｎ
Ｎ ｎ ｎ

Ｎ

１　 ２２　 ０．４４　 ２５１　 ０．５０２

２　 ２５　 ０．５０　 ２４９　 ０．４９８

３　 ２１　 ０．４２　 ２５６　 ０．５１２

４　 ２４　 ０．４８　 ２５３　 ０．５０６

５　 １８　 ０．３６　 ２５１　 ０．５０２

表１－３是历史上著名的“抛掷硬币”试验的结果．

表１－３

试验者 掷硬币次数Ｎ 出现正面次数ｎ　 ｆＮ（Ａ）

Ｄ．Ｍｏｇｅｎ　 ２０４８　 １０６１　 ０．５１８１

Ｂｕｆｆｏｎ　 ４０４０　 ２０４８　 ０．５０６９

Ｋ．Ｐｅａｒｓｏｎ　 １２０００　 ５９８１　 ０．４９８４

Ｋ．Ｐｅａｒｓｏｎ　 ２４０００　 １２０１２　 ０．５００５

从上述数据可以看出：
频率具有随机波动性，即对同样的Ｎ 所得的ｆＮ（Ａ）不尽相同．但随着Ｎ 的增大，频率

ｆＮ（Ａ）呈现出“稳定性”，即当Ｎ 逐渐增大时，ｆＮ（Ａ）总是在０．５附近摆动，并逐渐稳定
于０．５．

每个事件都存在一个这样的常数与之对应，因而可将频率ｆＮ（Ａ）在Ｎ 无限增大时逐
渐趋向稳定的这个常数定义为事件Ａ 发生的概率，这就是概率的统计定义．

定义１．２．２　在相同的条件下，独立重复地做Ｎ 次试验，当试验次数Ｎ 很大时，如果
某事件Ａ发生的频率ｆＮ（Ａ）稳定地在［０，１］上的某一数值ｐ附近摆动，而且一般来说随着
试验次数的增多，这种摆动的幅度会越来越小，则称数值ｐ为事件Ａ 发生的概率，记
为Ｐ（Ａ）＝ｐ．

概率的统计定义一方面肯定了任一事件的概率是存在的；另一方面又给出了一个近似
计算概率的方法，在很多实际问题中，当概率不易求出时，往往就是这样做的．例如，要预
测足球比赛的最后输赢，就需要知道每个足球队的获胜几率，也就是获胜概率，这个概率
只能通过以往的比赛情况计算频率作为近似值．但其不足之处是要进行大量的重复试验．在
实际中，我们不可能对每一个事件都做大量的试验，况且我们不知道Ｎ 取多大才行．如果

Ｎ 取很大，不一定能保证每次试验的条件都完全相同．而且也没有理由认为，取试验次数
为Ｎ＋１来计算频率，总会比取试验次数为 Ｎ 来计算频率将会更准确、更逼近所求的
概率．
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为了理论研究的需要，我们从频率的稳定性和频率的性质出发，给出度量事件发生的
可能性大小的量———概率的定义及性质．

１．２．２　概率的公理化定义

定义１．２．３　设Ｅ为随机试验，Ω是它的样本空间，对于Ｅ的每一个事件Ａ 赋予一个
实数，记为Ｐ（Ａ），如果集合函数Ｐ（·）满足下列条件：

公理一　非负性：对于每一个事件Ａ，Ｐ（Ａ）≥０；
公理二　规范性：Ｐ（Ω）＝１；
公理三　可列可加性：对于两两互斥的事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，…，即ＡｉＡｊ＝（ｉ≠ｊ），

有

Ｐ（∪
∞

ｎ＝１
Ａｎ）＝∑

∞

ｎ＝１
Ｐ（Ａｎ），

则称实数Ｐ（Ａ）为事件Ａ的概率（ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ）．
由概率的公理化定义，可以推出概率的一些性质．
性质１　 不可能事件  的概率为０，即Ｐ（）＝０．
证 　 令Ａｎ ＝ （ｎ＝１，２，…），则

∪
∞

ｎ＝１
Ａｎ ＝ ，且ＡｉＡｊ ＝ （ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…）．由概率的可列可加性，得

Ｐ（）＝Ｐ（∪
∞

ｎ＝１
Ａｎ）＝∑

∞

ｎ＝１
Ｐ（Ａｎ）＝∑

∞

ｎ＝１
Ｐ（），

而由Ｐ（）≥０，故Ｐ（）＝０．
这个性质说明：不可能事件的概率为０．但逆命题不一定成立．
性质２　 有限可加性，若Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 为两两互斥事件，即ＡｉＡｊ ＝ （ｉ≠ｊ），则

有

Ｐ（∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）．

证明 　 令Ａｎ＋１ ＝Ａｎ＋２ ＝ … ＝ ，则ＡｉＡｊ ＝ （ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…）时，因为

∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ∪  ∪  ∪ …，由可列可加性，得

Ｐ（∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ）＝Ｐ（∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ∪  ∪ …）＝Ｐ（∪

∞

ｉ＝１
Ａｉ）

＝∑
∞

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）＝Ｐ（Ａ１）＋…＋Ｐ（Ａｎ）＋Ｐ（）＋…

＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）．

性质３　设Ａ，Ｂ是两个事件，Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＢＡ）．
证明　由Ｂ＝（Ｂ－Ａ）∪ＢＡ且（Ｂ－Ａ）∩ＢＡ＝，得

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（（Ｂ－Ａ）∪ＢＡ）＝Ｐ（Ｂ－Ａ）＋Ｐ（ＢＡ）．
若ＡＢ，则有Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）；Ｐ（Ｂ）≥Ｐ（Ａ）．
事实上，由ＡＢ，得Ｂ＝Ａ∪（Ｂ－Ａ），且Ａ（Ｂ－Ａ）＝，由概率的有限可加性，得

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ∪（Ｂ－Ａ））＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ－Ａ），即
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Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）；
又由Ｐ（Ｂ－Ａ）≥０，得Ｐ（Ｂ）≥Ｐ（Ａ）．

性质４　对于任一事件Ａ，有　Ｐ（Ａ）≤１．
因为ＡΩ，由性质３得Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ω）＝１．
性质５　对于任一事件Ａ，有

Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）．
证明　因为Ａ∪Ａ＝Ω，Ａ∩Ａ＝，由有限可加性，得

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ∪Ａ）＝Ｐ（Ω）＝１，即
Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）．

性质６　对于任意的两个事件Ａ，Ｂ有
Ｐ（Α∪Β）＝Ｐ（Α）＋Ｐ（（Ｂ）－Ｐ（ΑΒ）．

特别，若Ａ与Ｂ 互斥，则有Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）．
证明　因为Ａ∪Ｂ＝Ａ∪（Ｂ－ＡＢ）且Ａ∩（Ｂ－ＡＢ）＝，ＡＢＢ，故

Ｐ（Α∪Β）＝Ｐ（Α）＋Ｐ（Β－ΑΒ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．
上述公式通常称为概率加法公式，概率加法公式可以推广到多个事件的情形．如对于

任意三个事件Ａ，Ｂ，Ｃ，有
Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＢＣ）－Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）．
一般地，若Ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为任意ｎ个事件，则有

Ｐ（∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡｊ）＋ ∑

１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡｊＡｋ）＋…＋（－１）ｎ－１　Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）．

例１．２．１　设Ｐ（Ａ）＝１３
，Ｐ（Ｂ）＝１２

，试就以下三种情况分别求Ｐ（Ｂ　Ａ）：

（１）ＡＢ＝；（２）ＡＢ；（３）Ｐ（ＡＢ）＝１８．

解　（１）Ｐ（Ｂ　Ａ）＝Ｐ（Ｂ－ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝１２
；

（２）Ｐ（Ｂ　Ａ）＝Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）＝１６
；

（３）Ｐ（Ｂ　Ａ）＝Ｐ（Ｂ－ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝１２－
１
８＝

３
８．

例１．２．２　设Ａ，Ｂ为随机事件，且Ｐ（Ａ）＝０．７，Ｐ（Ａ－Ｂ）＝０．３，求Ｐ（ＡＢ）．
解　Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（ＡＢ）＝１－［Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ－Ｂ）］＝１－［０．７－０．３］＝０．６．

例１．２．３　设Ａ，Ｂ，Ｃ为三事件，且Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１４
，Ｐ（Ｃ）＝１３

且Ｐ（ＡＢ）＝

Ｐ（ＢＣ）＝０，Ｐ（ＡＣ）＝１１２．
求Ａ，Ｂ，Ｃ至少有一事件发生的概率．

解　Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＢＣ）－Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）
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１．２．３　古典概率

定义１．２．４　若随机试验Ｅ满足如下条件：

９第１章　随机事件与概率
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