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书书书

第１章　线性方程组

在数学里最重要的一个问题可能就是解线性方程组．在科学研究或工业应用中大部

分的数学问题会在某一阶段涉及线性方程组．利用现代数学方法，一个复杂的问题通常

可转化为一个简单的线性方程组．线性方程组是在应用中产生的，广泛涉及商业、经济

学、社会学、生态学、人口统计学、遗传学、电子学、工程学、物理等领域．因此，本书第

１章就从线性方程组开始．

§１．１　线性方程组　高斯消元法与矩阵

一个ｎ元线性方程（ｌｉｎｅａｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｉｎ　ｎｕｎｋｎｏｗｎｓ）是具有如下形式的方程：

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ＝ｂ， （１．１．１）

其中，系数（ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ）ａ１，ａ２，… ，ａｎ 与常数项ｂ均为已知的实数或者复数；ｘ１，ｘ２，

…，ｘｎ 为未知变量；ｎ为正整数．一个线性方程组（ｓｙｓｔｅｍ　ｏｆ　ｌｉｎｅａｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ）或者线性

系统（ｌｉｎｅａｒ　ｓｙｓｔｅｍ）是一个或者几个含相同变量的线性方程的集合．一个含ｍ 个方程的

ｎ元线性方程组形如：

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，



ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ＝ｂｍ，

烅

烄

烆

（１．１．２）

其中，ａｉｊ与ｂｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）都是已知的数．我们称（１．１．２）为ｍ×ｎ
线性方程组．当ｂｉ 全为零时，称为齐次线性方程组．当ｂｉ 不全为零时，称为非齐次线性

方程组．下列都是线性方程组．

（Ａ）
ｘ１＋３ｘ２＝７，

２ｘ１＋ ｘ２＝４．｛ 　　（Ｂ）
ｘ１－ｘ２＝ ２，

－ｘ１＋ｘ２＝－２．｛ 　　（Ｃ）
ｘ１－ｘ２＝２，

ｘ１－ｘ２＝３．｛
方程组的解（ｓｏｌｕｔｉｏｎ）是一组满足方程组的ｎ元有序数组（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）．如果ｎ

元数组（０，０，…，０）满足方程组，就称其为方程组的零解．若方程组的解中含有非零数，

则称其为非零解．方程组的全部解的集合，称为方程组的解集．如（１，２）是方程组（Ａ）的

解，（３，１）是方程组（Ｂ）的一个解．但是方程组（Ｃ）没有解．因为上述三个方程组的每个
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方程在几何上表示平面内的一条直线，求解方程组实际上就是求两条直线的交点．方程

组（Ａ）表示两条直线相交于唯一一点（１，２）．方程组（Ｂ）表示两条直线重合，从而交点有

无穷多个，意味着方程组（Ｂ）有无穷多解．方程组（Ｃ）表示两条直线平行但不重合，所以

无交点，从而方程组无解．这个例子反映了线性方程组的一般事实．

一个线性方程组的解有三种情况：①无解；②有唯一解；③有无穷多解．

注：如果一个线性方程组有唯一解或无穷多解，则称它是相容（ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ）的；如果

无解，则称它是不相容（ｉｎｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ）的．

线性方程组的两个基本问题：

（１）方程组是否有解，即是否至少存在一个解．这是解的存在性问题．
（２）如果解存在，解是否仅有一个．这是解的唯一性问题．

在初等数学中，我们用代入消元法或者加减消元法求解二元和三元线性方程组．容

易发现线性方程组的解完全由未知量的系数与常数项确定．为了更清楚地表达线性方程

组的解与未知量的系数和常数项的关系，我们在本节讨论一般线性方程组求解的高斯消

元法（Ｇａｕｓｓｉａｎ　ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ）．

考虑两个线性方程组：

（Ａ）

２ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＝３，

ｘ２ ＝２，

２ｘ３＝６．

烅

烄

烆

　　（Ｂ）

２ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＝ ３，

－２ｘ１－ ｘ２＋ｘ３＝－１，

２ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＝ ９．

烅

烄

烆
方程组（Ａ）易解，因为从后两个方程立即得到ｘ２＝２，ｘ３＝３．然后把它们代入第一

个方程解得ｘ１＝１．因此方程组（Ａ）的解为（１，２，３）．方程组（Ｂ）看起来要复杂一些．实

际上方程组（Ｂ）与（Ａ）有相同的解．将第一个方程与第二个方程相加得

２ｘ１ ＋２ｘ２ － ｘ３ ＝ ３
－２ｘ１ － ｘ２ ＋ ｘ３ ＝－１

ｘ２ ＝ ２

如果（ｘ１，ｘ２，ｘ３）是方程组（Ｂ）的任一解，则它必满足方程组的每一个方程，

也就一定满足其中任意两个方程相加或者乘以某个常数产生的新方程．自然地，交换两

个方程的位置也不会改变方程组的解．所以ｘ２＝２．

同样地，第三个方程减去第一个方程得

２ｘ１ ＋２ｘ２ ＋ ｘ３ ＝ ９
２ｘ１ ＋２ｘ２ － ｘ３ ＝ ３

２ｘ３ ＝ ６

所以方程组（Ｂ）的解一定是方程租（Ａ）的解．用方程组（Ａ）的第二个方程ｘ２＝２减去

第一个方程，可得方程组（Ｂ）的第二个方程；用方程组（Ａ）的第一个方程加上第三个方

程，可得到方程组（Ｂ）的第三个方程．所以方程组（Ａ）的解是方程组（Ｂ）的解．

因此（ｘ１，ｘ２，ｘ３）是方程组（Ｂ）的解当且仅当（ｘ１，ｘ２，ｘ３）是方程组（Ａ）的解．所以
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两个方程组有相同的解（１，２，３）．

包含相同变量的两个方程组如果有相同的解集，则称它们是等价的（ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ）．

归纳起来，有三种变换作用在一个线性方程组上可以获得与之等价的线性方程组，

我们称这三种变换为线性方程组的初等变换（ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｌｉｎｅａｒ　ｓｙｓｔｅｍ）：

（１）交换方程组中两个方程的顺序．
（２）在一个方程的两端都乘以一个非零的常数．
（３）一个方程的常数倍加在另一个方程上．

只要给定一个线性方程组，我们可以使用这三种变换获得比原方程组更容易求解的

等价线性方程组．从上面的例子中可以看到，方程组（Ａ）比方程组（Ｂ）易求解．原因在于

方程组（Ａ）具有“阶梯形”形式，而方程组（Ｂ）明显就不具备“阶梯形”形式．
阶梯形方程组易解，线性方程组的初等变换作用就是将方程组化成阶梯形．

在运用消元法求解方程组的过程中，参与变换运算的实际上是方程组中各变量的系

数及常数项．
定义１．１．１　 由ｍ×ｎ个（实或复）数ａｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）排成ｍ

行ｎ列的数表

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ

熿

燀

燄

燅
称为ｍ 行ｎ列矩阵（或ｍ×ｎ矩阵），简称矩阵（ｍａｔｒｉｘ）．数ａｉｊ称为矩阵的第ｉ行第

ｊ列元素．
我们常用大写字母Ａ，Ｂ，…表示矩阵．需要表示出它的元素时，可记为Ａ＝（ａｉｊ），

Ｂ＝（ｂｉｊ）等．如果要指明它是ｍ 行ｎ列矩阵，则可用Ａｍ×ｎ、Ａｍｎ 或（ａｉｊ）ｍ×ｎ等记号表示．
当矩阵Ａ 的行数与列数等于ｎ时称为ｎ阶矩阵、ｎ阶方阵或方阵，可表示为Ａｎ 或Ａｎｎ．
特别地，一阶矩阵是由一个元素构成的矩阵．元素ａｉｊ 的位置可用（ｉ，ｊ）表示．

定义１．１．２　一个线性方程组中每个变量的系数及常数项按照它们在方程组中的位

置构成的矩阵，称为方程组的增广矩阵（ａｕｇｍｅｎｔｅｄ　ｍａｔｒｉｘ）．如果只是把方程组中各变

量的系数按照它们在方程组中的位置排成一个矩形阵列，就称之为方程组的系数矩阵

（ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｍａｔｒｉｘ）．

一个增广矩阵与一个方程组一一对应．增广矩阵的一行与一个方程对应．系数矩阵

的行数对应方程组中方程个数，其列数对应方程组未知量个数．方程组中的初等变换就

对应增广矩阵的行之间的相应变换．利用矩阵记号，可以简化求解线性方程组．

例１．１．１　求解线性方程组

ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＝０，

２ｘ２＋ｘ３＝７，

２ｘ１＋ｘ２－ｘ３＝１　．

烅

烄

烆
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解　下面分别采用方程组记号与矩阵记号来描述消元过程，并将结果呈现，可以从

对照中看到运用矩阵的方便性．

ｘ１ －２ｘ２＋ｘ３＝０

２ｘ２＋ｘ３＝７

２ｘ１＋ｘ２ －ｘ３＝１

烅

烄

烆

　　　

１ －２　 １　 ０

０　 ２　 １　 ７

２　 １ －１　１

熿

燀

燄

燅

保留第一个方程中的ｘ１，并且消去其余方程中的ｘ１．注意并不是真正地消去变量

ｘ１，实质上是把ｘ１的系数化为０．把第一个方程的－２倍加到第三个方程上，将计算结

果代替原第三个方程．

ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３＝０

２ｘ２＋ ｘ３＝７

５ｘ２－３ｘ３＝１

烅

烄

烆

　　　

１ －２　 １　 ０

０　 ２　 １　 ７

０　 ５ －３　１

熿

燀

燄

燅

将上述第二个方程的１倍加到第一个方程上，第二个方程的－
５
２
倍加到第三个方程上，

得

ｘ１＋ ２ｘ３＝ ７

２ｘ２＋ ｘ３＝ ７

－
１１
２ｘ３＝－

３３
２

烅

烄

烆

　　　

１　０　 ２　 ７

０　２　 １　 ７

０ ０ －
１１
２ －

３３
２

熿

燀

燄

燅

将上述第三个方程乘以－
２
１１
，把ｘ３的系数化为１，得

ｘ１＋ ２ｘ３＝７

２ｘ２＋ｘ３ ＝７

ｘ３ ＝３

烅

烄

烆

　　　

１　０　２　７

０　２　１　７

０　０　１　３

熿

燀

燄

燅

将上述第三个方程的－１倍加到第二个方程上，消去第二个方程中的变量ｘ３．将第

三个方程的－２倍加到第一个方程上，消去第一个方程中的变量ｘ３．

ｘ１ ＝１

２ｘ２ ＝４

ｘ３＝３

烅

烄

烆

　　　

１　０　０　１

０　２　０　４

０　０　１　３

熿

燀

燄

燅

将上述第二个方程乘以１
２
，把ｘ２的系数化为１．得方程组的解：

ｘ１ ＝１

ｘ２ ＝２

ｘ３＝３

烅

烄

烆

　　　

１　０　０　１

０　１　０　２

０　０　１　３

熿

燀

燄

燅

定义１．１．３　我们把作用在增广矩阵上的对应于线性方程组的三种初等变换称为矩

阵的初等行变换（ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｒｏｗ　ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｍａｔｒｉｘ）：

（１）对换变换———交换矩阵的两行．
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（２）数乘变换———将某行全体元素都乘以某一非零常数．
（３）倍加变换———把某行用该行与另一行的常数倍的和替换，即把另一行的常数倍

加到某行上．

初等行变换可以应用于任意矩阵．

定义１．１．４　两个矩阵如果可以通过一系列的初等行变换进行转化，则称这两个矩

阵是行等价（ｒｏｗ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ）的．

需要注意初等行变换是可逆的．如果两行交换，那么再进行一次交换，它们可以回

到原来的位置．如果一行乘以非零常数ｃ，那么在得到的新行上乘以
１
ｃ
就还原成原来的

行．最后考虑两行的倍加变换，比如说第一行的ｃ倍加到第二行上得到新的第二行，这

个变换的逆就是把第一行的－ｃ倍加到第二行上，其结果是原来的第二行．
一个方程组经初等变换变为一个新的方程组，这个新方程组经过初等变换可以还原

为原方程组．对应地，一个方程组的增广矩阵通过一系列的初等行变换化为一个新方程

组的增广矩阵，这个新增广矩阵可以通过初等行变换化为原来方程组的增广矩阵．最重

要的是，初等行变换前后的方程组的解是相同的．

定理１．１．１　如果两个线性方程组的增广矩阵是行等价的，那么这两个线性方程组

有相同的解．

§１．２　行化简和阶梯形矩阵　解的存在性与唯一性

在第一节中我们已经看到阶梯形方程组容易求解．将方程组化为阶梯形，从矩阵角

度看就是要将方程组的系数矩阵化为“阶梯形”．我们首先介绍包括“阶梯形”矩阵在内的

两类重要矩阵．矩阵的非零行或非零列是指至少包含一个非零元素的行或列；行的非零

首元或首项元素（ｌｅａｄｉｎｇ　ｅｎｔｒｙ）是指非零行中最左边的非零元素．

定义１．２．１　如果一个矩阵满足下列两个性质，则称该矩阵具有阶梯形（ｅｃｈｅｌｏｎ

ｆｏｒｍ），称该矩阵为阶梯形矩阵（ｅｃｈｅｌｏｎ　ｍａｔｒｉｘ）：

（１）所有非零行均在零行之上．
（２）每一行非零首元所在的列，都在上一行非零首元所在列的右边，即非零首元所

在列数随行数增加而严格增加．

如果一个阶梯形矩阵还满足以下条件，则称该矩阵具有行简化阶梯形式（ｒｅｄｕｃｅｄ

ｅｃｈｅｌｏｎ　ｆｏｒｍ），称该矩阵为行最简形矩阵（ｒｅｄｕｃｅｄ　ｅｃｈｅｌｏｎ　ｍａｔｒｉｘ）或Ｊｏｒｄａｎ阶梯形矩

阵：

（３）非零行中的非零首元均为１．
（４）每个非零首元１在其所处的列中是唯一的非零元素．

使用不同顺序的初等行变换，任意一个非零矩阵Ａ 都可以化为不同的阶梯形矩阵，
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这个阶梯形矩阵称为Ａ 的阶梯形．但是从一个矩阵出发，通过不同顺序的初等行变换化

简，得到的行简化阶梯形矩阵是唯一的，从而矩阵有唯一的行最简形．

当矩阵进行初等行变换得到行阶梯形矩阵后，在进一步化简为行最简形的过程中，

非零行的非零首元位置没有变换．根据行最简形的唯一性，在由给定矩阵得到任意阶梯

形矩阵的过程中，非零首元位置相同．

定义１．２．２　矩阵Ａ 的阶梯形中非零首元对应的位置称为Ａ 的主元位置（ｐｉｖｏｔ

ｐｏｓｉｔｉｏｎ），位于主元位置的元素称为主元（ｐｉｖｏｔ），主元所在列称为Ａ 的一个主元列（

ｐｉｖｏｔ　ｃｏｌｕｍｎ）。

我们在求解线性方程组，讨论矩阵代数、行列式、向量空间的过程中，许多基本概

念都与矩阵的主元位置有联系．

例１．２．１　将下列矩阵Ａ 化为阶梯形矩阵，进而化为行最简形，并求Ａ 的主元列．

０ ０ －３　 １　 ６

２ －４　 ３ －４ －１１

－１　 ２ －１　 ２　 ５

３ －６　 １０ －８ －２８

熿

燀

燄

燅
解　最左边第一列是非零列，所以（１，１）位置就是第一个主元位置．对换第一、三

行，这是因为第三行的第一个元素是－１，用它可以将第一列的其余非零元化为零，而且

不涉及分数运算．

－１　 ２ －１　 ２　 ５

２ －４　 ３ －４ －１１

０ ０ －３　 １　 ６

３ －６　 １０ －８ －２８

熿

燀

燄

燅
对上面的矩阵，使用倍加变换将（１，１）位置主元下方的元素都化为零．第一行的２

倍加到第二行、第一行的３倍加到第四行，分别将第二、第四行的第一个元素化为零．

－１　２ －１　 ２　 ５

０　 ０　 １　 ０ －１

０ ０ －３　 １　 ６

０　 ０　 ７ －２ －１３

熿

燀

燄

燅
这个新矩阵的第二行的主元位置必须尽可能地靠左，所以第二行的主元位于第三

列．选定（２，３）位置的元１为第二行的主元．用初等行变换把它下方的元素化为零．将

第二行的３倍加到第三行、将第二行的－７倍加到第四行，得

－１　２ －１　 ２　 ５

０　 ０　 １　 ０ －１

０　 ０　 ０　 １　 ３

０ ０ ０ －２ －６

熿

燀

燄

燅
选定第三行的主元为（３，４）位置的元素１，然后用第三行的２倍加到第四行，将主元

６ 线性代数
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下方的元素化为零．这就得到了矩阵Ａ 的阶梯矩阵．

－１　２ －１　２　 ５

０　 ０　 １　 ０ －１

０　 ０　 ０　 １　 ３

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅
此时该矩阵的主元位置为（１，１），（２，３），（３，４）．我们继续对阶梯形矩阵应用初等行

变换，将主元所在列除主元外的元素化为零并将主元化为１，就得到了矩阵Ａ 的行最简

形矩阵，同时得到了矩阵Ａ 的主元列是第一、三、四列．

１ －２　０　０　 ２

０　 ０　 １　０ －１

０　 ０　 ０　１　 ３

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅

　

□ ＊ ＊ ＊ ＊

０ ０ □ ＊ ＊

０ ０ ０ □ ＊

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅
通过刚才的例子显示，主元是位于主元位置的非零元素．不同的初等行变换顺序，

可生成不同的主元集合．上例中阶梯形矩阵的主元就是－１，１，１．主元的作用是可用初

等行变换中的倍加变换生成零元．

矩阵的行化简算法　应用初等行变换，化矩阵为阶梯形矩阵（行最简形）的一般步骤如下：

（１）从矩阵最左边的非零列开始，主元位置在该列的第一行．如果该位置上的元素

是零元，就应用初等行对换变换把该位置元变为非零元，得到一个主元．
（２）应用初等行变换中的倍加变换将主元下方的元素化为零．
（３）盖住或者忽略含有主元位置的行和它上面所有的行．对余下的子矩阵应用第一

步到第二步就可得到阶梯矩阵．
（４）如果要得到行最简形矩阵，在进行第二步时，就应用初等行变换中的倍加变换

将主元列中除主元外的所有元素化为零并用数乘变换将主元化为１．

我们把上述矩阵的行化简算法应用到方程组的增广矩阵上，将直接得出线性方程组

是否有解，在有解的情况下，还可得出其解集的显式表示．

例１．２．２　求解线性方程组

ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＋ ｘ４＋ ｘ５＝ １，

－ｘ１－ ｘ２＋ ｘ５＝－１，

－２ｘ１－２ｘ２＋ ３ｘ５＝ １，

ｘ３＋ ｘ４＋３ｘ５＝ ３，

ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋４ｘ５＝ ４．

烅

烄

烆
解　首先对增广矩阵用初等行变换化简为阶梯矩阵（或化为行最简形）

７第１章　线性方程组



１　 １　 １　１　１　 １

－１ －１　０　０　１ －１

－２ －２　０　０　３　 １

０　 ０　 １　１　３　 ３

１　 １　 ２　２　４　 ４

熿

燀

燄

燅

→

１　１　１　１　１　１

０　０　１　１　２　０

０　０　０　０　１　３

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅

→

１　１　０　０　０　 ４

０　０　１　１　０ －６

０　０　０　０　１　 ３

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅
我们可以看到线性方程组的系数矩阵的主元列数与增广矩阵的主元列数相等，都为

３．从阶梯矩阵及行最简形矩阵可以分别写出对应的等价线性方程组：

　　　

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ ｘ５＝１，

ｘ３＋ｘ４＋２ｘ５＝０，

ｘ５＝３．

烅

烄

烆

　　

ｘ１＋ｘ２ ＝ ４，

ｘ３＋ｘ４ ＝－６，

ｘ５＝ ３．

烅

烄

烆

（１．２．１）

从上面的方程组可以解出

ｘ１＝４－ｘ２，

ｘ３＝－６－ｘ４，

ｘ５＝３．

烅

烄

烆

（１．２．２）

其中，变量ｘ１，ｘ３，ｘ５与阶梯矩阵的主元位置对应，称为基本变量（ｂａｓｉｃ　ｖａｒｉａｂｌｅｓ）．因

为在行最简形矩阵中，这三个变量分别只在一个方程中出现，可以将它们解出来，用显

式表示．方程组余下的变量ｘ２，ｘ４称为自由变量（ｆｒｅｅ　ｖａｒｉａｂｌｅｓ）．称ｘ２，ｘ４为自由变

量，是因为我们可以自由地选择它们的值．一旦选定，方程组（１．２．２）就可以确定ｘ１，

ｘ３，ｘ５的值，从而得到原方程组的一个解．例如，当取ｘ２＝１，ｘ４＝－１，从（１．２．２）可以

解得ｘ１＝３，ｘ３＝－５，ｘ５＝３，原方程组的一个解为ｘ１＝３，ｘ２＝１，ｘ３＝－５，ｘ４＝－１，

ｘ５＝３．方程组（１．２．２）中的解称为原方程组的通解，因为它给出了所有解的显式表示．
在这个例题里，必须注意到，自由变量的出现，是因为线性方程组的主元列数（主元

列数就是基本变量的个数）少于总的未知量个数．主元列数为３，总的未知量个数为５，

所以剩下的两个未知量就自然地成为了自由变量．自由变量的个数等于总未知量个数减

去基本变量个数，也就是等于总未知量个数减去主元列数的差值．
通解（１．２．２）中的表示是解集的参数表示，自由变量作为参数出现．求解一个方程

组就相当于找到解集的参数表示或者空集．在方程组有解时，且有自由变量，则解集就

可以有多种参数表示．如在（１．２．１）中，我们可以把ｘ１，ｘ３当作参数变量，求出用ｘ１，

ｘ３表示的ｘ２，ｘ４，ｘ５．我们也可以得到方程组通解的显式表达ｘ２＝４－ｘ１，ｘ４＝－６－

ｘ３，ｘ５＝３．方程组无解时，解集没有参数表示．
例１．２．３　求解线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＝ １，

－ｘ１－ｘ２＋ ｘ５＝－１，

－２ｘ１－２ｘ２ ＋２ｘ５＝ １，

ｘ３＋ｘ４＋３ｘ５＝ ３，

ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋４ｘ５＝ ４　．

烅

烄

烆

８ 线性代数



解　首先对增广矩阵用初等行变换化简为阶梯矩阵（或化为行最简形）

１　 １　 １　１　１　 １

－１ －１　０　０　１ －１

－２ －２　０　０　２　 １

０　 ０　 １　１　３　 ３

１　 １　 ２　２　４　 ４

熿

燀

燄

燅

→

１　１　１　１　１　１

０　０　１　１　２　０

０　０　０　０　１　３

０　０　０　０　０　３

０ ０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅
从阶梯矩阵写出对应的等价线性方程组：

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＝１，

ｘ３＋ｘ４＋２ｘ５＝０，

ｘ５＝３，

０＝３．

烅

烄

烆
其中出现了一个矛盾方程０＝３，对任意的变量取值，都不可能满足这个方程，所以原方

程组无解．这个现象也反映出系数矩阵的主元列数与增广矩阵的主元列数不等，系数矩

阵的主元列比增广矩阵的主元列少１．

类似于例１．２．２和例１．２．３，对任意一个线性方程组，运用初等行变换将其增广矩

阵化为阶梯形（行最简形），再写出对应的等价方程组，依据等价方程组是否没有包含矛

盾方程，可以判断方程组有无解．我们可以得到下面的定理．

定理１．２．１　一个线性方程组有解当且仅当增广矩阵的最右边一列不为主元列，即

当且仅当增广矩阵的阶梯形式没有如下形式的行：

［０　…　０　ｂ］，

其中ｂ不为零．
在线性方程组有解时，如果没有自由变量，则方程组有唯一解；如果至少有一个自

由变量，则方程组有无穷多解．

我们利用系数矩阵与增广矩阵的主元列数，可以将上面的定理重新叙述如下：

定理１．２．２　一个线性方程组有解当且仅当系数矩阵与增广矩阵有相同的主元列

数．在线性方程组有解时，如果主元列数等于未知量个数，则方程组有唯一解；如果主

元列数少于未知量个数，则方程组有无穷多解．

推论１．２．１　齐次线性方程组一定有解．ｍ×ｎ的齐次线性方程组只有零解当且仅

当其系数矩阵的主元列数等于未知量个数ｎ．ｍ×ｎ的齐次线性方程组有非零解当且仅

当其系数矩阵的主元列数小于未知量个数ｎ．
推论１．２．２　若ｍ＜ｎ，则ｍ×ｎ的齐次线性方程组有非零解．
下面的步骤概括了如何求出并表示线性方程组的所有解．

使用初等行变换求解线性方程组的步骤如下：

（１）写出方程组的增广矩阵．
（２）使用初等行变换法得到等价的阶梯矩阵．判定方程组是否有解．如果无解，则

停止；否则，进行下一步．

９第１章　线性方程组



（３）继续进行初等行变换化简，得到行最简形．
（４）写出行最简形矩阵对应的线性方程组．
（５）改写第四步得到的每个非零方程，将其中的基本变量显式表示出来，得到方程

组的解．

我们将在第４章向量空间中继续揭示方程组有无解的判定，以及方程组有无穷多解

时解的结构．

＊§１．３　线性方程组的应用

§１．３．１　经济学中的线性方程组

假设一个经济系统的经济分为很多行业，例如制造业、服务行业、通信业和娱乐行

业等，一个经济实体的经济分为很多部门．我们知道每个部门一年的总产出，并准确了

解其产出如何在经济的其他部门之间分配或交易．把一个部门产出的总货币价值称为该

产出的价格．诺贝尔奖获得者———经济学家列昂惕夫（Ｗａｓｓｉｌｙ　Ｌｅｏｎｔｉｅｆ）①教授对投入产

出模型证明了下面的结论：

存在赋给各部门总产出的平衡价格，使得每个部门的投入与产出都相等．

下面的例题说明如何求平衡价格．

例１．３．１　商品交换的经济模型．

假设一个原始社会的部落中，人们从事三种职业：农业生产、工具和器皿的手工制

作、缝制衣物．最初，假设部落中不存在货币制度，所有的商品和服务均进行实物交换．

我们记这三类人为Ｆ，Ｍ，Ｃ，假设农民Ｆ 留他们收成的一半给自己、
１
４
收成给手工业

者、１
４
收成给制衣工人．手工业者将他们的产品平均分成三份，每一类成员得到

１
３．

制

衣工人将一半的衣物给农民，并将剩余的一半平均分给手工业者和他们自己．综上所

述，可得如下表格：

　 Ｆ　 Ｍ　 Ｃ

Ｆ １
２

１
３

１
２

Ｍ １
４

１
３

１
４

Ｃ １
４

１
３

１
４

该表格的第一列表示农民生产产品的分配，第二列表示手工业者生产产品的分配，

０１ 线性代数

① Ｗａｓｓｉｌｙ　Ｗ　Ｌｅｏｎｔｉｅｆ．Ｉｎｐｕｔ－Ｏｕｔｐｕｔ　Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ［Ｊ］．Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ　Ａｍｅｒｉｃａｎ，１９８７（１０）：１５－２１．



第三列表示制衣工人生产产品的分配．
当部落规模增大时，实物交易系统就变得非常复杂，因此，部落决定使用货币系统．

对这个简单的经济体系，我们假设没有资本的积累和债务，并且每一种产品的价格均可
以反映实物交换系统中产品的价值．问题是，如何给三种产品定价，就可以公平地体现
当前的实物交易系统．

解　这个问题可以利用经济学家列昂惕夫提出的经济模型转化为线性方程组．对这
个模型，我们令ｘ１为所有农产品的价值，ｘ２为所有手工业产品的价值，ｘ３为所有服装的

价值．由表格的第一行，农民获得的产品价值是所有农产品价值的
１
２
，加上１

３
的手工业

产品的价值，再加上１
２
的服装价值．因此，农民总共得到的产品价值为

１
２ｘ１＋

１
３ｘ２＋

１
２ｘ３＝ｘ１．

利用表格的第二行，将手工业者得到和制造的产品价值写成方程，我们得到第二个
方程

１
４ｘ１＋

１
３ｘ２＋

１
４ｘ３＝ｘ２．

最后利用表格的第三行，我们得到
１
４ｘ１＋

１
３ｘ２＋

１
４ｘ３＝ｘ３．

这些方程可写成齐次方程组：

－
１
２ｘ１＋

１
３ｘ２＋

１
２ｘ３＝０

，

　
１
４ｘ１－

２
３ｘ２＋

１
４ｘ３＝０

，

　
１
４ｘ１＋

１
３ｘ２－

３
４ｘ３＝０．

烅

烄

烆
该方程组对应的增广矩阵的行最简形为

１　０ －
５
３ ０

０　１ －１　 ０
０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅

．

它有一个自由变量ｘ３．令ｘ３＝３，我们得到解（５，３，３），并且通解包含所有（５，３，
３）的倍数．由此可得，变量应按下列的比例取值：

ｘ１∶ｘ２∶ｘ３＝５∶３∶３．
这个简单的系统是封闭的列昂惕夫生产－消费模型的例子．列昂惕夫模型是我们理

解经济体系的基础．现代应用则会包含成千上万的经济实体，并得到一个非常庞大的线
性方程组．

例１．３．２　假设一个城镇有三个主要生产企业：煤矿、电厂、钢铁公司组成它的经济
系统，每个行业的产出在各个行业中的分配如下表所示，每一列中的元素表示占该行业
总产出的比例．

１１第１章　线性方程组



一个简单的经济系统

产出分配

煤矿 电厂 钢铁公司
购买者

０．０ ０．４　 ０．６ 煤矿

０．６　 ０．１　 ０．２ 电厂

０．４　 ０．５　 ０．２ 钢铁公司

以第三列为例，钢铁公司的总产出分配如下：６０％ 分配到煤矿，２０％ 分配到电厂，
余下２０％ 分配到钢铁公司（钢铁公司把这２０％当做部门运营所需的投入）．因考虑了所
有的产出，所以每一列的小数加起来必须等于１．

把煤矿、电厂、钢铁公司每年总产出的价格（即货币价值）分别用ｐＣ，ｐＥ 和ｐＳ表
示．试求使得每个行业的投入与产出都相等的平衡价格．

解　沿列可以看出每个行业的产出分配到何处，沿行则可以看出这个行业的所需的
投入．例如，第一行说明煤矿接收（购买）了４０％ 的电厂产出和６０％ 的钢铁公司产出，
由于电厂和钢铁公司的总产出价格分别是ｐＥ，ｐＳ，因此煤矿必须分别向电厂和钢铁公
司支付０．４ｐＥ 和０．６ｐＳ元．煤矿的总支出为０．４ｐＥ＋０．６ｐＳ．为了使煤矿的收入ｐＣ等于
它的支出，所以

ｐＣ＝０．４ｐＥ＋０．６ｐＳ．
交易表格的第二行说明了电厂分别要向煤矿、电厂、钢铁公司各部门支付０．６ｐＣ，

０．１ｐＥ，０．２ｐＳ．因此电厂的收支平衡条件是
ｐＥ＝０．６ｐＣ＋０．１ｐＥ＋０．２ｐＳ．

交易表格的第三行导出了最后一个收支平衡条件

ｐＳ＝０．４ｐＣ＋０．５ｐＥ＋０．２ｐＳ．
综合上面三个方程得到一个线性方程组：

ｐＣ－０．４ｐＥ－０．６ｐＳ＝０，

－０．６ｐＣ＋０．９ｐＥ－０．２ｐＳ＝０，

－０．４ｐＣ－０．５ｐＥ＋０．８ｐＳ＝０．
烅
烄

烆
用初等行变换将增广矩阵化为行最简形（为简单起见，保留两位小数），即

１ －０．４ －０．６　０
－０．６　 ０．９ －０．２　０
－０．４ －０．５　 ０．８　 ０

熿

燀

燄

燅
→
１　０ －０．９４　０
０　１ －０．８５　０
０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅
．

写出方程组的通解：ｐＣ＝０．９４ｐＳ，ｐＥ＝０．８５ｐＳ，其中ｐＳ为自由变量．每个ｐＳ的取
值都确定一个平衡价格的取值．如果我们取ｐＳ 为１００万元，则ｐＣ＝９４万元，ｐＥ＝８５
万元．换句话说，如果煤矿产出价格为９４万元，则电厂产出价格为８５万元，钢铁公司
产出价格为１００万元，那么每个行业的收入和支出相等．

２１ 线性代数
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