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Chapitre 1 Rappels: Quelques

équations résolubles

f'(@) =a(@)f(z) et [fl(z)=a(x)f(z)+b(z)

Ce sont des équations tres simples du premier ordre. L’ordre d’une

équation différentielle est 'ordre de dérivation le plus grand apparaissant
dans I'équation. Ici les équations contiennent la dérivée de f, mais pas de
dérivée d'ordre plus grand. Ce sont donc des équations d’ordre 1.

Les équations f’(x) = a(z)f(z), ol a est une fonction donnée, sont des
exemples d’équations différentielles linéaires homogénes. Ces équations
se caractérisent par le fait que ’ensemble de ses solutions est un espace vec-
toriel. Autrement dit, si f1 et fo sont solutions, alors pour deux constantes
quelconques A1, A9, la fonction A; fi + A2 f2 est encore solution.

Les équations f’(z) = a(x)f(x) + b(z), ou b est aussi une fonction
donnée, sont plus générales. Ce sont des exemples d’équations différentielles
linéaires. Leur ensemble de solutions n’est plus un espace vectoriel (sauf
si b est la fonction nulle). En revanche, c’est un espace affine. Cela signifie:
Si f est solution de I'équation f'(z) = a(x)f(xz) + b(x), et h est solution
de son équation homogene associée h'(z) = a(z)h(x), alors f + h obéit a
(f+h)(z) =a(z)(f + h)(z) + b(z) et on a encore une solution. Toutes les
solutions s’écrivent d’ailleurs sous la forme f + h.

Voici une autre propriété remarquable des équations linéaires: elles per-
mettent la méthode de la superposition des solutions. Sur 'exemple de
f'(z) = a(z) f(x) + b(z), cela signifie ceci: Si on sait que

{ fi(@)=a(z) fi(z) + bi(z)

fao(z) =a(z) f2(z) + b2(x)

alors, par addition des équations, on obtient que la fonction f; + f est une
solution de I'équation linéaire f’ = af + (b + b2). Dans cette notation,
nous avons supprimé la variable; ’égalité est maintenant une égalité entre
la fonction f’ et la fonction af + (b1 + b2).
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Théoréme. Soit I un intervalle de R et a : I — R une fonction con-
tinue. La fonction f : I — R est solution de l’équation linéaire homogeéne
f'=af si et seulement s’il existe une constante ¢ € R telle que

vz e I, f(z) = ceA®), avec A' = a

Pour résoudre f’ = af, il faut chercher une primitive A de a. Comme a
est supposée continue, une telle primitive existe. En effet, nous avons appris
que pour toute fonction continue, il existe une primitive. Le théoréme reste
vrai si la fonction a posséde une primitive (sans que a soit continue).

Comme ¢ peut prendre toutes les valeurs réelles possibles, ’ensemble
des solutions est infini. C’est en fait un espace vectoriel de fonctions. Sa
dimension est 1. Il est engendré par la fonction x — e4(®),

Dans certains cas, on peut s’intéresser plus généralement aux solutions
de f’' = af & valeurs complexes. On cherche alors les solutions f : I — C.
Le théoreme ci-dessus s’applique encore: il suffit de prendre la constante c
dans le corps complexe C. Encore plus généralement, la fonction a peut
aussi étre a valeurs dans C. Alors, le théoreme est encore vrai: la primitive
A devient alors aussi une fonction a valeurs complexes, et 'exponentielle du
théoreme doit étre interprétée comme une exponentielle complexe.

A partir d’ici, le symbole K désigne R ou C. Dans ce qui suit, nous
considérons des équations dont les inconnues et les fonctions données sont
des fonctions a valeurs dans K (c’est-a-dire: 1’ensemble d’arrivée est K).
Cela évite de faire la distinction entre les réels et les complexes. En revanche,
il est bien clair que les ensembles de départ sont toujours des intervalles de
R.

Théoreme. Soit I un intervalle de R et a,b : I — K deuz fonctions
continues. La fonction f : I — R est solution de [’équation linéaire ho-
mogéne f' = af + b si et seulement s’il existe une constante ¢ € K telle
que

vezel, f(z)=cet® +p(z), avec A'=a et p(z)= [/ b(:z:)e_A(T)d'x] eA@

Ici /b(x)e_A(I)da: désigne une primitive quelconque de la fonction z +—

b(z)e=AE),
La fonction p est appelée “solution particuliére”. Elle vérifie p’ = ap+b.
Pour en trouver une (car elle n’est jamais unique), on peut appliquer la
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méthode de la “variation de la constante”: on cherche une solution de la

forme p(z) = c(z)ed®),

qui ressemble a la forme des solutions de ’équation
homogene associée, mais ou la constante ¢ a été remplacée par une fonction.
¢(x). L'équation différentielle p’ = ap + b impose alors ¢ (x)eA®) = b(z).
On est ensuite mené au résultat du théoreme.

Le théoréeme sur la résolution de f' = af + b nous dit en particulier
que l'ensemble des solutions est un espace affine de dimension 1, et que sa
direction est 'espace des solutions de I'équation homogene h' = ah.

En théorie des équations différentielles, un probleme de Cauchy consiste
en une (ou plusieurs) équation(s) différentielle(s) et une (ou plusieurs) con-
dition(s) initiale(s). Résoudre ce probleme de Cauchy signifie trouver toutes
les solutions de I’équation différentielle qui obéissent a la condition initiale.

Théoréme. Soit I un intervalle de R et a,b : I — K deuz fonctions
continues. On donne xo € I et yg € K. Alors il existe une seule solution du
probléme de Cauchy

{ f'(z)=a(z)f(z) + b(z)
f (o) =yo.

Preuve. Nous savons que les solutions f de ’équation f' = af + b sont
exactement de la forme

f(z) = ce®® + p(x)

ou A est une primitive fixée de a, et p une solution particuliere fixée. Le
symbole ¢ désigne ici une constante dans K. Or on veut également yo =
f(z0) = ceA®0) 4 p(zg) et donc ¢ = e~ A@0) [y — p(z0)] est unique.

f(x)

Exemple. Résoudre le probléme de Cauchy f'(z) = Y + 222 avec
f(1) = 0. L’équation homogene a pour solutions h(z) = cx. Par la méthode
de la variation de la constante, on trouve ¢(z)z = 2z? et on peut choisir
c(z) = 2. Donc p(z) = z* est une solution particuliére, et les solutions de
I'équation sont exactement f(z) = cx + z3. Comme il faut f(1) = 0, on

trouve 0 = ¢ + 1. La fonction cherchée est alors | f(z) = 2% — z|.

pf"(x) +qf'(x) +rf(z) =0

C’est la plus simple des équations linéaires homogenes d’ordre 2.

Ici p.q,r sont trois constantes dans K. Il est naturel de supposer p
non nul, car sinon on se ramene a un cas particulier des équations linéaires
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homogenes d’ordre 1. Le théoreme de résolution pour cette équation est
plus simple a énoncer pour C que pour R. Nous commengons par cette
situation.

Théoréme. Soient p,q,r trois constantes dans C. On note A le dis-
criminant de l’équation caractéristique pu® + qu+1r = 0.

Si A # 0, on note py,ps les deux solutions complexes de l'équation
caractéristique. La fonction f : R — C est solution de pf"”" + qf' +rf =0
st et seulement s’il existe deuxr constantes complexes cq,co telles que

VI & R,f(f]'/‘) — Cleﬂlfl + C2e/1,2;p

St A = 0, on note p l'unique solution complere de [’équation car-
actéristique. La fonction f est solution de pf" +qf'+rf = 0 si et seulement
s'il existe deux constantes complexes cy,co telles que

Vr € R, f(x) = c1e"* + cozel”

—q+\/Z —q-\/Z
2p 2p

On rappelle que {1, p2} = { }, I'ordre n’ayant pas
d’importance. Bien entendu, A = ¢% — 4pr, et v/A désigne I'une des deux
racines carrées complexes du discriminant A. Si A = 0, on se souvient que
PPrp. |
2p

Pour trouver les solutions a valeurs réelles, lorsque p, ¢, r sont des con-
stantes réelles, on peut utiliser ce théoreme. En effet, on peut voir p,q.r
comme des nombres complexes et considérer I'ensemble de toutes les solu-
tions f : R — C. Il suffit ensuite de garder, parmi celles-ci, les fonctions
dont toutes les valeurs sont réelles. Cela donne le théoreme ci-dessous:

Théoréme. Soient p,q,r trois constantes dans R. On appelle A le
discriminant de |’équation caractéristique pu® + qu +1r = 0.

Si A > 0, on note pi,ps les deux solutions réelles de l’équation car-
actéristique. La fonction f: R — R est solution de pf” +qf' +rf =0 si et

seulement s’il existe deux constantes réelles ¢y, cy avec
Vz € R, f(x) = c1eM* + coet?”

St A = 0, on note p l'unique solution réelle de l’équation caractéristique.
La fonction f est solution de pf" + qf' +rf = 0 si et seulement s’il existe
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deuz constantes réelles c1,co avec
Vr € R, f(z) = c1e"* + coxe!”

St A < 0, on note a + i3 les deuz solutions complexes conjuguées de
I'équation caractéristique. La fonction f : R — R est solution de pf”+qf'+
rf =0 si et seulement s’il existe deux constantes réelles cy,co avec

Vr € R, f(z) = ¢1€%* cos Bz + o™ sin [z

Ces théoremes nous disent en particulier que ’ensemble des solutions
est toujours un espace vectoriel sur K. La dimension de cet espace vectoriel
est égale & 2 (la dimension est souvent égale a I'ordre de I’équation). Les
deux théorémes précédents nous fournissent un exemple concret d’une base
de cet espace vectoriel de dimension 2. Par exemple, si p, g, sont réels avec
A < 0, et que a £ i3 sont les solutions de 1’équation caractéristique, alors
la famille & deux fonctions

(z — €T cos Bz, T +— e**sinfz)

est une base de 'espace vectoriel des solutions.
Théoréme. Soient a,b,c trois constantes dans K. Soit xg € R, et
Yo, 20 € K. Alors le probléme de Cauchy

pf"+aqf +rf=0
f(zo0) =vo
f'(x0) = 20
posséde une solution unique.
Preuve. Nous savons que les solutions sont toutes de la forme

f(z) = c191(z) + caga(x), o g1, g2 sont deux fonctions R — C (précisées
par le théoréme de résolution). Les deux conditions initiales imposent alors

{ c191(xo) + c2g92(z0) =Yo
191 (o) + c2g5(x0) = 20

Il faut montrer que ce systéme possede une solution unique (cj,c2). Cela
revient a montrer que

g1(z0) g2(xo)
det [ di(z0) gh(zo) ] 70
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Lorsque A # 0, on trouve

/

g1(z0) ga(wo)
det [ g1 (o)  g5(zo) ]

e;tl xo 6#2 o
t

#16#110 u2e”2$0 ] :(N2 = ul)e(ﬂ*l +l"2)-130 #0

Lorsque A = 0, on trouve

o Hao
det [ 91(z0)  g2(x0) ] :det[ € zoe ] _ 20 4

91(x0)  g5(wo) pehto el 4 pppetto

Comme les p, ¢, 7 sont aussi des nombres complexes, on sait déja
qu’il existe une seule fonction f : R — C qui vérifie le probleme de Cauchy.
Il reste & montrer que ’ensemble d’arrivée de f est bien R. Nous savons que
f est solution de pf” + qf’ + rf = 0. Comme p, q,r sont réels, on trouve
apres conjugaison de I’équation qu’on a pf” + qf’ + rf = 0. Autrement
dit, f est aussi solution de I’équation différentielle. Comme yyg, 2y sont réels,
cette fonction vérifie aussi f(xo) = yo et f'(zo) = 20. Donc f et f sont deux
fonctions vérifiant le méme probléme de Cauchy sur C. Or nous savons déja
qu’un probléme de Cauchy admet une solution unique. Donc f et f sont
égales, ce qui veut dire Vz € R, f(z) = f(z) ou encore Vz € R, f(z) € R.

pf"(x) + qf'(x) + rf(z) = b(z)

Contrairement a I’équation précédente, ce n’est plus une équation linéaire

homogene d’ordre 2; c’est une équation linéaire d’ordre 2. Pour la résoudre,
il suffit de trouver une solution particuliere s de 1’équation. Toutes les so-
lutions sont alors de la forme s + h, ou h est une solution quelconque de
I’équation homogene associée ph” + qh' + rh = 0.

Il y a des méthodes pour trouver s(z) lorsque b(x) prend une forme
spéciale (polynéme ou produit exponentielle-polynéme). Nous les avions
rencontrées dans notre cours de premiere année.

Dans ce qui suit, nous donnons une méthode plus générale pour trouver
une solution particuliere.

Nous savons que les solutions de 1'équation homogene sont de la forme
c1hy + cahg, ou ¢, ¢y sont des constantes dans K et (hy, hy) une base de
I'espace vectoriel des solutions homogenes. Nous cherchons une solution s
particuliere de 1’équation avec membre de droite, avec s de la forme

s(x) = er1(x)hy(x) + ea(x)ha(x)

Autrement dit, les constantes ¢;, ¢y varient maintenant. C'est “la vari-



