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Vorwort

Gegenwirtig besteht in vielen Industriezweigen, vor allem in der Elektrotechnik und
Elektronik, ein groBes und wachsendes Interesse an statistischen Methoden fiir die Zu-
verlassigkeitsanalyse. Die Theorie bietet eine Fillle von Modellen, Ansitzen und Metho-
den, aber sie sind vorwiegend im internationalen Schrifttum der mathematischen Statistik
zu finden und deshalb dem Praktiker nicht leicht zugdnglich. In den allgemein bekannten
Lehrbiichern zur mathematischen Statistik sind diese Methoden kaum enthalten; denn
zur Zuverldssigkeitsanalyse werden Wahrscheinlichkeitsmodelle benétigt, die in den
iiblichen Anwendungen keine groBe Rolle spiclen. Auch mit unvollstindigen Stichproben
wird sonst selten gearbeitet. So entstand der Wunsch nach einer zusammenfassenden
Darstellung der wichtigsten Methoden fiir die statistische Zuverldssigkeitsanalyse und die
Auswertung von Lebensdaueruntersuchungen. Diesem Wunsch versuche ich mit dem
vorliegenden Buch zu entsprechen.

Zuerst mufite ich aus der Vielzahl der Konzepte und Methoden jene auswihlen, die
bereits angewandt werden oder sich dafiir eignen. Was sich schlieBlich durchsetzt, hingt
ja nicht nur von den theoretischen Eigenschaften eines speziellen Verfahrens ab, sondern
von vielen weiteren Gesichtspunkten, wie Einfachheit und Durchsichtigkeit der heuristi-
schen Motivation. Ob die in diesem Sinne getroffene Auswahl gut ist, wird die kiinftige
Anwendung zeigen. Ein diesbeziiglicher wichtiger Komplex wurde nicht behandelt: die
belastungsabhiangigen Modelle. Sie hitten den Rahmen des Buches stark erweitert.
AuBerdem befindet sich die damit verbundene Methodik gegenwiirtig in einer so stiirmi-
schen Entwicklung, dal} in den nichsten zwei bis drei Jahren mit entscheidenden Bei-
trigen zu rechnen ist, die erst spiter in einem Buch aufgenommen werden konnen.

Eine wichtige Frage ist die nach den beim Leser vorhandenen Vorkenntnissen : Wieweit
muf und darf vereinfacht werden? Was ist in einleitenden Abschnitten zu behandeln? Bei
ihrer Beantwortung spielte natiirlich meine personliche Erfahrung eine groBie Rolle. Ich
stellte mir den Leser dieses Buches etwa als einen Ingenieur mit Hochschulabschluf vor,
der auf dem Gebiet der mathematischen Statistik Autodidakt ist, einige Methoden an-
wendet und halbwegs kennt, der aber im Laufe der Zeit auch manches vergessen hat. Ver-
mutlich hat er keine Zeit, das Buch von A bis Z durchzuarbeiten. Er wird sich also auf die
ihn interessierenden Abschnitte beschrinken. Um diesem Leser entgegenzukommen,
wahlte ich eine moglichst wenig formale und keine mathematisch strenge Darstellungs-
weise. Beweise sind immer weggelassen; dafiir wurden genaue Literaturhinweise ein-
gefiigt. Wo moglich, wurden Zahlenbeispicle angegeben und Zusammenhinge in Worten
und durch Bilder verdeutlicht. Manche Methode, deren Anwendung ohnehin die Mit-
arbeit eines Mathematikers erfordert, wurde nur knapp behandelt. Ein solcher Fall ist
z.B. die Maximum-Likelihood-Schitzung der Parameter der Weibull-Verteilung. Dort
sind auch keine Zahlenbeispiele angegeben, und benétigte Naherungsverfahren werden
nur in den Grundziigen angedeutet (die Programmbibliotheken der verschiedenen Inter-
essenten bieten sowieso unterschiedliche Mglichkeiten). Alle Bemithungen um Einfach-
heit durften aber die beschriebenen Methoden nicht soweit entstellen, daB ihre Einord-
nung in die verschiedenen Konzepte der mathematischen Statistik unkenntlich wird.
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Daher muBte beim Leser doch eine gewisse Ubung im Umgang mit den statistischen
Denk- und SchluBweisen vorausgesetzt werden. Um hier auch dem weniger informierten
Leser zu helfen, wurde der Abschn. 3., der eigentlich eine Einfithrung ist, in das Manu-
skript aufgenommen. Ein versierter Leser kann die entsprechenden Seiten ignorieren.

Die meisten Methoden, die behandelt werden, sind in den letzten 20 Jahren entstanden.
Einige sind sogar sehr jung, und es gibt Probleme, deren L&sung bis heute noch nicht
vorliegt. Der aufmerksame Leser wird daher Liicken finden, die in einigen Jahren viel-
leicht (besser: hoffentlich) geschlossen sind. Es bleibt zu sagen, dall die Fachliteratur
etwa bis zum Jahre 1979 ausgewertet wurde und dal} die Literaturauswahl sich auf die
wesentlichen Publikationen zu den einzelnen Fragen beschrankt. Mit Leichtigkeit hitten
noch einige hundert Literaturstellen zitiert werden kénnen ; das aber ist nicht die Aufgabe
eines solchen Buches.

Die kritische Durchsicht der ersten Fassung durch einige Fachkollegen war mir eine
grof3e Hilfe bei der Erarbeitung des endgiiltigen Manuskripts. Zu Dank verpflichtet fiihle
ich mich vor allem den Herren Prof. Dr. H. Bandemer, Dipl.-Ing. J. Jéstel und Dipl.-Ing.
J. Windel. Ihre griindliche Durchsicht forderte manchen Mangel des Manuskripts zutage.
Gleichzeitig méchte ich Frau G. Rietze fiir die sorgfaltige Abschrift des Manuskripts
danken.

Unzuldnglichkeiten und Fehler des Buches gehen natiirlich allein zu meinen Lasten,
und ich werde fiir Kritiken und Hinweisc stets dankbar sein.

Berlin, im Juli 1981 Gisela Hértler
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Die wichtigsten Formelzeichen

(HilfsgréBen und Symbole, die nur in einem Abschnitt vorkommen, sind nicht aufgefiihrt.)

a

A

b

B

Ba, b)

B, (a, b)
Cov (t;, t)
D,

E@)

Si)

F(1)
F(my, my)
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h(t)

H

I

Kll, &

L(6O)
L'(®)

g

H

N (u, %)
N; (u, 0*)
p

p (@Ill LR |
P(A)
Po(®)

Parameter der Beta- und Weibuil-Verteilung
zufalliges Ereignis

Parameter der Beta- und Gammaverteilung
zufalliges Ereignis

Symbol der Betaverteilung mit den Parametern a, b
Symbol eines Quantils der Betaverteilung

Kovarianz der ZufallsgréBen ¢, und ¢;

PriifgréBe beim Test von Kolmogorov
Erwartungswert der ZufallsgréBe ¢
Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsgréfie ¢
Wabhrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroBe ¢
Symbol der F-Verteilung mit m,, m, Freiheitsgraden
Symbol eines Quantils der F-Verteilung

Ausfallrate

Hypothese

[nformation

kritischer Wert beim Test von Kolmogorov
Likelihood-Funktion des Parameters O

relative Likelihood-Funktion des Parameters &

auf den Ursprung bezogenes Moment k-ter Ordnung
Stichprobenumfang

Symbol der Normalverteilung mit den Parametern g, ¢
Symbol eines Quantils der Normalverteilung
Wahrscheinlichkeit

t,) A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsdichte
Wahrscheinlichkeit des zufalligen Ereignisses A
Operationscharakteristik

Anzah! der Ausfille

als Beendigungsregel vorgegebene Anzahl von Ausfallen
Uberlebenswahrscheinlichkeit. Zuverlissigkeit
Stichprobenraum

summierte Lebensdauer

Schiefe

ZufallsgréBe

ZufallsgréBe

Realisierung der ZufallsgroBe ¢

Modalwert

Quantil der Zufallsgrofe ¢

Median der ZufallsgréBe #
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Lageparameter (kleinstméglicher Wert)
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Beobachtungsdauer
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1. Mathematische Grundbegriffe

Die Zuverlissigkeitstheorie beruht weitgehend auf Modellen und Methoden der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Die Zuverlissigkeitsanalyse von Erzeugnissen bendtigt dariiber
hinaus noch das Instrumentarium der mathematischen Statistik. Das Hauptanliegen
dieses Buches besteht darin, eine Zusammenstellung der wichtigsten Methoden der
mathematischen Statistik fiir die praktische Zuverldssigkeitsanalyse zu geben. Dazu wer-
den beim Leser Kenntnisse auf den Gebieten Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathe-
matische Statistik bendtigt, wie sie etwa in den Biichern von Gnedenko, Beljajew, Solow-
jew [1], Gnedenko [2] und Storm [3] vermittelt werden. Viele Leser, vor allem solche, die
in der Praxis Zuverldssigkeitsuntersuchungen durchfiihren, haben sich Grundkenntnisse
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematischen Statistik bereits vor lingerer Zeit
angeeignet. Um ihnen den Zugang zu dem hier gebotenen Stoff etwas zu erleichtern, wer-
den im ersten Abschnitt einige Begriffe und Zusammenhinge kurz erldutert. Der fort-
geschrittene Leser kann diesen Teil iiberblittern. Fiir Leser ohne einschligige Vorkennt-
nisse wird er dagegen nicht ausreichen. Thnen ist das Studium weiterer Literatur, etwa
Storm [3], zu empfehlen. Der erste Abschnitt soll gleichzeitig der Sprachregelung in die-
sem Buch dienen. Hier werden spéter bendtigte Grundbegriffe und Bezeichnungen ein-
gefithrt. AuBerdem werden einige Wahrscheinlichkeitsverteilungen (Verteilungen von
RanggréBen, asymptotische Extremwertverteilungen) dargestellt, die bei Zuverlassigkeits-
analysen erforderlich sein kénnen, aber in der deutschsprachigen Fachliteratur nur am
Rande behandelt werden. So ist der erste Abschnitt nicht als mathematisches Fundament
des folgenden gedacht; dazu wire weit mehr erforderlich. Er ist einfach die Heranfiihrung
des Lesers an den Stoff, wobei einige fiir die Zuverléssigkeitsanalyse wichtige, aber selten
behandelte Wahrscheiniichkeitsverteilungen beschrieben werden, die nicht zu den im
Abschn. 2. beschriebenen speziellen Wahrscheinlichkeitsmodellen gehéren.

1.1. Zufillige Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Jeder Vorgang, der zu mehreren, einander ausschlieBenden und nicht vorhersagbaren
Ergebnissen ,, w,, ... fithren kann, wird als ein Experiment mit zufalligem Resultat,
kurz als ein zufilliges Experiment, bezeichnet. Bekannte Beispiele sind: Werfen einer
Miinze, Wiirfeln, Gliicksspiele. Auch das Betreiben cines technischen Systems, das
stérungsanfillig ist, kann in einem festen Zeitraum zum Ausfall oder nicht zum Ausfall
fithren, ist also mit einem zufilligen Experiment vergleichbar.

Es sei £2 die Menge aller moglichen Ergebnisse des betrachteten zufilligen Experiments.
Beim Wiirfeln besteht {2 aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6. Bei dem in einem festen Zeitraum
arbeitenden und nicht reparierbaren System kénnten die beiden Zustiinde ,,ausgefallen*
und ,,nicht ausgefallen” diec beiden einzigen Elemente von 2 sein. In einem anderen Fall
konnte £2 die Menge aller moglichen Ausfallzeitpunkte eines Elements von der Inbetrieb-
nahme an bedeuten. Aligemein gesehen kann 2 ¢ine endliche Menge (wie beim Wiirfeln),
eine abzihlbare unendliche Menge (etwa alle natiirlichen Zahlen) oder eine nicht abzihl-
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bare Menge (ein Kontinuum) sein. Diese Eigenschaften von £ sind fiir die zahlenmiBige
Behandlung der Resultate von zufilligen Experimenten sehr wichtig. Eine Bedingung aber
mul} die Menge Q stets erfullen: Sie soll in bezug auf das zufillige Experiment vollstindig
sein, d.h., jedes mdgliche Resultat des zufalligen Experiments muf} auch in (2 enthalten
sein.

Betrachten wir nun eine Teilmenge von £2. Sie mége A heilen. Das Resultat des zu-
falligen Experiments muf} entweder zu 4 gehdren oder nicht zu A gehdren. Die Teil-
menge 4 von {2 nennt man zufédlliges Ereignis. In den genannten Beispielen fiir £2 kénnten
folgende Teilmengen A als Beispiel betrachtet werden: beim Wiirfeln die Menge aller
geraden Zahlen unter den Zahlen 1 bis 6; fiir das in einem festen Zeitintervall arbeitende
System konnte 4 aus nur einem Element, dem Zustand ,,ausgefallen®, bestehen ; im letzt-
genannten Fall, in dem 22 alle Ausfallzeitpunkte des Intervalls (0, o) enthilt, kdnnte die
Teilmenge A4 aus allen Ausfallzeitpunkten des Intervalls von 500 bis 1000 h bestehen.

Der heute iibliche axiomatische Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung ordnet
Jedem zufilligen Ereignis eine Wahrscheinlichkeit P(A) zu, fiir die 0 £ P(4) < 1 gilt
(siche z.B. Gnedenko [2]). Der naturwissenschaftlich vorgebildete Leser bevorzugt
manchmal die Hiufigkeitsinterpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs: In einer Folge
von n unabhéngigen zufélligen Experimenten mége das Resultat 4 in m Fillen ein-
getreten sein und in (7 — m) Fallen nicht. Dann heifit lim m/n = P(A4) Wahrscheinlich-
keit von 4. ne®

Aus der Definition des zufélligen Ereignisses 4 als Menge lassen sich folgende wichtige
Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten herleiten:

. Fiir jedes zufallige Ereignis 4 gilt 0 < P(4) £ 1.

. Ist 4 das unmégliche Ereignis, so gilt P(4) = 0.

. Ist 4 das sichere Ereignis, so gilt P(4) = 1. Insbesondere ist natiirlich P(Q) = 1.
. Sind 4 und B zwei zufallige Ereignisse, die einander ausschlieBen, so gilt

P (A oder B) = P(4) + P(B). (L.1)

5. Sind 4 und B zwet zuféllige Ereignisse, die einander nicht auszuschlieBen brauchen,
so gilt

P (A oder B) = P(4) + P(B) — P(A und B). (1.2)

6. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das
zufillige Ereignis A eintritt, wenn auch B eintritt. Es gilt

W =

P dB
P4B) = LA B) g, (1.3)
P(B)
7. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten der zufilligen Ereignisse A und B ist
P (A4 und B) = P(A|B) P(B). (1.4)

8. Die zufilligen Ereignisse 4 und B heilen unabhingig, wenn gilt
P (4 und B) = P(A) P(B) (1.5)

und damit P (4|B) = P(A).

9. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist der
Saiz iiber die totale Wahrscheinlichkeir. Die Ereignisse 4,, 4,, ..., A, sollen ein voll-
standiges Ereignissystem bilden: Die Vereinigung von 4,, A,, ..., 4, ergibt Q, und
damit ist P (4, oder A, oder ... oder 4,) = 1. AuBerdem miissen die zufalligen Er-
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eignisse 4;,7 = 1, ..., n, einander paarweise ausschlieBen, d.h. P(4; vnd 4)) =0
fiir { & j. Fiir irgendein zufdlliges Ereignis B, P(B) > 0, gilt

P(B) = Y. P(4) P(BI4). (1.6

Dieser Satz 1aBt sich am Beispiel des Wiirfelns gut veranschaulichen: Als zufilliges
Ereignis B soll das Wiirfeln einer geraden Zahl betrachtet werden, fiir 4; =7, = 1,

, 6, gilt P(4,) = . Fiir alle geraden 7 erhalten wir P (B|A4,) = 1; fiir alle un-
geraden 7 gilt P (B|A4;) = 0. Mit Hilfe von (1.6) folgt P(B) = 1

Die Bayessche Formel
P(A,|B) = nP(Ai) P (B4) . i=1,2,....n, (1.7

Y. P(4;) P(Bl4))

ist eine sehr niitzliche Beziehung. Sie ist die Grundlage fiir die auf Zuverlissigkeits-
probleme in zunehmendem Umfang angewandten Bayesschen Methoden der Stati-
stik. Dabei wird wie in G1.(1.6) vorausgesetzt, daB die A, ein vollstandiges Ereignis-
system bilden, d.h. einander paarweise ausschlieBen, und B e £ irgendein zufilliges
Ereignis mit P(B) > 0 ist. [Wegen (1.6) kann man im Nenner von (1.7) auch P(B)
schreiben.]
Betrachten wir dazu ein Beispiel: Ein Bauelement arbeite in einem festen Zeit-
intervall, in dem es ausfallen oder nicht ausfallen wird. 4, sei das zufllige Ereignis
+Ausfall“; A4, sei das zufdllige Ereignis ,kein Ausfall“. AuBerdem soll das Bau-
element einen bestimmten fertigungsbedingten Fehler haben kdnnen, der sich aber
nur in einer zerstérenden Priifung nachweisen 148t. Das zufillige Ereignis ,,Fehler
sei mit B bezeichnet. Es ist bekannt, daB 19 aller Bauelemente ausfillt, 29/ der Bau-
elemente den fertigungsbedingten Fehler haben, der sich bei 90% aller ausgefalienen
Bauelemente nachtriglich nachweisen 14Bt. Es gilt also P(4,) = 0,01, P(B) = 0,02
und P (B|4,) = 0,9. Mit Hilfe der Bayesschen Formel laBt sich die Ausfallwahrschein-
lichkeit der fehlerhaften Bauelemente berechnen
0,01-0,9
By 2=/ 7 _—
P(A,]B) 002 0,45,
d.h., 459 der fehlerhaften Bauelemente fallen aus.
Soll auBerdem berechnet werden, auf welchen Wert man P(B) durch geeignete
MaBnahmen in der Fertigung senken muB3, um P(4,) = 0,001 zu erreichen, wenn die
bedingten Wahrscheinlichkeiten P (B|4,) = 0,9 und P (4,|B) unverindert bleiben
(die Ausfallursachen bleiben also unverindert), braucht G1.(1.7) nur umgestelit zu
werden

pB) = FAD P (Bl4) _ 0,001 - 0.9

P(4,B) 045

= 0,002.

1.2.  Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Der Umgang mit zuféalligen Ereignissen und Wahrscheinlichkeiten wird durch den
chrgang zu Zufallsgroflen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen sehr viel einfacher.
Dieser Ubergang wird vollzogen, indem man die Menge aller méglichen Resultate des
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zufalligen Experiments £2 durch eine entsprechende Menge reeller Zahlen ersetzt. Im
Beispiel des Wiirfelns liegt dieser Fall bereits vor; denn 2 besteht aus den Zahlen 1, 2,
3,4, 5, 6. Im Beispiel des in einem festen Zeitintervall arbeitenden Systems kdnnte man
den Zustand ,,ausgefallen” durch das Symbol 0 und ,,nicht ausgefallen* durch das Sym-
bol 1 ausdriicken; {2 bestiinde also aus den beiden Zahlen O und 1. Im dritten Beispiel
bedeutet £2 die Menge aller méglichen Ausfallzeitpunkte von der Inbetriebnahme an;
hier 1Bt sich £ praktisch durch die Zeitachse (positive Zahlengerade) ausdriicken.

Es sei ¢ eine Zufallsgrdfe. Sie kann als Resultat des zufdlligen Experiments jeden be-
liebigen Zahlenwert in ihrem Definitionsbereich annehmen. Ein solcher Wert ist eine Reali-
sierung der Zufallsgréfe t. Im Unterschied zur ZufallsgréBe ¢ wird ihre Realisierung durch
ein Experiment mit dem Symbol t bezeichnet. Die ZufallsgroBe ¢ kann diskret (nimmt nur
endlich oder abz#éhlbar unendlich viele Werte an) oder stetig (kann beliebige Werte
innerhalb eines Intervalls der Zahlengeraden annehmen) sein. Auflerdem kann die Zu-
fallsgroBe eindimensional oder mehrdimensional sein. Im mehrdimensionalen Fall ist sie
ein Vektor ¢t = (¢,,..., %), dessen Komponenten ¢, i =1, ..., r, diskret oder stetig
sein koénnen. In der Praxis hat man es meistens mit eindimensionalen diskreten und
stetigen oder mehrdimensionalen stetigen ZufallsgroBBen zu tun. Auf diese Fille werden
wir uns hier beschrianken.

Einer ZufallsgroBe ¢ wird thre Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder Verteilungsfunk-
tion) durch die Beziehung

FOy=P(@<1t) (1.8)

zugeordnet.
Fiir eindimensionale ZufallsgréBen gilt
F(#)) £ F(t,) fir r, <,

F(—) =0 (1.9)

F(+w) =1.
Ist ¢ eine diskrete Zufallsgrolle, so ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung eine Treppen-
funktion. Ist # stetig, so ist F(r) eine monoton wachsende Funktion und im allgemeinen
auch stetig. [Es gibt Ausnahmen, die auch im Zusammenhang mit Zuverlissigkeits-

analysen auftreten kénnen. Dann weist F(¢) an bestimmten Stellen Spriinge auf. Solche
Fille werden hier nicht betrachtet.]

Ist  mehrdimensional, so wird die Verteilungsfunktion analog zu (1.8) definiert. Dann
ist ¢ ein r-dimensionaler Vektor, und (1.8) hat foigende Bedeutung

F(tl,..., tr) = P(tl < t17 t2 < tz,--., t,. < t,.). (110)

F(ty,ts, ..., 1) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die ZufallsgréBe ¢, kleiner als ein
Wert. ¢, ist, wihrend gleichzeitig £, < 1,, ..., ¢, < t, ist. Insbesondere gilt

lim F(ty,t;,...,2) =0, i=1,...,r, (1.11)

t;>—

und
F (o0, 0,..., ) =1,

Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden durch Parameter niher gekennzeichnet. Es
sind meistens ein oder zwei, seltener drei oder gar vier Parameter. Um eine Zufallsgrofie
quantitativ zu erfassen, miissen diese Parameter bekannt sein. Eine ZufallsgrdBe mit
ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung, deren Parameter nicht quantifiziert sind, heiBt



