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Vorwort

Diese programmierte Darstellung der Vektorrechnung richtet sich an Schiiler
der Kollegstufe und Studienanfénger der Physik. Sie hat eine lange Erprobungs-
phase und vier Fassungen hinter sich. Darin kommt zum Ausdruck, wie schwie-
rig eine praxisbezogene Briicke zwischen mathematischer Exaktheit und physi-
kalischer Anschaulichkeit zu schlagen ist. Die Note von Studienanféngern mit
der Vektorrechnung, die der Autor wihrend seiner Tétigkeit am Fachbereich
Physik der Universitdt Regensburg miterleben mufite, waren der entscheidende
Antrieb zur Fortfilhrung und Verbesserung des Textes. Aufgrund der Erpro-
bungserfahrungen besteht Grund zu der Annahme, dal nunmehr ein Weg
durch die Vektorrechnung vorliegt, der in allen Schritten leicht nachvollziehbar
und den mathematischen Vorkenntnissen (Differential- und Integralrechnung)
angepallt ist.

Die Gestaltung als verzweigtes Lehrprogramm erleichtert die Selbsterarbeitung
dieses relativ schwierigen Gebietes der Mathematik. Trotzdem handelt es sich
um keinen ,,Héppchen-Text“, der weder zum Wiederholen noch zum Nach-
schlagen taugt. Die Lernschritte sind vielmehr wie in einem normalen Buch an-
geordnet, so daf} ganz eilige Leser auch ohne Bearbeitung der Fragen und Auf-
gaben vorangehen konnen. Damit man nur wenig bldttern muf8, sind die Losun-
gen auf der jeweils folgenden geradezahligen Seite zu finden.

Stoffauswahl und -anordnung im ersten Teil (Vektoralgebra) folgen sachimma-
nenten Kriterien, im zweiten Teil (Vektoranalysis) wurden sie der zeitlichen Ab-
folge angepalt, in der Methoden und Begriffe der Vektorrechnung in modernen
Physikkursen gebraucht werden. Hinsichtlich Schwierigkeitsgrad und Auswahl
physikalischer Beispiele setzt das Buch jedoch nur normale Schulkenntnisse
voraus, etwa das Induktions-Gesetz oder den Begriff Drehmoment.

Fiir zahlreiche wertvolle Hinweise und Verbesserungsvorschlédge habe ich den
Herren Prof. Dr. W. Gebhardt, Prof. Dr. J. Keller, Prof. Dr. U. Krey und Prof.
Dr. U. RoBler (alle Fachbereich Physik, Universitdt Regensburg) sehr zu dan-
ken. Die Reinschrift des Manuskriptes erledigte Frau U. Bodemer mit grof3er
Sorgfalt.

Miinchen, im Maérz 1978
Werner Schmidt
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1. Vektoralgebra
1.1 Der Begriff des Vektors

[1] Betrachten Sie bitte die f§igende Lista@plysikali-
scher GroBen

Zeit Wellenldnge
Geschwindigkeit Kraft
Temperatur Beschleunigung

Einige dieser GroBen konnen durch MaBzakl und MaBeinheit
eindeutig festgelegt werden.

Beispiel:

Durch die Angabe t=5 s ist auf physikalisch eindeutige
Weise eine Zeitspanne festgelegt. Dabei ist "5" die MaB-
zahl und "s" (Sekunde) die MaBeinheit.

Stellen Sie nun fest, welche der oben angegebenen physi-
kalischen GroBen ebenfalls durch MaBzahl und MaBeinheit
eindeutig festgelegt werden konnen!

Weiter nach

LE] Sie sehen, daB einige GroBen eine zusatzliche Anga-
be bendtigen, um eindeutig festgelegt zu sein, ndamlich
die Richtung.

Beispiel:

Die Geschwindigkeit eines Flugzeuges betrage 230 ms_1 in

Richtung NW (Nordwest),

Eine Richtung ist durch eine Schar paralleler Strahlen im
Raum festgelegt; die graphische Veranschaulichung erfolgt

durch Pfeile. Die mathematische Festlegung von Richtungen
kann nur mit Hilfe eines Bezugssystems erfolgen. Mehr dar
liber erfahren Sie in Abschnitt 1.3.

Wir haben festgestellt, daB® es zwei Arten physikalischer
GroBen gibt. Man definiert daher:
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Skalare sind durch MaBzahl und MaBeinheit, Vektoren durch
MaBzahl, MaBeinheit und Richtung eindeutig bestimmt.

Zur Kennzeichnung von Vektoren setzen wir iliber das betref-
fende Formelzeichen einen kleinen Pfeil. So soll z.B. V
der Geschwindigkeitsvektor sein.

Welche der in genannten GroBen sind Vektoren?

Weiter nach

LEJ Durch die Einteilung in Skalare und Vektoren sind die
meisten physikalischen Grofen erfaBt. Daneben gibt es noch
andere Gebilde, die sog. Tensoren, mit denen wir uns al-
lerdings im Rahmen dieses Lehrprogramms nicht beschafti-
gen kdnnen. Zu den Tensoren zdhlen z.B. GroBen, die Mate-
rialeigenschaften inhomogener oder anisotroper Stoffe be-
schreiben, wie der Elastizitdtstensor, der Brechungsten-
sor und der Leitfdhigkeitstensor.

Setzen Sie die fehlenden Worter ein:

Wenn eine GroBe durch MaBzahl und MaBeinheit eindeutig
angegeben werden kann, handelt es sich um einen ............ a %
Braucht eine GroBe zusdtzlich noch die Richtungsangabe,
gehort sie zur Gruppe der .....eceevenn.. .

Wir betrachten vorldufig nur GrdBen, deren Wert nicht vom
Ort abhdngt. In Kap. 2 werden wir Skalare und Vektoren
kennenlernen, die in verschiedenen Raumpunkten verschie-
dene Werte annehmen k&nnen. Diese GroBen werden mathema-
tisch durch Felder beschrieben.

Zur Wiederholung:
Eine Richtung ist durch eine Schar.......cocoiuiiniiiiiiineeinennnnn.
festgelegt. Graphisch wird eine Richtung durch ..............
veranschaulicht.

Weiter nach

Antwort : Temperatur und Wellenldnge




1.1 Der Begriff des Vektors 3

[:]' Die Definition eines Vektors durch MaBzahl, MaBein-
heit und Richtung reicht nicht aus, um mit Vektoren rech-
nen zu kdnnen. Anhand des folgenden Beispiels erkldren
wir eine Verkniipfung von Vektoren.

Beispiel:

Zwei Krdfte ?1 und Fz mogen am gleichen Punkt eines Kor-
pers angreifen (s. Abb. 1). Es zeigt sich nun, daB man die
beiden Krdfte durch die resultierende Kraft F ersetzen
kann. Man erhdlt F durch eine geometrische Konstruktion,
die sogenannte Parallelogrammkonstruktion: sind ?1 und ?2
durch Pfeile maBstablich dargestellt, so ergibt sich F als
eine der beiden Diagonalen des durch ?1 und ?2 aufgespann-
ten Parallelogramms.

Abb. 14 Oie Kraftvektoren ?4
und F_ kénnen hinsichtlich
ihrer pfysikalischen Wirkung
durch die Vektorsumme F er-
setzt werden.

Es ist eine experimentell gesicherte Erkenntnis, daB sich
viele physikalische GrdBen in gleicher Weise wie die Kraf-
te zusammenfassen lassen. Man bezeichnet den durch Paral-
lelogrammkonstruktion gewonnenen Vektor als Vekzorsumme
oder Summenvektor. Das beschriebene Verfahren, aus zwei
Vektoren die Vektorsumme zu bilden, heiBt Vektoraddition.

X‘ Abb. Z2: zu
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In Abb. 2 sehen Sie zwei Vektoren maBstdblich gezeichnet.
Konstruieren Sie die Vektorsumme! Bestimmen Sie die Rich-
tung des Summenvektors!

Weiter nach

Es muB hervorgehoben werden, daB die Vektoraddition
nicht willkiirlich definiert, sondern von der Natur vorge-
geben ist. Wir prdzisieren daher die Definition eines Vek-
tors:

Eine physikalische GroRe ist ein Vektor, wenn sie durch
MaBzahl, MaBeinheit und Richtung eindeutig bestimmt ist
und der Vektoraddition gehorcht.

Wenn sich umgekehrt eine physikalische GroBe nicht vekto-
riell addieren 1dBt, obwohl sie die ersten drei Kriterien
erflillt, ist es keine vektorielle GrdBe.

Beisptel:

Eine Drehung ist durch den Drehwinkel und die Drehachse
eindeutig beschreibbar, erflil1t also die ersten drei Kri-
terien. Es ist aber nicht mdéglich, Drehungen um zwei sich
nicht schneidende Achsen durch eine einzige Drehung zu er-
setzen (Abb. 3). Eine Drehung ist daher kein Vektor.

A 1. Drehachse

a2
2. Drehachse

/ Abb. 3: Drehungen um verschie-
dene Orehachsen lassen sich
nicht vektoriell addieren.

Antworten : Geschwindigkeit Vv, Kraft (F oder K), Be-
schleunigung (2 oder B)
: Einzusetzen waren der Reihe nach: Skalar, Vek-
toren, paralleler Strahlen (im Raum), Pfeile
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Dricken Sie nun bitte in moglichst wenigen Worten aus, wie
man zwei Vektoren addiert!

Weiter nach [:]

LEJ Neben der graphischen Methode der Vektoraddition wer-
den wir im nachsten Abschnitt auch eine einfache algebra-
ische kennenlernen. Es ist aber trotzdem sinnvoll, die
Parallelogrammkonstruktion an einigen Beispielen zu liben,
nicht zuletzt wegen der Anschaulichkeit.

In Abb. 4 sehen Sie, wie sich die Vektoreigenschaft der
Geschwindigkeit bei einer FluBdurchquerung dufert. Wenn
ein Schwimmer stets senkrecht auf das gegeniiberliegende
Ufer zuschwimmt, bewegt er sich in Wirklichkeit schrdg auf
das Ufer zu. Die tatsdchliche Bewegungsrichtung ergibt
sich aus dem Verhdltnis von Schwimm- zu FluBgeschwindig-
keit.

Sind mehrere Vektoren zu addieren, wie z.B. die vier in
Abb. 5 gezeichneten Krdfte, geht man schrittweise vor. Man
bildet zundchst den Summenvektor aus zwei Krdaften, dann
damit die Summe mit der dritten Kraft usw.

W NN N\ YPer

5§MVMd@kd

A~ A~ W 3 AA—~———
Geschwindig-4 oS
keit des Resultierende ~2<

Schwimmers Geschwindigheit =
AN AAAAAAAA N
TS SN SN NN N \\U\fer

Abb. 4: Vektoraddition zweier
Geschwindigkeiten.

Gt

Abb. 5: Die Vektorsumme der
= 22 = o
Krafte F, P, B3, Fg kann schritt-
weise durch Parallelogrammkon-

struktion ermittelt werden.

¢
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Z
v
\
A
P ~
L
// \\ N
7 ~
a b
Abb. 8: Addieren Sie diese Vektoren zur Ubung!

Addieren Sie nun bitte jeweils die in Abb. 6a und 6b ge-
zeichneten Vektoren. Sie brauchen iibrigens hierzu die Pa-
rallelogramme nicht vollstdndig zeichnen. Es genligt, den
zu addierenden Vektor parallel zu sich selbst an die Spit-
ze des vorhergehenden Vektors zu verschieben.

Weiter nach

LLJ Neben den vier Eigenschaften MaBzahl, MaReinheit,
Richtung und Vektoraddition, die eine vektorielle physika-
lische GroBe zeigen muB, gibt es noch eine weitere. Die
soll an einem einfachen Beispiel erldutert werden.

Beispiel:

Jeder KOrper besitzt im Gravitationsfeld der Erde ein Ge-
wicht, d.h. er ibt auf seine Unterlage eine Gewichtskraft
aus. In einem Koordinatensystem, dessen z-Achse senkrecht
von der Erdoberfldche nach oben zeige, ist der Vektor der

Antworten [:]: Der Summenvektor 1iegt genau parallel zur
Blattkante.

: Die Losung lautet sinngemdB: Die Summe zwei-
er Vektoren ergibt sich als eine Diagonale
in dem durch die beiden Vektoren aufgespann-
ten Parallelogramm. Alle drei Vektoren mis-
sen vom gleichen Punkt ausgehen.
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Gewichtskraft antiparallel zu 2 (s. Abb. 7).

In einem anderen Koordinatensystem, das gegeniiber dem ur-
springlichen gedreht ist, liegt der gleiche Vektor i.a.
nicht mehr antiparallel zur z'-Achse. Die Gewichtskraft ?0
hat also im gestrichelten Koordinatensystem von Null ver-
schiedene x'- und y'-Komponenten und daher eine andere ma-
thematische Darstellung.

Az
; 42!
//
/
Erdoberfiéiche | /
FEFTLEF Y ///'/[////7
y ABD. 7

Obwoh1 nun ein Vektor in zwei verschiedenen Koordinaten-
systemen verschiedene Darstellungen besitzen kann, muB es
sich um die gleiche physikalische GroBe handeln. Das heiBt:
Ein Vektor darf nicht von der mathematischen Beschreibung
abhdngen. Diese Bedingung flihrt auf bestimmte Transforma-
tionseigenschaften von Vektoren.

Wir lassen es an dieser Stelle mit dieser anschaulichen
Erkldrung des Transformationsverhaltens von Vektoren be-
wenden. In Abschnitt 1.10. werden Sie die mathematische
Formulierung kennenlernen.

Zeigt eine physikalische GrdRe das geforderte Transforma-
tionsverhalten nicht, handelt es sich um keinen Vektor.

Wir fassen zusammen:

Eine physikalische GroBe ist ein Vektor, wenn sie

a) durch MaBzahl, MaBeinheit und Richtung vollsténdig be
schrieben werden kann,

b) der Vektoraddition geniligt und

c) aufgrund bestimmter Transformationseigenschaften unab-
hdangig von verwendeten Koordinatensystemen ist.

Weiter nach
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1.2 Addition und Subtraktion von Vektoren

LEJ Nach der begrifflichen Kldrung vektorieller GroBen ge-
hen wir nun dazu lber, mathematische Eigenschaften und Re-
chengesetze abzuleiten.

Wir haben festgestellt, daB die Vektoraddition nach der Pa-
rallelogrammkonstruktion Bestandteil der Definition eines
Vektors ist. Wir schreiben fir die Vektorsumme aus zwei
Vektoren a und B analog zur Arithmetik 2 + B. Man kann fir
die Vektoraddition geometrisch eine Reihenfolge erkldren,
wenn man jeweils den zweiten Vektor an die Spitze des er-
sten hangt (Abb. 8). Die Summe 3 + B ist dann offensicht-
lich gleich B + 3, was das Kommutativgesztsz

-
a+—b’=B'+_a'

ausdriickt.
-
b
- >
a b+a
- - -
a+b a Abb. 8: Geometrische
B Erklédrung einer Rei-
henfolge der Vektor-
addition.

Ebenfalls aus der geometrischen Definition der Vektoraddi-
tion folgt, daB man drei oder mehrere Vektoren auf belie-
bige Weise zusammenfassen kann. Diese Eigenschaft driickt

das Assoziativgesets

(+B) +2 = 3+ (B+70)

Antwort [:} Wenn Sie richtig und genau gezeichnet haben,
erhalten Sie in Abb. 6a den Nullvektor und in
Abb. 6b einen parallel zur Papierkante nach
rechts gerichteten Vektorpfeil.
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aus. Kommutativitdt und Assoziativitdt der Vektoraddition
erlauben es, auf die Klammern zu verzichten und jede Summe
in der Form

- - -
a+b+c +
zu schreiben.

Frage:

Kann man zwei beliebige Vektoren immer addieren?

Weiter nach [:]

[gj Um die Subtraktion von Vektoren erkldren zu kdnnen,
definieren wir zundchst, was unter dem Vektor -3 zu verste-
hen ist. In Analogie zu den Skalaren sei -a ein Vektor, der
die physikalische Wirkung des Vektors 3 aufhebt. Nach unse-
ren Erfahrungen ist dies der Fall, wenn -a gleiche MaBzahl
und MaBeinheit, aber die entgegengesetzte Richtung wie a
besitzt.

Welche Lange hat der Summenpfeil, wenn man geometrisch die
Vektorsumme aus a und -a bildet?

Weiter nach

Py

[tof] Die Addition 3 + (-3) fiihrt zu einem Vektor mit der
MaBzahl Null, den wir als Nullvektor O definieren. Es gilt
also

3+ (-3) = 0.

Die Subtraktion zweier Vektoren 3 und B fiihren wir nun auf
die Addition zuriick durch die Erkldrung

3-8 =3+ (-B).

Die Subtraktion ist also nichts weiter als ein Spezialfall
der Addition, was man auch bei der geometrischen Konstruk-
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tion sieht (Abb. 9). Man braucht na@mlich nur die Richtung
des zweiten Vektors um 180° umzudrehen und dann das gewohn-
te Parallelogramm zu bilden.

o
u-\

=y
Abb. 8: Die Differenz a - b ist erklért als
_ - -

Summe & + (-b)

L)

== -
d f
Abb. 10: zu Iﬂ]l

In Abb. 10 sehen Sie drei Vektoren
die Differenz a - B, ¢ - B und ¢ -

Weiter nach

3,6,C. Konstruieren Sie
5
al

Elj Anhand von Kongruenzbetrachtungen stellt man fest,
daB Vektorsumme und Vektordifferenz im gleichen Parallelo-
gramm zu finden sind, ndmlich als die beiden Diagonalen
(Abb. 11).

Ebenso kann man geometrisch leicht beweisen, daf die Glei-
chung

Antworten : Nein. Man kann nur Vektoren gleicher Gro-
Benart nach der Parallelogramm-Methode ad-
dieren (also z.B. Kraft und Kraft, Geschwin-
digkeit und Geschwindigkeit usw.).

[:]: Der Summenpfeil hat die Ldnge O.



