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Capitulo |. Integrales dobles
y triples

§ 1. Integral doble en coordenadas rectangulares

Supongamos que la funcién f (z, y) esta definida en una region cerrada
acotada D del plano zOy. Dividimos arbitrariamente la region D en n regiones
elementales que tienen las areas Aoy, Ao,, ..., A,y losdidmetrosd,, d, ...
e« «y dp (se llama didmetro de una regién a la mayor de las distancias entre dos-
puntos de la frontera de esta region). Escogemos en cada regién elemental un
punto arbitrario Py (E,; 7my) y multiplicamos el valor de la funcién en el punto
P, por el area de esta region.

Se denomina suma integral para la funcién f (z, y) de la region D a la
suma que tiene la forma siguiente:

2 f Brs Mr) Aop={ (E1» M) AC1+f (8, Mo) Ay 4 ... +f (Ens Nn) AOn.
k=1

Se llama integral duble de la funcién f (z, y) de la regién D al limite de la
suma integral a condicién de que el mayor entre los didmetros de las regiones
elementales tienda a cero:

n

»

| ) i@ wdo= tim i@ m) Ao
.D maxdh»()k=1

Si la funcién f (z, y) es continua en la regién cerrada D, el limite de la
suma integral existe y no depende del procedimiento de divisién de la regién D
en regiones elementales y de la seleccion de los puntos Py (teorema de existen-
cia de una integral doble).

Sif (r, y) > 0 en la regiéon D, entonces la integral doble 5 \ ! (z, y) do

D
es igual al volumen del cuerpo cilindrico limitado de arriba por la superficie
z = f (z, y), de costado por la superficie cilindrica cuyas generatrices son para-
lelas al eje Oz y de abajo por la regién D del plano zOy.

Propiedades principales de una integral doble

"

ia, S S [f1 (=, y)= {2 (x, y)]do= SD) f1(z, y)do = S S fa (z, y)do.

D
2a, S c-f(x, y)do=c Sj {(z, y)do, donde ¢ es una constante.
D D

»

l,U



3a. Si la region de integracion D estd dividida en dos regiones D; y D,,
entonces

ng(x, y)d0=SSf($» y)dﬂ-i—sgf(x« y) do.

v _ o o

Dy Dy
En las coordenadas cartesianas la integral doble se suele escribir en la

forma S s‘ f (z, y) dz dy.
D

Reglas de cdlculo de las integrales dobles

Se distinguen dos tipos principales de regiones de integracién.

1. La region de integracién D estd limitada de los lados izquierdo y derecho
por las rectas x =a y = b (a < b) y de abajo y de arriba por las lineas
curvas continuas y = @; (z) e y = Qg (z) [y (z) < @ (z)] cada una de las
cuales se interseca con la recta vertical sélo en un punto (fig. 1).

Para una region asi la integral doble se calcula por la formula

b ng(.x)
({1 naa={a | 1@ v,
‘D a o)
92 (x)
ademas, primeramente se calcula la integral f (z, y) dy en la cual z se
@ (x)

considera constante. , _
2. La region de integracién D estd limitada de abajo y de arriba por las
rectas y = c e y = d (¢ < d) y del lado izquierdo y del lado derecho por las

vl ol y:dy ‘\ ) le":ﬂ/\":q"m

X

0 x=a x=b x 0 \

Fig. 1 Fig. 2

lineas curvas continuas z =, (y) y =z = ¥, (v) [¥; (v) <P, (v)] cada una de
las cuales se interseca por la recta horizontal sélo en un punto (fig. 2).
Para una regién asi la integral doble se calcula por la férmula

d (¥

V1@ vaa={a | 1@ e
‘D c Wiy
Va(y)
ademds, primeramente se calcula la integral f(x, y)dz en la cual y se
Y1)

considera constante.

10



Los segundos miembros de las formulas indicadas se llaman integrales
dobles (o reiteradas).

En un caso mas general la regién de integracién por medio de la division
por partes se reduce a las principales.

1. Calcular ‘Szlnydxdy si la regiéon D es el rectingulo

D
I<z<d, Isy<e.

Resolucion. Tenemos

SS zlnydzdy=

D

e
24
zdz S lnydy=[%]0' [v In y—yl{=8-(e—e-+1)=8.
1

Oy

2. Calcular g (cos2 z+sen?y) dz dy si la regién D es el cuadra-

o o

D
do Oz < m/4, O<y<<m/4.

Resolucién. Hallamos

ﬂ,'li a4 7(14
SS(cos'lx—i—sen?y) dzdy= 3 dz g (cos2r--sen?y) dy=\ [y cos?x—é—%—
D 0 © 0 -
/ "t 1 1
/4 T b1 4 8
——-—sen2y:|0 dr= ) (Tcoszz———s——z-) d:c=l:§-(x-l—-z-sen2z) -+
0
=11 1 Ty @[ m 1 a 1\n m2
+(5-17)e]; =% (z+z)+(5—1)i=T6-
2 x2

—

_[14 I S S
= 21'101“2’J1—'9-

S(z—y) dz dy, si la region D esta limitada por

™

4, Calcular \
‘D
las lineas y=2—2z?, y=2z—1.

Resolucign. Vamos a construir la region D. La primera linea es una para-
bola ﬂue tiene por vértice el punto (0; 2), simétrica respecto al eje Oy. La
segunda linea es una recta. Resolviendo conjuntamente las ecuaciones y = 2 —
— z% e y = 2r — 1, determinamos las coordenadas de los puntos de intersec-
¢ién A (—3; —7), B (1; 1) (fig. 3).

11



La region de integracién pertenece al primer tipo. Encontramos

1 2-x2
SS (z—y) dz dy = 3 dz \ (z—p)dy=
D I3 2x-1
1 1
1 j2-=2 ¢ "
= S [.zz —?yz]Zx-l dx= 5 (2z—z3—2—{—212—?x4—-2x2—{-

-3
1

1 \ 1 3
+z—}—213—21—]—.—)) dr= 5 (——) x4—13+212+x—7) dr=

5. Calcular SS (x4 2y) dx dy, si la regiéon D esta limitada por
D
las rectas y==z, y=2x, =2, z=23.

Resolucion. Hallamos
2x

dx S (z+2y)dy=

x

H (z+2y) de dy =
*D

LOe———y

o

[ey+y2lFFdz= | (202 +4a2—gz2—2?)dr=14

3

:z'zda::z-a:3]§=25

e =

DNy, W
Lo — 5y W

(8]

6. Calcular 5 3 extseny cos ydzx dy si la region D es un rectin-

D
gulo 0<<a <, Oy m)2.

7. Calcular \ \‘(xﬂﬁ—y‘l) dx dy, si la region D esta limitada por

‘D
las lineas y=2z, =0, y=1, y=2.

8. Calcular 5 5 (3z2—2zy+y)dxdy, si la region D estd limi-

D
tada por las lineas =0, z=p3, y=2.
9. Cambiar el orden de integracion en la integral
1-—x2

dz | (z, y)dy.
-Vitm

!
-t—

Resolucién. La regién de integracion D esta limitada por las lineas z =
=—1, z=1,y=—)1—22 y=1—a? (fig. 4. Vamos a cambiar el

12



orden de integracién para lo cual representamos la regién dada en forma de dos
regiones (del segunde tipo): D; limitada de los lados izquierdo y derecho por

d}
B
9] X yh
D
-1 o \i -
X
/ \
/ D, \
A
Fig. 3 Fig. 4

las ramas de la pardbola z = =|/1 —y O<y <1y
arcos de la circunferencia =z = +1/1 —y? (—1 <y <
| 1—x2

D, limitada por los
0). Entonces

L Vi, ] Vi—y2
far | seva=la | jeverla | jeva
-1 _viTe o _vioy LI A e

10. Calcular |\ cos2zdx S ydy.
0

|
3
11. Calcular i
12. Calcular S‘

las lineas zy=1,

Y
13. Calcular j S (cos 2z +sen y) dx dy, si la region D esta limi-

D
tada por las lineas =0, y=0, 4z +4y—n=0.
14. Calcular S S(3JC L y) dx dy, si la regién D se define por las
D
desigualdades z* + y? << 9, y > (2/3) = - 3.
15. Calcular S Ssen (x + y) dx dy, si la regién D estd limitada
D

por las lineas z =0, y = n/2, y = 2.

13
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16. Calcular 33.7: dr dy, si la region D es el triangulo que

D
tiene por vértices 4 (2; 3), B (7; 2), C (4; 5).
Cambiar el orden de integracién: -

2 2—-x
17. S dz | f(z,y)ady.
-8 le/t,-i
18. ‘\! dzx 5 f(z, y) dy.
:_ 1& Vieg
19. \dy 5 i (z, y) dz.
0 2-y
1 %
20. S dx \ f(z, y)dy.
0 0
1 VFF
21. de f(z, y) dy.
0 (lxmye
J'E ser&x
22, jd:c j f(z, y) dy.
0 0

§ 2. Cambio de variables en una integral doble

1. Integral doble en coordenadas polares. La transformacién de una integral
doble, haciéndola pasar de las coordenadas rectangulares z, y a las polares
p, O ligadas con las rectangulares por las relaciones z = p cos 6, y = p sen 0,
se lleva a cabo por la férmula

»

‘\ 5 f (zy y)d:cdy=;\‘5 f (o cos B, psin 0)pdpdb,
D D

Si la region de integracion D estd limitada por dos semirrectas 6 = a,
8 = B (= << B) que salen del polo y por dos curvas p = p, (8) ¥y p = ps (0),
donde p; (8) v p, (0) son funciones univocas para a < 0 < Py p; (B) < ps (0),
entonces la integral doble se calcula por la férmula

& 0:{&9)
SSF(Q. B)pdpde—_-jde \ F (p, 8) p dp,
D & 04(0)

donde F (p, 8)=f (pcos 0, p sen 0), ademds, primeramente se calcula
p2(6)
F (p, 8)pdpen la cual 0 se considera constante,
01(p)

2. Integral doble en coordenadas curvilineas. Supongames que una integral
doble se transforma pasando de las coordenadas rectangulares z, y a las curvi-

14



lineas u, v ligadas con las rectangulares por las relaciones z = z (u, 1), y =
= y (u, v), donde las funciones z (u, v) e y (u, v) tienen derivadas parciales
continuas en la region D’ del plano uO'v y el jacobiano de transformacién
en la regiéon D' no se anula:

oz oz

ou av
T=loy oy |FO

du v

Con ello se establece una correspondencia reciprocamente univoca y conti-
nua en ambas direcciones entre los puntos de la region D del plano zOy y los
puntos de la region D' del plano uO'v (fig. 5).

Y*\ vA

|

ol
Fig. 5

En este caso la férmula de transformacién de la integral doble tiene el aspecto

SSf(x, y)dxdy=) 3 flz(uw), y (u, v)] |J| dudv.
D

D?

Para el caso de las coordenadas polares

ox
ap

ay
“op

dx

90 | _|cos® —psend|
gy | |sen® pcose‘_p‘
96

»

23. Pasando a las coordenadas polares, calcular 5 \'1/12—{— y*dxdy

D

si D es el cuadrante I del circulo z2+4 y2<la2.

Resolucién. Haciendo z = pcos 6, y = p sen 0, tenemos

]

S 5 V2 +ytdzdy= \

D o

S 1/ p?cos20—+pZsen20pdpdb=

a /2 /2

* 1 a® [ mas
dej prdp=- S P 1§ d8="5- _\ a0 = .
0 0 0

24. Calcular 5 Sln (22 + y?) dz dy si la regién D es el anillo

D
comprendido entre las circunferencias 22 + y? = e?y 2% 4 y? = et

15



