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CHAPITR R

(W]

I

Rappels sur les lois de probabilités

Ce premler chapltve n est falt que pour vous familia~
riser une nouvelle fois avec les lois de probabilité usuelles,
que vous rencon}rereg frequemment en Statlsthue Mathemathue.
On notera L, la loi de 1la v.a; X, fx sa densifé (prise soit par

rapport 3 la mesure de comptage, soit par rapport & la mesure

de Lebesgue sur P), F,, sa fonction de répartition.

X

1 - Loi de Bernoulli

LX = B (1, p)

C'est une loi 3 valeurs sur {0,1}

P (X=0) = 1 -p=gq
P (X=1) = P
P (X = x) = px (1—p)1-x x=o ou 1
E(X) =p
V (X) = paq
2 - Loi de Poisson
= EP(A) AERY est le paramétre de la loi

.-./o..



L =x A
P (X=x) = e — pour x€EN

b

1
C'est une v.a, entiére

"

E (X) A

v (XD A

Théoréme

Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant des
lois de Poisson de parametres respectifs A et p . Alors la v.a.

X + Y suit une loi de Poisson de paramétre X +u .

3 - Loi binomiale

LX = B (n,p)

C}est la somme de n v,a. de Bernoulli indépendantes.
P (X=x) = cg p* (1-p)°TE x €{ 0,1300u,n}

E (X)) = np

vV (X) = npq

Théoréme 1 :

Si X suit une loi B.(n,p) et Y une loi B (m,p) et si

X et Y sont indépendantes, alors X+Y suit une loi B (n+m,p).

L, = B (n,p)

X
Si ny4e 4, p+o, Nps), A fini, alors X converge en loi

vers la loi de Poisson de paramétre ).

..n/--o



Théoréme 3 :

Ly = B (n,p)

Si n*+, X =hp converge en loi vers la loi normale
—

n
centrée rédagte N (0,1).

4 - Lol normale

LX = N (m,o0)

Sa densité est :

(x-m) >
£y (x) = 1 e 2 o2 x € R
oV 7T
E (X)) =m
V (X) = o2
Théoréme

Soient X et Y deux v.a. indépendantes normales de
lois ‘N (ml, 01) et M (m2, 02). Alors X+Y est une loi normale
% of+c§ ).

N (m1+m2,

Application

Xyseaes X échantillon indépendant d'une variable nor-

male N (m,o0).
n

P | E::

i=1
Lz = N (m, —2)

X /R
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5 - Loi du chi-deux

Définition : X suit une loi N (0,1). Alors Y = x? suit une

loi du x? 3 1 degré de liberté.

- X - =
Densité : fY (y) = 0 T 2 y 2
- i
Définition : Soient Xl""’xn n v.a. indépendantes sui-
n
vant une loi N(0,1) , Z = ) X? suit une
1=1

loi du x? 3 n degrés de liberté,

E (Z) = n
V (Z) = 2n
Théoréme

Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant respec-
tivement deux lois x? (n) et x2?(m), la variable X+Y suit une

loi x? (n+m).

6 - Loi gamma

Une variable aléatoire réelle ¥ suit une loi y (a,8)

si sa densité est donnée par 1l'expression

] a

£(x) = 2 g % x21
r(a)
x>0, a>0, 8>o

‘../.o!



~ + ~
a et & scnt deux paramétres de R, 6 s'appelle parameétre

d'échelle.

Lorsque 6 = 1, on notera vy (a) au lieu de

y (a,1).T (o) est l'intégralie eulérienne de seconde espéce :

Egggziﬁtés de T(a)

¥o> o I' (a+1) = a T (o)
¥neN ' (nt1) = n ! -
r (p) ~ %' Bl p*o
F(%J = /7

3 _ /T
T(f) ol

Caractéristioues de la loi y (a)

E (X) = o

V(X)) = a |

E (X5) = T'(a+r)
T(a)

Théoréme 1 :

Soient X et Y deux vardiables aléatoires indépen-
dantes suilvant respectivement les lois y (a) et y(B). Alors la

variable X+Y suit la loi y(a+B).

a.o/...



Théoréme 2 :

Soit X une variable snivant une loi du chi-deux

d n degrés de libertés.

La variable % X suit une loi ‘Y(%).

Ce théoréme est trés utilisé pouw retrouver

la densité d'une loi du chi-deux.

7 - Loi béta

1°) Une variable aléatoire suit une loi b&ta du

type I si sa densité est donnée par

£ (x) = —— xP71 (491
B(p,q)
ogx€1l P>0 g>o

B (p,q) est 1'intégrale eulérienne de premidre espéce de type I.

1
B (p,a) = I xP~1 (1-x)q-1 dx
o

e« wnd @ u



Caractéer: . =2s de la loi B (p,q)

B (p+1,q)

e o e e v e

t

><

~
1

D'cl les moments

E(X) = P E(x%) = ..t 1 | V(X) = m—mil :
p*q pta+l (p+q+1) (p+q)

2°) Loi b&ta du type II

1

On a vu : B(p,q) = [ xP~1 (1-x)9"1 a4y
o

Procédons au changement de variable x- 1Bu

On obtient P . p-1

B (p,q) = J —_——— du
’ o (1+u)P+q

Sous cette forme, on obtient 1'intéprale eulérienne

de premiére espéce de type II.

ol'/t..



Une variable aléatoire X suit uns loi béta du type

II si sa densité est donnée par :

|
j p-1 }
" f(x) = ___—l'—_ ___x__+—_ X> 0 I
]- B(p,a) (1+x)P74 |
L i
Caractéristigueé de la loi RB(p,a) IT :
E (X) = D a>1
q -1
i z
vy = P (p*q - 1) a>2
L (q-l)2 (g - 2)

3°) Quelques théorémes

(La démonstration en est laissée au lecteur)

oo

Théoréme 1

.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
suivant respectivement des lois gamma y(p) et y(q). Alors la
Y
variable aléatoire % suit une loi b&ta B(p,q) du type II.

Théoréme 2 :

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes

suivant respectivement des lois gamma y(p) et y (q). Alors la

variable aléatoire suit une loi b&ta du type I f(p,c).

X+Y



8 - Loi de Student

Soient deux variables aléatoires indépendantes X et Y,

X suivant une loi normale N(0,1) et Y une loi du ¥x2(n) ; alors
X
la variable aléatoire définie par le rapport T suit une loi

de Student 3 n degrés de liberté, notée T - \‘n
Densité
Ly = T (n)
1
PR SR N
n

1 n

9 - Lol de Fisher

Soient X et Y deux variables aléatoires indépandantes
suivant respectivement un x2(p) et x2(q) ; alors la variable
aléatoire définie par le rapport % s % suit une loi de Fisher

d p et q degrés de libertée, notée F (p,q).

Densité :

L, = F (p,q)

p/2 q/2 p/2 - 1
(x) = ——2—4d e (x>0)
B (n/2,q/2) (q+px) 2




10.

10 - La famille exponentielle

I1 s'agit d'une famille de lois de probabilités, englo-
bant la plupart des lois précédentes, dont 1l'importance statistique
est réelle. En effet, ainsi que nous le verrons par la suite, des
résultats généraux existent, pour cette famille, en théorie de

l'estimation, et en tests.
Définition

Une loi de probabilité Pe, de densité f(x,0), est dite
appartenir a la famille exponentielle s'il existe des fonctions

h(x), c(8), Qj(e) et Tj(x) telles que :

r ]
f(x, 8) = c(8) h(x) exp Z Qj(e) Tj(x)
3=1 |

r

ou : Log f(x, B8) = B(8) + b(x) + 2__ Qj (6) Tj(x)
3=1

Remarque

On peut mettre la famille exponentielle sous forme

naturelle par le nouveau paramétrage

>‘j = Qj(e)

e sf is s



11.

Exemples :

. Loi binomiale :

f(x,p) = Ci p= (1-p) 7%
_ X S S - I R __ h x Log —%}-
f(x,p) CL (1-p) (l—p) c, (1-p) ¢ 1-p
d'ou T(x) = x
X
h(x) = Cn
c(p) = (1-p)n T(x) = x
- P -1
Q(p) Log Ip h(x) =
. Loi de Poisson
X
A
f(x,A) = e %T
-A
c(r) = e T(x) = x
Q(») = Log A h(x) = £
x!
. Loi normale
xX-m 2
f(x,m,0) = i_ sl e _(2 2)
V2n 4
_om? x o m
=L 5t e Pa2 e 20 g -




_ .2
Tl(x) = X
T2(x) = X
h(x) =1
-1 - m2/202
c(m,0) =0 e
1
Q (mlo) = =
1 20
Q. (m,0) = %
27 02

1 P p-1 v
f(x,0,p) = == 6% e X 1] (x)
I (p) R+
Tl(x) = X
T2(x) = Log x
h(x) =1 (x)
R+
p
c(o,p) = ?
I (p)
Ql(elp) = - e
Q,(6,p) = p-1
. Loi uniforme
£(x,0) = = 1 (x)
90 = 5 VYro,e1 *¥

Ne se met pas sous la forme exponentielle.

12,



. Loi de Cauchy :

f(x, 0)

Ne se met pas sous la

r 1
m l+(x-6)2

forme exponentielle.

ces/ e

135



14.

A NNEXE

LES CARACTERISTIQUES DE SYMETRIE ET D 'APLATISSEMENTS

Soit X une variable aléatoire.

On nctera respectivement m . et les moments non centrés et centrés dc X :
O

E(XX - m)

T

K

Ly

1 - COEFFICIENTS DE PEARSON

U23
B =
1
U32
u
_ L
By = 2
.

Lorsqu'une distribution est symétrique, les méments centrés d'ordre impair
sont nuls. B, jcue donc le r8le d'une mesuwre du degré de symétrie ;

By représente le degré d'aplatissement de la lci &tudiée, en un sens précisé
plus loin.

Pratiquement, ces coefficients ne scnt guére utilisés, et on leur préfére :

2 - COEFFICIENTS DE FISHER




