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INTRODUCTION

0.1 - HISTORIQUE

L'étude de modéles décrivant les modalités prises par une ou
plusieurs variables qualitatives date des années 1940-1950

[ Berkson (1944), (1951)]. Les premiéres applications ont essentiel-
lement &té& menées dans le domaine de la biologie, puis de la so-
ciologie et de la psychologie. Ce n'est que récemment [ Mac -
Fadden (1974)] gque ces modéles ont été utilisés pour décrire des
données économiques. Les applications 3 ce nouveau domaine ont
permis le développement des modéles de type qualitatif dans deux
directions principales :

- Il a souvent &té possible de construire ces modéles
d partir d'une théorie &conomique sous jacente des comportements
individuels. Cette approche a permis de mieux comprendre la si-
gnification de certains mddéles usuels comme le modéle logit
[ Mac-Fadden (1974)]. D'autre part, il est apparu que divers
problémes €conomiques (consommation de biens durables, analyse
des déséquilibres...) conduisaient & des modé&les, qui, s'ils n'é-
taient pas qualitatifs au sens strict du terme, en étaient mathé-
matiquement proches [ Tobin (1958), Fair-Jaffee (1972), Heckman
(1976) ...].

-~ Le deuxiéme apport des applications au domaine &co-
nomique est 1l'introduction de variables exogénes. Les modé&les
sont donc principalement construits dans un but explicatif. Il
est alors naturel de comparer ces modéles qualitatifs explicatifs
au modéle linéaire habituel.



0.2 - QUELQUES RAPPELS SUR LES VARIABLES QUALITATIVES

0.2.a - Généralités

Les données statistiques disponibles sont souvent relatives a
des caractéres qualitatifs comme la catégorie socio~-profession-
nelle, le type d'é&tudes suivies, le fait de travailler ou non,
d'acheter ou ne pas acheter un certain produit...

Les méthodes d'inférence permettant de traiter de telles données
différent sensiblement de celles employé&es pour é&tudier des ca-
ractéres quantitatifs, car elles doivent tenir compte de 1l'ab-

sence de continuité et souvent de 1l'absence d'ordre naturel en-

tre les modalités que peut prendre le caractére qualitatif.

Dans la suite, nous supposerons gue ce caractére y peut prendre
K+1 modalités disjointes, notées(k) k=0,...,K. Si K+1=2 [resp. 3]

la variable est dite dichotomique [ resp : trichotomigue] ; dans

le cas général, ou K est quelconque, elle est dite polytomigque.

Lorsque le caractére y considéré est aléatoire, sa loi est dé-
finie par la donnée des probabilités que y prenne la modalité
@D; ces probabilités sont notées Pk k=20,...,K.

0.2.b - Représentations quantitatives d'une variable quali-

tative

Il est toujours possible d'associer 3 un caractére qualitatif
une variable quantitative (ou codage) apportant la méme infor-
mation. Nous allons examiner ce probléme pour la variable gua-
litative : y = "catégorie socio-professionnelle” pouvant pren-
dre les K+1=3 modalités :

() = ouvrier, C) = employé, C) = cadre



Exemple 0.1 : Définissons la variable guantitative ; par :

; =1 , siy = "ouvrier" ;
N . " =z n

vy =2 , siy = "employé ;
§ =3 , siy = "cadre".

. . Y .
La connaissance de la valeur prise par y permet de savoir quelle

est la modalité prise par y et inversement.

Exemple 0.2 : Considérons le vecteur & & trois composantes :

e = (el, €or 53)' défini par :

1, si y = "ouvrier"
e, = 1/N\y) =
1 GD 0, sinon

1, si y = "employé&"

e, = Ify) =
2 (Ef 0, sinon
l, si y = "cadre"
e, = I\ly) =
3 Cb 0, sinon

Il s'agit d'une autre représentation gquantitative de y 3 valeurs

cette fois dans {0,1}3. Remarquant que e, + €, + €4 = l, on voit

1

d'ailleurs qu'un autre codage de y est donné par (el, £,)"

2) )

Exemple 0.3 : Il est facile maintenant de déterminer toutes les

représentations quantitatives de y. Elles s'écrivent sous la forme



v (y), ol ¢y est une application injective de {() ,C),,Gﬁ}
dans un espace rRP.

Les exemples précédents se généralisent immédiatement au cas

d'une variable qualitative y 3 K+1 modalités. Ainsi le codage
de l'exemple 0.1 serait maintenant:? = k+1 siy =(g)et celui

de l'exemple 0.2 : ¢ = le ...c€ )' avec g, = (y). Ici
P 17" °R+1 x = T&D

encore E €y = 1.

k=0

L'int&r&t principal d'une représentation quantitative est de
pouvoir se ramener i des lois discrdtes sur R ou RFP. Ainsi

la loi de e est une loi multinomiale )Zyg (1 Pyo...By),

celle de e; une loi de Bernoulli .Eg(l, Py). Il faut cepen-
dant utiliser avec prudence la loi d'une telle représentation ;
les seules caractéristiques véritablement liées 3 la variable
qualitative y sont celles gqui ne dépendent pas de la repré-

sentation ¢ choisie, et ne sont autres gque les valeurs P P

0’ FPg-

Exemple 0.5 : Les moments (moyenne, variance...) de la repré-

sentation ¢ (y) ont en général peu de sens. Remarquons cepen-
dant que dans le cas du codage e, l‘'espérance permet de re-
trouver le vecteur des probabilités : P = (Po,...,PK)'.

Exemple 0.6 : Considérons une autre variable X, quantitative,

une technique usuelle pour voir, si x est liée 3 y, consiste
d calculer le coefficient de corré&lation. Or la valeur et le
signe de ce coefficient p [ x,y (y)] dépendent du codage ¢
choisi,

Exemple 0.7 : Par contre, la notion d'indépendance peut &tre
étudiée. En effet si y et ¢* sont deux codages, si x et y (y)
sont indépendantes, x et w* (y) le sont aussi.



Exemple 0.8 : Plus importante, car elle justifie ce cours, est

1'impossibilité d'effectuer une régression linéaire pour tous

les codages. On ne peut généralement avoir simultand&ment

E (v (y) /x) =xb

et E (y° (y) / x) =xc

0.2.C - Vecteur de variables qualitatives

Considérons Q variables qualitatives yq, qg=1,...Q prenant res-
pectivement Kq + 1 modalités, kq = 0,...Kq. Le vecteur

y = (yl,...,yq)' peut toujours &tre considéré comme une variable
qualitative unique prenant les

Q , .
T (Kq + 1) modalités(cgzb.véig).ILes probabilités correspon-
g=1

dantes seront notées P

ky...k,"

1 Q

Inversement une variable gqualitative unique peut &tre considérée
comme un vecteur de variables qualitatives dichotomiques. Nous
avons en effet remarqué que, si y est une variable 8 K + 1 mo-
dalités, une représentation de y est donnée par e = (El,...eK)' ;
or ey décrit le fait que y p;enne ou non la modalité(&iz:D

Il n'y a donc fondamentalement aucune différence dans 1'é&tude
d'une variable qualitative ou de plusieurs variables qualitatives.
Cependant la formulation vectorielle sera utile pour examiner

les liaisons pouvant exister entre les variables et calculer les

lois marginales et conditionnelles.

0.3 - PLAN DU COURS

=

Les chapitres sont é&crits de fagon 3 introduire progressivement

l'aspect quantitatif dans les mod2les. Les moddles ol les va-
riables endogénes sont qualitatives sont présentés dans les

cing premiers chapitres. On considé@re ensuite le cas ol la varia-
ble endogéne est parfois qualitative, parfois quantitative (cha-

pitres 6 et 7). Les chapitres 8 & 10 sont consacrés i une &tude



générale des modéles 3 changement de régimes endogé&ne ., ol
la variable est quantitative, mais 3 une expression dé&pendant

d'un critére qualitatif.

Dans le dernier chapitre sont présentés des modéles permettant

d’expliquer les valeurs prises par une variable discréte.

Les modéles les plus simples correspondent au cas oll la varia-

ble qualitative endogéne est dichotomique (chapitre I). L'é&tude
de ce cas permet de bien comprendre les différences entre modé-
les qualitatifs et modéles quantitatifs, et permet de présenter

de maniére approfondie leg principales méthodes d'estimation.

La phase de modélisation prend une importance particuliére dés

-

que l'on é&tudie des variables qualitatives d plus de deux mo-
dalités. Contrairement & ce qui se passe dans le cas dichotomi-
que, les modéles peuvent en effet avoir des formes sensiblement
différentes. La détermination d'une forme appropriée doit alors
souvent s'appuyer sur des raisonnements de type &conomique. Des
exemples de tels raisonnements et les modéles qui en résultent
sont donnés au chapitre 2. Les méthodes pour estimer ces modéles
et les proprié&tés des estimateurs obtenus sont décrites dans le

chapitre 3.

Le chapitre 4 est consacré 3 l'utilisation descriptive des mo-
déles qualitatifs. La formulation log-linéaire, qui y est pré-

sentée, se révéle adaptée d l'é&tude des problémes d'indépendance.

L'explication de données spatio-temporelles qualitatives intro-
duit une difficulté& nouvelle : il faut pouvoir prendre en compte
les corrélations é&ventuelles entre les observations. Nous regar-
dons dans le chapitre 5 comment l'utilisation des chaines de

Markov permet partiellement de répondre 3 cette question.



Dans les chapitres 6 et 7 sont &tudiés les modéles od la va-
riable dépendante est guantitative, mais contrainte 3 dépasser
un certain seuil. Ce seuil peut &tre fixe (modéle tobit-simple)
ou aléatoire (modéle tobit gé&néralisé).

Ces modéles présentent & la fois un aspect qualitatif, dans
l'observation du fait que la variable touche ou non le seuil,
et un aspect quantitatif. Ils ont une importance particuliére
pour la modé&lisation des ph&noménes &conomiques et servent par
exemple a décrire les consommations de biens durableg ou les
marchés en déségquilibre. Ce dernier type d'applications est

étudié de maniére dé&taillé dans le chapitre 8.

Il est possible d'inclure tous les modéles précé&dents, quali-
tatifs ou tobit, dans une formulation unique (chapitres 9 et 10).
Une telle présentation n'a pas pour seul but d'unifier la thé&orie
des modéles 3 variables dépendantes limité&es. Elle permet en
effet d'introduire des modéles comportant plusieurs variables
endogénes limit&es ou non, en particulier de prendre en compte
des phé&noménes de simultanéité ; d'autre part, elle fait appa-
raitre certaines difficultés dans la construction de tels mo-
déles, par exemple le probléme de l'existence d'une forme ré-

duite (cohérence).

Les modéles tobit peuvent &tre considérés comme intermédiaires
entre les modéles qualitatifs et le modéle linéaire habituel.
D'autres modéles intermédiaires sont obtenus en dé&crivant des

variables & valeurs entigéres {(chapitre 11},

L'ensemble du cours suppose connus les principaux résultats de
statistique et d'é&conométrie. Ceux ci peuvent &tre trouvés res-

pectivement dans :

Monfort (198l) : Théorie des Probabilités, Economica.
Malinvaud (1969) : Méthodes Statistiques de 1'Economé&trie, Dunod.
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11.

LE MODELE DICHOTOMIQUE SIMPLL

Dans cette section nous supposons que la variable
endogéne qualitative y est dichotomique. Les deux modalités
qu'elle peut prendre sont par convention codées O et 1. Le
modéle gue nous obtiendrons est un cas particulier de ceux
étudiés en II et III. Il est cependant intéressant d'en faire
une présentation separée. Sa simplicité permet en effet de
bien comprendre quelles sont les différences entre modéles
gualitatifs et mod&les quantitatifs, et permet zussi d'intro-
duire de maniére détaillée les méthodes d'estimation qui seront
généralisées dans la suite.

I.1 - POURQUOI NE PAS UTILISER UNE FORMULATION LINEAIRE ?

-

Une étude spécifique des modéles & variables endogénes
qualitatives ne présente d'intérét gue si la formulation linéaire
classique et les méthodes d'estimation correspondantes (moindres
carrés ordinaires ou généralisés) ne sont pas adaptées au pro-
bléme.

Supposons que nous disposions de n cbservations Yir i=l,...,n

de la variable endogéne, faites lorsque les valeurs de K variables

N : 1 K, .
exogénes sont respectivement : Xy = (xi e xi) i=1,...,n.
Le modéle linéaire s'écrirait :
(1.1) Yy = xib + uy i=1,...,n

oli b serait un vecteur de K pararétres inconnus et oft uy

s = ~

P . : ~ . € .
désignerait la rerturbation assccié & la i~ observation.



12.

L'iraddqguaticn d'ure telle forrulation peut facilement &tre
nise en <vidence rar des argurents intuitifs et war des argu-

ments rathératiques. Dornons ern (velgues uns :

a) Les «sux rembres de 1'6égalité (1.1) sont cde

3
a

neture différente : y, est une verieble yualicative et x;b + u,

une variable guantitative,ce qui a évidemment yeu de sens.

L) On reut re¢pondre a ceci gue le menkre de gauche
est en fait la vealeur du ccdace : O ou 1. lfais ce codage est:
“vicennert arbitraire ; la valeur LQ de b correspondant & ce
ccceage est différerte d’une valeur ce b oktenue pcur un autre
codage. lle serait par exemple de 2bo si le codage é&tait

{(v,2). Le pararétre r est donc non interuvrétarle.

c) Une otude oraphique des clkservations montre
ecalerent gue l'approxiration linéaire est reu adaptfe au
rrebléme. Censidercns, rour rouveir faire un dessin, le cas

CL rodfle Ge riécressicrp gimple
v, =u_ + ¥l b, +u i = 1
rLo= b ¥ Uy i=1, ..., n

. 1 5 5
et repcrtens les chiservations (xi, yi) dans un systéme d'axes

crtheneornés. Le nurnas (os pointe observrticns

, cul se trouve
svr les deur droites raralléles v = o et v = 1 reut diffici-

lement 8tre lier ar-reoend par une setle ¢reoite

X

&
1

[
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Ces arguments irtuitifs suffiraient & rejeter la formulation
linéaire ; ils sont cependant renforcés par certains problémes

mathématiques que poserait une é&criture telle que (1.1).

d) Comme y; ne peut prendre que deux valeurs (0 et 1),

il en est de méme ce la perturbation u; ¢
uy prend la valeur 1 - xib avec probabilité P;
la valeur - xib avec probabilité 1 - P;

La perturbation admet obligatoirement une loi discréte, ce

gui interdit de faire l'hypothése de normalité.

e) Si nous imposons aux perturbations d'@tre de moyenne
nulle, Py est déterminé de maniére unique, car :

Eui = pi(l - xib) - (1 - pi) xib =0

0 = x,b <1 i=1,..., n

Ces contraintes peuvent &tre non compatibles ; dans ce cas

le modéle

n'a pas de sens.

f) Si les contraintes scnt corpatikles, ceci crée au

moins deux difficultés :

- le paranétre b doit &tre estimé& sous contraintes

& l'iné&galite
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- la rrévision de v correspondant aux valeurs x

n+l
cdes variakbles explicatives ne peut étre faite que si la contrainte
0 < Xr+1b < 1 est une conséquence ces contraintes
i
0 < xib <1 i=1,..., D

g) Remarquons finalement gue la variance des pertur-
bations vaut Vui = xib(l"xib) ; 11 y a hétéroscedasticité ; la
méthode des mcindres carr&s généralisés (contrainte )n'est
cependant pas applicable, puisque la matrice de variance =
covariance «es perturbations dévnend du paramétre inconnu b

figurant dans l'explication liné&aire.

I.2 - PRESENTATION DU MODELE DICaOTOMIQUE SIMPLE

Ces modéles ont &té initialement utilisés pour les
études biologiques, rais ont un champ d'application trés vaste.
Ils sont notamment employés pcur dGéterminer la facgon dont des
indivicdus (insectes, herbes, personnes) tolérent un certain
produit (insecticide, désherbant, médicament). Pour cela on
effectue plusieurs exrérience ol des individus de caractéristiques
différentes, placés dans des conditions différentes, sont soumis
& diverses coses du produit. On observe & chague fois si 1'indi-
vidu a ou non bien supporté l'expérience. Pour chacune des
expériences i = 1,...,n la variable encogéne observée Yy est

dichotomigue :

Q si 1'individu a bien suprorté l'expérience
7 . =
Yy

[

i J'irdividu a mal supporté l'expérience

La modalité rrise par y cépend des conditions Xy dans lesguelles
est réalisece l'expérience i et de la dose ki d laquelle 1'in-
dividu est scuris. On introduit hebituellement pour compléter

ce moféle une veriable quantitative suxiliaire : le geuil

p * * .
de tclérarce Y est la dose naximele que peut supporter

i
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1'individu au cours d'une expérience de type i. Cette variable
dépend des conditions x; et peut étre considérée comme aléatoire,
deux individus de mémes caractéristiques, placés scus les

mémes conditions, n'ayant pas forcément les mémes réactions.

La variable qualitative observée est définie 3 partir de cette

variable auxiliaire par :

(1.2) Y;i =

Il reste & spécifier la fagon dont le seuil de tolérance dépend
des conditions de l'expérience. On utilise habituellement pour

cela un modéle linéaire :

(1.3) Yy = xib + u, i=1,...,n

Les perturbations uy sont supposé&es indépendantes, de moyenne

nulle et telles que les variables Ei,oﬂ ¢ est un paramétre
o]
positif,suivent une méme loi de fonction de répartition F.

L'hypothése d'indépendance des perturbations traduit certaines
conditions que doit satisfaire l'expérience. Ainsi dans noctre
exemple, les observations dcivent &tre faites sur des individus
différents, sinon les ré&sultats d'une expirience pourraient

cépendre des résultats de la précécente.

Remarquons que la formulation (1.3) a bien un sens, les deux
membres de 1l'écalité é&tant guantitatifs.
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On dé&duit facilement de (1.2) et (1.3) la lci de y :

. * _
Ply; =1 ] =F [yi < 2, ] =P [xib +u, < ziJ
o ug Zi x,b li xib
=P |5 <35 "~ = F = - 5| Py (par définition)

Aprliguant 1'hvrothése d'indépendance, or obtient la vraiser-
blance :

n
L(yl,...,yn) = 1

1-vy.
n 2. x.byvy, L, x.b i
-1 F(_l_l)l[l_F(_a_l}]
c_ o o o o i

Cuitte 3 appeler différemment les variakles exogénes :

i
la forre

z, = (Ri, —xi) et les paramétres ¢ = (%, %), ce modéle est de

Y, -y,
{F(zge) P O-F(z;0)]

=z

(1.4) L(}'ll---lyn) =

i=1

ol F est la forction de rérartition d'une loi de moyenne nulle.

Cars la stite uvn tei: nodéle appelé dichotomique sirple. La forme

{2.5) est une conséquence cde lc fcrre retenue pour pi=H:yi=lj et
de 1'hyrothifse ('indépendance des y;. I1 mcet Evidemment possilkle
Ce surrrimer ces hyrothéses et d'cktenir alors cd'autres types
de medéles pour cecrire une variable cualitetive dichotomigue

(veir IT 4.a).



