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Vorwort

Die Lineare Algebra muB heute zu den wichtigsten Grundstrukturen ge-
rechnet werden, auf denen weite Teile der Mathematik basieren. Die Vertraut-
heit mit den Begriffsbildungen und Ergebnissen der Linearen Algebra gehort
daher mit an den Anfang des Mathematikstudiums. DemgemaB wendet sich
auch das vorliegende Lehrbuch an den Anfinger, bei dem indes bereits eine
gewisse Ubung im mathematischen Denken und SchlieBen sowie einige grund-
sitzliche Kenntnisse vorausgesetzt werden. In Vorlesungen wird die Lineare
Algebra hiufig im Rahmen der Analytischen Geometrie behandelt. Dieses
Buch ist jedoch kein Lehrbuch der Analytischen Geometrie: die Anwendung
der Linearen Algebra auf die Geometrie steht nicht im Vordergrund und
erfolgt auch nur in dem erforderlichen Umfang.

Der auf den Anfinger bezogene Lehrbuchcharakter und der beschrinkte
Umfang erforderten auch eine Beschrinkung in der Stoffauswahl. So wird
die Lineare Algebra hier rein als die Theorie der Vektorrdume iiber kommu-
tativen Korpern entwickelt, wihrend auf den allgemeineren Begriff des Moduls
nicht eingegangen wird. Andererseits ist jedoch der Begriff des Vektorraums
von vornherein méglichst allgemein und ohne Dimensionseinschrankung gefa(t.
Allerdings wird hierbei auf Fragen, die speziellere Kenntnisse erfordern, nur
in Hinweisen oder besonderen Erginzungen eingegangen.

Dem Verlag méchte ich an dieser Stelle fiir sein vielfdltiges Entgegen-
kommen und dafiir danken, daB er das Erscheinen dieses Buches ermdglicht
hat. Mein besonderer Dank gilt Friulein A. M. Fraedrich, die die miihevollen
Korrekturarbeiten auf sich genommen und mich mit wertvollen Ratschldgen
unterstiitzt hat.

H.-J. KOwWALSKY
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Einleitung

In der Mathematik hat man es vielfach mit Rechenoperationen zu tun, die
sich zwar auf vollig verschiedene RechengroBen beziehen und somit auch auf
ganz unterschiedliche Weise definiert sein konnen, die aber trotz dieser Ver-
schiedenheit gemeinsamen Rechenregeln gehorchen. In der Algebra ab-
strahiert man nun von der speziellen Natur der RechengrofSen und Rechen-
operationen und untersucht ganz allgemein die GesetzmiBigkeiten, denen sie
unterliegen. Ausgehend von einigen Rechenregeln, die man als Axiome an
den Anfang stellt, entwickelt man die Theorie der durch diese Axiome charak-
terisierten abstrakten Rechenstrukturen. Die Lineare Algebra bezieht sich
speziell auf zwei Rechenoperationen, die sogenannten linearen Operationen,
und auf die entsprechenden Rechenstrukturen, die man als Vektorriume
bezeichnet. Die grundlegende Bedeutung der Linearen Algebra besteht darin,
daB zahlreiche konkrete Strukturen als Vektorraume aufgefat werden konnen,
so daB die allgemein gewonnenen Ergebnisse der abstrakten Theorie auf sie
anwendbar sind. So besteht z. B. die Analytische Geometrie in erster Linie in
der Anwendung der Linearen Algebra auf die Geometrie, die die algebraische
Fassung und rechnerische Behandlung geometrischer Gebilde erméglicht.
Umgekehrt gestattet es aber gerade diese Anwendung, Begriffe und Resultate
der abstrakten Theorie geometrisch zu deuten und diese geometrischen Inter-
pretationen auf vollig andersartige Modelle von Vektorriumen, wie etwa
Funktionenrdume, zu ibertragen.

Das Hauptinteresse der Linearen Algebra gilt indes nicht dem einzelnen
Vektorraum, sondern den Beziehungen, die zwischen Vektorriumen bestehen.
Derartige Beziehungen werden durch spezielle Abbildungen beschrieben, die
in bestimmter Hinsicht mit den linearen Operationen vertriglich sind und
die man lineare Abbildungen nennt. Ihr Studium erfolgt in zweierlei Weise:
Einerseits werden einzelne Abbildungen hinsichtlich ihrer Wirkung und hin-
sichtlich der Moglichkeiten ihrer Beschreibung betrachtet. In diese Unter-
suchungen geht noch wesentlich die interne Struktur der Vektorriume ein.
Zweitens aber interessiert man sich fiir die Struktur der Gesamtheit aller
linearen Abbildungen, die man auch als Kategorie der linearen Abbildungen
bezeichnet. Hierbei treten die Vektorrdume nur noch als bloBe Objekte ins



Einleitung 9

Spiel, zwischen denen Abbildungen definiert sind, deren interne Struktur
aber nicht mehr in Erscheinung tritt. Dennoch konnen interne Eigenschaften
von Vektorrdumen auch extern in der Kategorie der linearen Abbildungen
beschrieben werden ; und gerade diese Moglichkeit spielt in den letzten Kapiteln
eine wesentliche Rolle. Vielfach repriasentieren die dort konstruierten Vektor-
rdume hinsichtlich ihrer internen Struktur keineswegs neue Vektorraumtypen.
Neu aber ist ihre externe Charakterisierung, die die Existenz wichtiger Ab-
bildungen sichert.

An den Anfinger wendet sich dieses Buch hauptsichlich im Sinn einer
Erginzung und Vertiefung. Seine Lektiire erfordert zwar keine speziellen
Vorkenntnisse, setzt aber doch bei dem Leser eine gewisse Vertrautheit mit
mathematischen Begriffsbildungen und Beweismethoden voraus. Die Stoff-
anordnung folgt nur teilweise systematischen Gesichtspunkten, die vielfach
zugunsten didaktischer Erwédgungen durchbrochen sind. Zahlreiche Fragen,
die in den Text nicht aufgenommen werden konnten oder die bei dem Leser
weitergehende Kenntnisse voraussetzen, werden in besonderen Ergénzungen
und meist in Form von Aufgaben behandelt. Auf ein Literaturverzeichnis
wurde verzichtet. Jedoch seien in diesem Zusammenhang besonders die ent-
sprechenden Werke von N. BourBAKI und W. GRAEUB genannt, aus denen
zahlreiche Anregungen iibernommen wurden.

Bei der Numerierung wurde folgendes Prinzip angewandt: Definitionen,
Satze, Beispiele und Aufgaben sind an erster Stelle durch die Nummer des
jeweiligen Paragraphen gekennzeichnet. An zweiter Stelle steht bei Defi-
nitionen ein kleiner lateinischer Buchstabe, bei Sitzen eine arabische Zahl,
bei Beispielen eine romische Zahl und bei Erginzungen bzw. Aufgaben ein
groBer lateinischer Buchstabe. Das Ende eines Beweises ist durch das Zeichen ¢
kenntlich gemacht. Neu definierte Begriffe sind im Text durch Fettdruck
hervorgehoben; auf sie wird im Sachverzeichnis verwiesen. Am Ende des
Buches finden sich die Losungen der Aufgaben, die aus Platzgriinden aller-
dings sehr knapp gehalten sind. Bei numerischen Aufgaben, deren Schema,
vorher behandelt wurde, sind im allgemeinen nur die Ergebnisse angegeben.
Bei theoretischen Aufgaben handelt es sich meist um Beweisskizzen oder um
einzelne Hinweise, aus denen der Beweisgang entnommen werden kann.






Erstes Kapitel

Grundbegriffe

Die lineare Algebra kann kurz als die Theorie zweier spezieller Rechen-
operationen, der sogenannten linearen Operationen, gekennzeichnet werden.
Die diesen Operationen entsprechenden algebraischen Strukturen werden
lineare Rdume oder Vektorrdume genannt. Man kann daher die lineare Algebra
auch als Theorie der Vektorrdume bezeichnen. Der somit fiir das ganze Buch
grundlegende Begriff des Vektorraums wird einschlieBlich einiger einfacher
Eigenschaften im letzten Paragraphen dieses Kapitels behandelt. Vorbereitend
wird in § 2 auf eine allgemeinere algebraische Struktur, die Gruppen, ein-
gegangen. Schlieflich setzt die allgemeine Definition des Vektorraums noch
den Begriff des Korpers voraus, zu dem man durch die abstrakte Behandlung
der rationalen Rechenoperationen gefithrt wird. Mit den Korpern und den
mit ihnen eng zusammenhingenden Ringen befallt sich der dritte Paragraph.

Neben diese algebraischen Grundlagen treten als wesentliche Voraussetzung
noch einige einfache Begriffe der Mengenlehre, die im ersten Paragraphen aus
Griinden der Bezeichnungsnormierung zusammengestellt werden. Der Mengen-
begriff wird dabei als intuitiv gegeben vorausgesetzt; auf die axiomatische
Begriindung wird nicht eingegangen.

§ 1 Mengentheoretische Grundbegriffe

Die Objekte, aus denen eine Menge besteht, werden ihre Elemente genannt.
Fir ,,x ist ein Element der Menge M‘ schreibt man ,,x € M‘‘. Die Negation
dieser Aussage wird durch ,,z ¢ M wiedergegeben. Statt ,x, e M und ...
und xp € M wird kiirzer ,,@,, ..., ¥, € M‘ geschrieben. Eine spezielle Menge
ist die leere Menge, die dadurch charakterisiert ist, daB3 sie iiberhaupt keine
Elemente besitzt. Sie wird mit dem Symbol @ bezeichnet. Weitere hiufig
auftretende Mengen sind:

Z Menge aller ganzen Zahlen.
R Menge aller reellen Zahlen.
C Menge aller komplexen Zahlen.



12 Grundbegriffe

Eine Menge M heiBt Teilmenge einer Menge N (in Zeichen: M < N), wenn
aus z € M stets z € N folgt. Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge;
auBerdem ist jede Menge Teilmenge von sich selbst. Gilt ¥ < N und M == N,
so heilt M eine echte Teilmenge von N.

Die Elemente einer Menge © konnen selbst Mengen scin. Es wird dann
© bisweilen auch als Mengensystem bezeichnet. Unter dem Durchschnitt D
eines nicht-leeren Mengensystems & versteht man die Menge aller Elemente,
die gleichzeitig Elemente aller Mengen des Systems sind: Es ist also z € D
gleichwertig mit « € M fiir alle Mengen M e¢ &. Man schreibt

D= N M oder auch D=nN{M: Me &}.
Me®

Besteht das System aus nur endlich vielen Mengen M,, . . ., My, so bezeichnet
man den Durchschnitt dieser Mengen auch mit M, ~ - -+ ~ M,. Die Gleichung
M ~ N = ¢ besagt, daBB die Mengen M und N kcin gemeinsames Element
besitzen; es werden dann J und N als fremde Mengen bezeichnet.

Ahnlich wie der Durchschnitt wird die Vereinigung V eines nicht-leeren
Mengensystems & definiert: Sie ist die Menge aller derjenigen Elemente, die
zu mindestens einer Menge aus © gehoren. Es ist also « € V gleichwertig mit
x € M fir mindestens eine Menge A ¢ ©. Man schreibt

V= UM oder auch V=U{M: Me&}
Mee

und im Fall eines endlichen Systems entsprechend M; v --:v M,. Mit
Hilfe der Definitionen von Durchschnitt und Vereinigung ergeben sich un-
mittelbar folgende Beziehungen, deren Beweis dem Leser iiberlassen bleiben
moge:

M ANy vN,)=(Mn~ N)v (M ~N,),

M v (N ~AN,) = (M v Ny~ (Mv Ny,

M ~ N = M ist gleichbedeutend mit M < N,

M v N = M ist gleichbedeutend mit N < M.

Endliche Mengen konnen durch Angabe ihrer Elemente gekennzeichnet
werden. Man schreibt {z,,...,z,} firr diejenige Menge, die genau aus den
angegebenen 7 Elementen besteht. Die einelementige Menge {«} ist von ihrem
Element z zu unterscheiden: So ist z. B. {#} diejenige Menge, deren einziges
Element die leere Menge ist.

Ein anderes Mittel zur Beschreibung von Mengen besteht darin, daB man
alle Elemente einer gegebenen Menge X, die eine gemeinsame Eigenschaft &
besitzen, zu einer neuen Menge zusammenfaBt. Bedeutet &(z), daB = die
Eigenschaft & besitzt, so bezeichnet man diese Menge mit {z: ze X, &(2)}.
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So ist z. B. {#: z €Z, 2* = 1} die aus den Zahlen +1 und —1 bestehende
Teilmenge der Menge aller ganzen Zahlen. Bei dieser Art der Mengenbildung
ist die Angabe der Bezugsmenge X, aus der die Elemente entnommen werden,
wesentlich, da sonst widerspruchsvolle Mengen entstehen konnen (vgl. 1 A).
Da die Bezugsmenge jedoch im allgemeinen durch den jeweiligen Zusam-
menhang eindeutig bestimmt ist, soll in diesen Féllen auf ihre explizite An-
gabe verzichtet werden.

Ein wichtiges Beweishilfsmittel ist das Zornsche Lemma: Es sei & ein
nicht-leeres Mengensystem. Eine nicht-leere Teilmenge & von & heilt eine
Kette, wenn aus M,, M, e & stets M, < M, oder M, < M, folgt. Eine Menge
M ¢ © heiBt ein maximales Element von &, wenn aus Ne¢ © und M < N
stets M = N folgt. Das Zornsche Lemma lautet nun:

Wenn fiir jede Kette ® von & die Vereinigungsmenge U {K: K € 8} ein
Element von & ist, dann gibt es zu jeder Menge A € © ein maximales Element M
von © mit A< M.

Es seien jetzt X und Y zwei nicht-leere Mengen. Unter einer Abbildung ¢
von X in Y (in Zeichen: ¢: X — Y) versteht man dann eine Zuordnung, die
jedem Element z € X eindeutig ein Element y € Y als Bild zuordnet. Das
Bild y von x bei der Abbildung ¢ wird mit @(x) oder auch einfach mit gz
bezeichnet. Die Menge X heift der Definitionshereich der Abbildung ¢, die
Menge Y ihr Bildbereich.

Ist @ eine Abbildung von X in Y und M eine Teilmenge von X, so nennt
man die Menge aller Bilder von Elementen z € M entsprechend das Bild der
Menge M und bezeichnet es mit @ (M) oder einfach mit M. Es gilt also

oM = {px: x ¢ M},

und @M ist eine Teilmenge von Y. Das Bild der leeren Menge ist wieder die
leere Menge. Weiter ist speziell X eine Teilmenge von Y. Gilt sogar pX =7,
tritt also jedes Element von Y als Bild eines Elements von X auf, so nennt
man ¢ eine Abbildung von X auf Y. Umgekehrt sei N eine Teilmenge von
Y. Dann wird die Menge aller Elemente von X, deren Bild ein Element von N
ist, das Urbild von N bei der Abbildung ¢ genannt und mit ¢~ (N) bezeichnet.
Es gilt also
@~ (N) = {z: gz e N},

und @~ (&) ist eine Teilmenge von X. Auch wenn N == @ gilt, kann @—(N)
die leere Menge sein.

Bei einer Abbildung ¢: X — Y koénnen verschiedene Elemente von X das-
selbe Bild haben. Ist dies nicht der Fall, folgt also aus x;, =+ x, stets gz, =+ @z,,



