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PREFACE

The meeting held in Luminy in September 18-22, 1988 brought
together most of the world's specialists in bifurcations of
vector fields of the plane. The main subjects of the theory were
discussed, including: :

- Finiteness of the number of limit cycles of ordinary differ-
ential equations in the plane. The problem of Dulac is that of
determining whether polynomial vector fields have a finite
number of limit cycles. One solution is presented in this volume

‘in the framework of new and much farther-reaching methods for

the study of differential equations, such as accelero-
summation.

- Multiplicity of polycycles. Their definition seems to be a
first step towards the solution of Hilbert's 16th problem
produced to prove the existence of a uniform bound, dependent
only on degree, for the number of limit cycles.

- Zeroes of abelian integrals. This is a topic which links up
directly to real algebraic geometry. It intervenes in an
infinitesimal version of Hilbert's 16th problem, and also in"the
question of enumeration of critical points of the period for
which is important in the study of bifurcations.

- Numerical simulation and symbolic computation on computer in
the study of differential equations.

- The work (in particular of Chinese groups of researchers) on
quadratic equations, that pick up again classical methods of
bifurcation theory such as the method of rotations.

- Modelling of predator-prey ecological systems. The subject
is in widespread use in biomathematics to describe biological
cycles.

- The use of methods of non-standard analysis in the study of

bifurcation with delay.

The articles in this volume will initiate the reader quickly
to the most recent result in this field at the interface of
fundamental mathematics and of its applications, currently in
full development.

We enjoyed the support of the Centre National de la Recherche
Scientifique, of the Ministére des Affaires Etrangéres
(Direction Générale des relations culturelles, scientifiques et
techniques), of the Société Mathématique de France through the
intermediary of the Centre International de Rencontre
Mathématiques at Luminy, of the Union des Assurances de Paris
and of the Université de Bourgogne.

We are grateful to Miss Courtial and Mrs. Gadenne for their
assistance in the preparation of the manuscripts.

We thank Springer-Verlag for the care and competence shown in
the publication of these proceedings.
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Retard a la bifurcation :
du local au global

Bernard Candelpergher Francine Diener
Laboratoire de Mathématiques Laboratoire de Mathématiques,
Parc Valrose Parc Valrose
06034 Nice Cedex 06034 Nice Cedex

Marc Diener

U.F.R. de Mathématiques
Université Paris 7
75251 Paris Cedex 05

C’est Claude Lobry qui, lors d’un colloque en 1985 [8] avait attiré notre attention sur
le phénoméne de “retard a la bifurcation” par des expérimentations numériques ou il
devinait une intervention des canards. Nous abordons ici cette question sur une équation
modéle dite & G. Wallet, ot le lien avec la question de sommation de séries divergentes
apparait de maniére remarquablement élémentaire, et & travers laquelles se profile la
confirmation d’une trés ancienne conjecture de J-P. Ramis sur le caractére Gevrey des
séries intervenant dans diverses études de canards. Nous remercions vivement F. Pham
et J. Ecalle pour nous avoir patiemment aidés & découvrir et appliquer les méthodes de
sommation. '

1 Etude numérique du retard a la bifurcation
Considérons ’exemple de G. Wallet :

W €
uy puy —uz +¢€ (1).
uh uy + pug

pour £ = 0.05. Le terme de “retard & la bifurcation” est dii a I’écart entre le compor-
tement des trajectoires d’'un systéme tel que (1) et le raisonnement (heuristique et
inapproprié) suivant :

Comme ¢ est petit, on étudie le systéme (1) pour € = 0. Dans ce cas u = Cste
est un simple parameétre, et le systéme satisfait par u = (u;,u;) présente un unique
point stationnaire : (0,0). Ce point stationnaire est un foyer stable pour u < 0 et
instable pour 4 > 0. On peut penser que, si 'on choisit ¢ = 0.05, et une condition
“initiale” (p—,u-) telle u_ = —1.3, et [|u_|| =1 (Fig. 1), s va croitre lentement avec
la variable indépendante, disons t ( ', = d/dt), u va s’enrouler rapidement vers le



Figure 1: Mjectoimiqmdcppinhtd-quelluﬂ=1,pourp=—1.3etdiven-nglm(iguxdxe),
ou divers s < —1.3 (& droite). On observera la sortie en u ms +1 (c’est le retard), commune & toutes
estnjectoiu(c’glth:but&).‘ .

(=)

Figure 2: (a) Superposition de trajectoires d’un méme point pour diverses valeurs petites de ¢ > 0 :
les comportements different appréciablement lors de la déstabilisation, qui a toutefois toujours lieu
pour 4 = +1. (b) La relation entrée-sortie yt = —pu_ pour |u4| < 1.

“point stationnaire” (—4&;, -£+) ~ (0,0), tant que < 0, puis se dérouler dés que
u franchira la valeur de bifurcation u = 0. ,

C’est cette derniére affirmation, en italiques, qui est démentie par ’expérience (et la
théorie). L'erreur du raisonnement heuristique réside dans le fait que pour obtenir une
portion de trajectoire correspondant & une variation appréciable de u, il convient de
faire parcourir & la variable ¢ un intervalle de 1'ordre de 1/¢ : pour le probléme envisagé,
le systéme (1) est une fausse perturbation réguliére du cas € = 0 : on constate en effet
un retard dans la destabilisation de la solution, qui ne quitte I’équilibre instable que
pour u voisin de +1 (Fig. 1). ,

Outre ce retard & la bifurcation, nous observons un second phénoméne, nouveau
3 notre connaissance : toutes les trajectoires calculées se déstabilisent ensemble : bien
qu’issues de points bien distincts , elles quittent I’équilibre pour une méme valeur de
# et sous un méme angle. C’est ce retard maximal, ou butée, que nous souhaitons
également expliquer, d’autant que la valeur x4 & +1 est insensible au choix de ¢ > 0
petit. Observons toutefois que 1’“angle de sortie” est, lui, sensible au choix de € > 0
petit (Fig. 2.a).

Nous n’avons envisagé jusqu’ici que le cas de trajectoires telles que p- < —1. Pour
—1 € p— € 0, on observe également un retard, mais celui-ci est modulé par la valeur
de p_ : il y a destabilisation pour pu; ~ —u_ (Fig. 2.b), et donc existence d’une
fonction entrée-sortie : ceci sera facile & analyser en termes de canards dans le prochain



Figure 3: Trajectoires des deux cercles py = +1.3,|lut|| =1; & gauche le tracé “exact”, a droite un
schéma topologique.

paragraphe. Sur la figure 3 ont été représentées des trajectoires de points (p4,u4) avec
py = +1.3 et toujours |juy|| =1 : on trouve une symétrie prévisible. On a également
représenté schématiquement les “cylindres”, réunion des trajectoires des deux cercles
p+ = £1.3, [uz)|| =1: ils constituent deux “trompettes” enlacées ; ce schéma permet
de comprendre qu’il n’y a aucune obstruction C*® pour que la torsade centrale soit
de longueur infiniment petite, ce qui suggeére le caractére analytique du phénomene de
retard, que nous allons étudier maintenant sur un plan plus théorique.

2 Relation avec les canards

Posons dorénavant z := u et supposons € > 0 infinitésimal. Réécrivons le systéme (1),
aprés changement de temps t — 7 = €t, en

z = 1
€Uy = Tuy —uz+E€ (2)
EUy = .Uy +TU2

o = d/dr. C’est un champ lent-rapide de R x R? ou R x C [5] du type

{a 2 few e

dont les images des solutions sont des graphes de solutions de I’équation

e%:- = f(z,u) (4)

ot u = u; + iuy, et ot f est supposée C! (donc analytique en u), et S en u (ie. fy
est S-continue). La courbe £ de Ry x Cy d’équation °f(z,u) = 0 est appelée la courbe
lente de (3) ou (4) . Dans 'exemple (2) il s’agit de la droite u = 0. Un point standard
(zo,uo) de L est dit atiractif si la partie réelle de °fy(zo, o) est strictement négative,
et répulsif si cette méme partie réelle est strictement positive. Dans I'exemple (2) les
points de la courbe lente tels que z < 0 sont attractifs, et ceux tels que £ > 0 sont
répulsifs. On dit qu’une solution z — %(z) de (4) est lente sur l'intervalle I =lz_,z4|
si, pour tout z € I, f(z,%(z)) ~0, C’est-a-dire si elle reste infiniment voisine de £ sur
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cet intervalle. Enfin on dit que @ est un canard sur I [2,14], si @ est lente sur I, et sl
existe un zo standard, z_ < 7o < z4+ tel que %i(z) est attractif pour tout z < zo et i
répulsive pour tout z 3> z¢ (z € I). Si uo = %%(z0), on dit encore que @ est un canard
au point (zg, %o). 3

Le phénomeéne de retard a la bifurcation correspond donc précisément & l’existence |
de canards. Or cette existence pour des systémes lents-rapides tels que (3) n’est pas
élémentaire. Etablie sur un exemple par Shishkova [12], elle a été prouvée par Neishtadt i
[9,10], comme nous I'indiquons ci-dessous. Nous y reviendrons au prochain paragraphe.
Notons que méme pour le cas du systéme (2), oti, en posant toujours u = u; + tug, les
(images des) trajectoires satisfont & 'équation

du

Bge = (z -{z)u +e€ (5) |

et ont donc pour expression

F 12 T 2
u(z):eu;-g_ (K+/ e'wﬁ)—dt) , KeC
0

il n’est guére plus simple de déduire l'existenice de canards de cette quadrature que
d’utiliser la sommation des séries divergentes que nous proposons ci-dessous.

Un point des théories existentes des canards s’adapte toutefois ici sans difficultés :
c’est le calcul de la fonction entrée-sortie [1]. Comme pour toute solution lente, on
peut [5] associer & chaque canard de (4) un point (standard) d’entrée dans le halo de la
courbe lente, et un point de sortie du halo, caractérisés, dans le cas du systéme (2), par
leur abscisse z_ et 74 (éventuellement égales & +00). Voici comment sont réliées z_ et
z4 (pour le systéme (2) on aura T = —z4) :

Proposition 2.1 (Fonction entrée-sortie) , ,

On suppose que le systéme (2) posséde un canard dont l'image est le graphe d’une
fonction z — @(zx) définie pour tout z €la,b|, a et b standard. Soient z_,z4 €la, b
standard tels que

/:+ °ft (z, %)z = 0.

Alors toute solution de (4) qui atteint le halo de L au point d’abscisse z_ en ressort au
point d’abscisse T4.

Preuve : Pour r = |u|, considérer la loupe de Benoit R = elogr. : u}

Application d I’ezemple (1) : Ici °f,(z,%) = (z+1) : la fonction entrée-sortie est une
simple symétrie autour de 'origine des abscisses. :

Notation : Soit ¢ # 0 infinitésimal. On dira que p € C est un ¢-ezponentiellement
v h

petit, 8'il existe h € C de partie réelle positive non infinitésimale tel que p = e"H ou si

# = 0. On notera M, ou simplement M I’ensemble (externe) des e-exponentiellement

petits.
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Proposition 2.2 (Stabilité des canards par microperturbation)

Soient f C! et S! en u, et | deuz fonctions localement lipschitsiennes. Supposons
que Véquation £42 = f(z,u) admetic un canard z s ii(z) au point (Zo,uo) et que pour
tout (z,u) infiniment proche du canard on ait |[(z,u)| € M,. Alors I’équation suivante
admet un canard au point (Zo,uo).

e%‘ = f(z,u) + l(z,u).

Preuve : Considérons, pour (z,u) tel que 0 < |u — @(z)| < 1, le revétement défini

. (2,0) = (2, log(u — (=)

a valeurs sur ReU < 0. L’équation edu/dz = f(z,u) devient
ﬂ - f(zs“) - f(z,ﬁ(z)) + l(zau) '
dz u — ii(z) u — ii(z)

Or, pour ReU < 0 appréciable, on a u = i(z) + eV/* ~ i(z), et donc, comme
fi(z,u) #0, f(z,u) — f(z,i(2)) = fu(z,6(z))[u - #(z))(1 + #), avec ¢ ~ 0.

D’autre part, par le principe de Fehrele [6], il existe k réel positif non infiniment
petit tel que |I(z,u)| < e~* pour tout (z,u) infiniment voisin du graphe du canard.
Donc, toujours pour ReU < 0, ’ .

I(z, “)
u — i(z)

I(z,u) &

_ReUtk
L .
eUle

Donc, pour —k < ReU < 0, 22 ~ 0 et finalement

T fila, (=)

d’ou U(z) ~ Up + f:; fi(€,a(€))dE tant que cette expression garde sa partie réelle
comprise entre —k et 0, et non infiniment voisine de ces valeurs, ce qui est assuré sur
tout un voisinage standard [z_,z,] de o pourvu que ’on choisisse U, satisfaisant a
ces conditions. En revenant a 1’échelle (z,u) initiale, on voit que la solution issue de

u(zo) := @(zo) + e est, sur [z-,z+], le canard cherché. o

Remarque : On notera que ’équation e% =(z+1i)u +-e n’est pas une micropertur-
bation (au sens de la proposition (2.2)) de ’équation linéaire €42 = (z + i)u qui, elle,
posséde bien un canard évident. La proposition (2.2) ne peut donc pas lui étre appli-
quée. Cependant, le changement d’inconnue eu = u; — ;%; transforme cette équation
en

dul i 52
E—d-'z—' —(z+1)u1 —m

dont le terme perturbatif —(:L;'.)-, n’est plus d’ordre ¢, mais £2. Un nouveau changement
d’inconnue €u; = u + e*/(z+i)® permettrait de diminuer encore ’ordre de grandeur du



terme pe:;turbaﬁf Oﬁ oomprend qu’il est ainsi facile de construire une suite (u,) de
changements de variables de telle sorte que I’équation obtenue aprés N cha.ngements
d'ineonnue soit une microperturbation de l’equatxon & canard évident e = (z + 1)u.
Bien entendu, N sera infiniment grand : N = 1 . par exemple convient. C’est a partir de
cette remarque facile & comprendre que Neishtadt est parvenu a montrer I’existence de
canards et expliquer le retard & la bifurcation.

J. Martinet a attiré notre attention sur le fait qu’un point de vue Gevrey sur la
question permet d’obtenir cette existence des canards de maniére trés naturelle. Cest
I'objet du prochain paragraphe.

3 Le point de vue Gevrey

La difficulté dans la preuve du théoréme de Neishtadt réside dans le fait que, trés généra-
lement, la suite des changements d’inconnue mentionnée conduit a une série divergente,
et sa preuve a consisté & maitriser par des majorations la somme des 1 . premiers termes
de cette série. Le fait que cela soit possible peut se comprendre, dans le cas analytique,
par les propriétés du développement des solutions lentes au voisinage d’un point (zg, ug)
ot qf,)(zo, uo) est inversible : un tel développement est en effet Gevrey (d’ordre 1). Il
est donc naturel d’appliquer des méthodes de sommation qui sont bien adaptées a une
telle situation et d’obtenir une preuve par aveu spontané ...

Theoré¢me 3.1 Soit F : RxCxR — C, (z,u,€) — F(z,u,€), une fonction standard,
analytiqgue au voisinage d’un point standard (z¢,uo,0) tel que F(zg,up,0) = 0. On
considére la situation oi la partie réelle de Fy(x,ug,0) est du signe de z — zq, et
on suppose que la partie smaginaire w(zg) de F.(zg,uo,0) est non nulle. Soit € > 0
infinitésimal, et posons f(z,u) := F(z,u,€). Il eziste B> 0 et une solution @ de

6% = f(z,u) (6)

définie pour tout |z — zo| < R, telle que u(zo) ~ ug et f(z,u(x)) ~ 0 pour tout
|z — z¢| < R.

Rappeions qu'un développement 4 = Z 5o Upe?t1, ol les ﬁ,, appartiennent a une
algebre normée (ici les fonctions a.na.lyt;xques définies sur un voisinage de z, munies de
la norme uniforme), est dit Gevrey d’ordre k (ici k = 1) si et seulement s’il existe des
réels C et M tels que pour tout p > 0 on ait |i,] < CMP(p 1)* [11]. Une fonction
#i(z,e) définie pour z € I =]z_,z;[ pour ¢ dans un secteur de sommet 0 (et, ici,
contenant le demi-axe réel positif) est appelée une solution-Gevrey de 63—: = F(z,u,¢)
s fi(z,€) = eﬁ‘%ﬁl —F(z,4(z,€),€) est ezponentiellement petite, c’est—a—dire que pour
elle et chacune de ses dérivées it™ par rapport & z, il existe des constantes h > 0 et
K telles que i (z,¢) < Ke "/, Supposons F' standard et soit € > 0 infiniment petit.
Posons 4(z) = 4(z,€). On dira que la fonction @ est un cenard-Gevrey au point standard



(20, Uo), T— € To € Z4 et ii(20) = uo, 8i, de plus, la partie réelle de Fy(z, uo,0) est du
signe de z — zo et f(z,i(z)) 0.

Preuve : Quitte & procéder au changement d’inconnue v = u — fi_; ol Gi—; est la
fonction implicite locale definie par F(z, i—1(z), 0) = 0 telle que 6i—1(Z0) = uo, on peut
supposer que F(z, uo,0) = 0 pour tout z dans un voisinage de zo, puisque Fy(zo,u0,0)
est inversible (w(zo) # 0). Cette méme hypothése de régularité de F' permet d’appliquer
un théoréme de Y. Sibuya [13] assurant que I'équation (6) e§ = F(z,u,¢) admet une
solution formelle & = }° >, tic?, ot les 1, sont des fonctions analytiques définies sur un
méme voisinage compact de zo, et que cette solution formelle est Gevrey d’ordre 1.

On' en déduit dés lors une solution-Gevrey ii(z) admettant & pour développement
asymptotique, au moyen d’une sommation de Borel-Laplace-tronquée. Rappelons brié-
vement comment : '

La transformation de Borel B convertit la série formelle i en la série

a4=B (E ﬁ,e’“) = Zﬁ,}—A’:‘,

p20 20

© qui, du fait que @ est Gevrey d’ordre 1, est une série convergente et définit donc une
fonction u sur un voisinage de zo indépendant du choix de & voisin de 0. I est dés lors
possible d’appliquer & u une transformation de Laplace-tronguée, c’est-a-dire étendue &
un chemin d'intégration T (indépendant du choix de ¢) joignant A =0 & un point non
nul Ao dans le domaine de u.

La transformation de Borel est un homomorphisme de ’algébre des séries Gevrey
d’ordre 1 (munie du produit formel des séries) dans ’algtbre des séries convergentes
(munie du produit de convolution), et cet homomorphisme commute avec la dérivation
par rapport au “paramétre” z : B (g}) = §-B(&) (puisque, par les formules de Cauchy, la
dérivée en z d’une série Gevrey (en puissances de ¢ & coefficients analytiques) est encore
Gevrey). La transformation de Laplace £ ayant les mémes propriétés (du produit de
convolution vers le produit ordinaire cette fois), on est assuré que @ := L o B(1) satisfait
aux mémes équations algébro—différentielles que i, et, par densité, les mémes équations
analytiquo—différentielles. Toutefois, faute de pouvoir choisir Ag = 00, la transformation
de Laplace-tronquée n’est un homomorphisme qu'a exponentiellement petit pres, et
donc, si e§& — F(z,1,¢) = 0, on n’aura pour i := Lr o B(4) que e{% — F(z,u(z),€) =:
ji(z,€) ot fi est une fonction exponentiellement petite. Par transfert, on peut supposer
que @ et ji sont standard et donc, si € > 0 est infinitésimal, ji(z,€) € M,. La fin de la
preuve est alors la eonség'uence du corollaire suivant de la proposition (2.2).

Corollaire 3.1 Soit ¢ 2> 0 infinitésimal ; posons f(z,u) := F(z,u,e). Si Péquation
cﬂ- = f(z,u) admet un/canard-Gevrey au point (z0,uo), alors elle admet également un
canard en ce point.

Préuve s Soit @ lgicanard-Gevrey défini sur un voisinage standard |2,z [ de zo ;
posons (z,v) = (,u + @(z)). Par hypothése et = f(z,8(z)) + p(2), ot y(z) est une




fonction exponentiellement petite sur Jz_, z[, et il existe donc des constantes k > 0 et
k' > 0 telles que u(z) < e~ % et u'(z) < e~¥. On a donc

e% = f(z,(2) + v) ~ f(2,(2)) — (<) = vg(z,v) - (=) (™)

ot g(z,v) = fi(z,%(z) pour tout v =~ 0. L'équation (7) est une microperturbation de

I’équation £ 42 = vg(z,v) =: h(z,v) qui admet la solution lente évidente v(z) =0; c’est
E ]

un canard de cette équation, puisque (%)!(z,0) =~ hy(z,0) = g(z,0) ~ fi(z,i(z)) ~

(°f)u(2,(%)(2)), qui est par hypothése du signe de z — zy sur lz—,z4[. Dapres la

proposition 2.2, I’équation (7) admet donc elle aussi un canard au point (zg,up). O

4 Local ou global ?

Jusqu'a présent nous avons parlé du probléme de I’existence locale des canards, qui
correspond, comme nous l’avons dit, & la présence d’un retard & la bifurcation. Abordons
a présent le probléme de leur taille maximale, c’est-a-dire le probléme de déterminer la
longueur du retard, pour une condition initiale donnée.

Une fois encore, nous obtiendrons ce renseignement en sommant la série formelle
Y p>0 Up(Z)eP+!, généralement divergente, qui représente la solution canard considérée.
Mais cette fois il ne suffit plus d’une sommation tronquée qui fournit une solution-
Gevrey, il convient de calculer par sommation les solutions ezactes, lorsque cela est
possible.

Dans ce paragraphe, nous verrons comment mener ce programme & bien dans le cas
simple d’une équation linéaire de la forme

eu' = (2 +i)u+ eg(z) ' (8)

ol g est une fonction entiére. Le cas non linéaire sera abordé au paragraphe suivant mais
par une méthode différente : on utilisera alors, non plus une sommation par rapport &
€, comme nous allons le faire & présent, mais une sommation par rapport & une variable
ad hoc remplacant z.

La premiére étape consiste & déterminer la série formelle >0 Up(2)ePt! qui véri-
fie I'équation, en portant cette série dans ’équation et en déterminant les coefficients
g, 1,... de proche en proche. On trouve en particulier uo(z) = —g(z)/(z +1). On
calcule ensuite la transformée de Borel B de cette série, par rapport & la variable ¢ :
&7 = B(e?*!). On obtient ainsi la série '

i(z,A) = Eu,(z)}%
p20

qui est convergente au voisinage de A = 0, puisque comme nous ’avons dit la série
initiale est Gevrey. Désignons par u(z, A) le prolongement analytique de la fonction ainsi



B
g ~1)?=1 3.5-.-(2p—
5,z0 G35 (@p =1t — 8(z,X) = Typo e 5N
1 |
développement : prolongement
asymptotique ' analytique

!
P -L " = -‘
u(z,€) = — f‘e . mdx ": u(z,)) = ;72A+(s+i)=

Figure 4: La sommation dans le cas de I'équation (8).

- définie. 11 s'agit d’étudier les singularités de cette fonctions de A (ici z est & considérer

comme un paramétre) et sa croissance & l'infini. Ces renseignements obtenus, on calcule
une solution de 1’équation en posant

u(z,€) = / e~ 4u(z,\)d)
d
ot d est une demi droite ne contenant aucune singularité de u et sur laquelle u est &

mmuponentieneena\,c'est-b-dimmhqueueileﬁatexeﬂetCeRtehque
|u(z, )] < CeX¥M. Cette méthode de sommation [7,4,3] est schématisée sur la figure 4

‘dans le cas de I’équation (5). ;

En pratique, la partie délicate de ce procédé de sommation est le prolongement
analytique @& — u. A l'exception de quelques cas particuliers (tels que 'équation (5)),
il est impossible de le calculer explicitement. On adopte alors une autre stratégie :
on détermine la transformée de Borel non plus de la série initiale mais de I'équation
elle-méme. On obtient :

d:u(z, A) = (z +i)[Bxu(z, A) + u(z,0)8] + 9(2)é (9)

oi1 § est la mesure de Dirac en A = 0, image par la transformation de Borel de la “série”
constante 1. Comme

u(z,0) = uo(z) = —g(z)/(= +1),
on a simplement :
(z +i)0xu (10)

{ o;u

u(z,0) -g(z)/(z +i).

La fonction u que nous cherchons & déterminer est donc simplement la solution de cette
équation, c’est-a-dire la fonction

g(lz2k +(z+ t)f —-1) _

V22 +(z+ 1)?

u(z, \) = (11)
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Figure 5: La singularité de U se déplace sur une parabole dans le plan de A, lorsque z varie.

Les singularités de cette fonction proviennent d’une part du péle ramifié A = —(z+1)?/2
et d’autre part des singularités de g.

Proposition 4.1 (Existence de la butée) “

Si g est une fonction entiére & croissance ezponentielle et si g(—i) # 0, P'équation
(8) posséde une solution @(z,€) infinitésimale pour tout z K 1. Cette solution i devient
infiniment grande dés que z > 1. Enfin si u; est une autre solution infinitésimale en
un point — < 1, elle reste infiniment vossine de  tant que z € T4 = —2—.

Cette proposition explique le phénomeéne de butée observée lors de I'étude numérique
du premier paragraphe. Elle indique que, pour une solution de cette famille d’équations,
le plus long retard possible est 1 puisque toutes les solutions devenues lentes avant —1
restent lentes jusqu’en 1 puis cessent de I’étre, en quittant ’équilibre pour des valeurs
de z proches de 1, tout en restant infiniment voisines les unes des autres tant qu’elles
restent limités.

On retrouve bien entendu ce méme comportement symétriquement pour les tra- |
jectoires lentes au-dela de z = 1.

Preuve : Comme la fonction g est entiére, la fonction u donnée par la formule |
(11) posstde, pour chaque valeurs du paramétre z, une unique singularité au point
A = —(z +1)?/2. Lorsque z varie, cette singularité se déplace sur une parabole, comme
indiqué sur la figure 5.

On voit que pour toute valeur de z < 0, la demi-droite réelle positive d ne rencontre
aucune singularité de u (et u est & croissance exponentielle par hypothése) ; la fonction

a(z,e) = /d e=2u(z, A)d\ E

S

est donc une solution de I’équation, définie pour tout z < 0. Lorsque z prend des valeurs
positives, on peut encore définir cette solution par une formule analogue, & condmon de
faire pivoter la droite d en d, comme indiqué sur la figure 5. Plus précisément l’mtégnle

/Je_ cu(z,A)dA




1"

représente la méme fonction (z,¢) aussi longtemps que la singularité, située sur la -
parabole, reste au dessus de la demi droite d. Donc, dés que z > 0, 0on a :

a(z,e) = /e_éu(z; A)dz\+[ e'éu(z,A)dA.
d Jd-d
Estimons le second terme de cette somme que nous appelons correction ezponentielle.

Lemme 4.1 Pour tout € > 0 infinitésimal, on a

/_ e=2u(z, A)dA ~ —2vBemg(—i)e HL
d—d

Preuve : (du lemme)

—2 g9(y/22+(z+1)2 ) .
Notons I = [; ,e”*¢ %(ﬂ et posons s =2\ + (z+:)%2. On a :

I——2e‘%‘ﬁ/ —g({/_' 9 gs

d’ol, en posant S = 3=, N

=

jail’l’
I=—-2v2e = / 'SS_ g(\/ 2S5 - 7)
0

Comme g¢(v/2eS — i) ~ g(—i) pour tout S limité et ¢ ~ 0, on pcwt évaluer cette
intégrale par le théoréme d’approximation dominée [6] et la formule d’Euic de I'(1/2);
on obtient : <
I~ —2v/2e g(—z)\/_

ce qui achéve la preuve du lemme. O

On déduit du lemme que la correction exponentielle est une quantité infinitésimale
(c’est méme un exponentiellement petit) aussi longtemps que Re((z + ¢)?/2) < 0.Elle
devient par contre infiniment grande dés que cette partie réelle est positive. On voit donc
que son influence est négligeable aussi longtemps que z <« 1 et devient, au “ontraire,
prépondérante lorsque z 3> 1. La solution #(z,€) a donc le comportement annicé.

Il reste & montrer que si u; est une autre solution infinitésimale en un point z_, & —1,

elle reste infiniment voisine de % tant que ¢ <« z4 = —z_. Compte tenu de ': forme
trés particuliére de 1'équation (8) considérée, la différence u; — @ est de la forms
(o402 f
ul(z,e)—ﬁ(z,e) =Ce ™ =) !

| o

c’est donc une fonction paire de z. ‘
, ’

———

it S ——




