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PREFACE

This volume <5 an account of the Lectures delivered in the International Confe-
nence on "Singularnities and Dynamical Systems", onganized in Heraklion gfrom August
30th to Septembern 6th 1983 by the Univensity of Crete and the Unlvernsity of Difon.
The main purpose of the Conference was to create conditions of scientific contact
between mathematicians and physicists who have singularities and dynamical siystems
as common Aintenests.

The main themes dealt with at the meeting, and contained in this volume, are de-
voted to recent progress 4in the following topich:
*  the global study of dynamics generated by diffeomorphisms on foliations,

* the focal study of the singularities of differential equations of real and com-
plex fields,

* Zhe singularities of symplectic geometry, contact geometny, and Riemannian geo-
metry,

*  the singularnities of functions and complex hypersurgaces,

¥ the bifurcations in dynamical systems and the appearance of chacs,

* the study of some specific dynamical systems, nonbinearn differential equations,
and solitons.

The Congerence was sponsoned by the Ministry of Reseanch and Technofogy, and the
Ministrny of Civilization and Sciences of Greece. Inaddition, the French governement,
through its Embassy <in Athens,provided some suppont fon participants. We are gnate-
ful to these onganizations fon theirn interest and assistance.

The sclentifdie preparations for, the organization at, and the publLications fol-
Lowing this Congerence arne the result of a close cooperation with:

Dominique Cerveau, University of Dijon, Department of Mathematics,

Jean-Frangois Mattei, University of Toulouse, Department of Mathematics,

Robert Moussu, University of Dijon, Department of Mathematics,

Stephanos Prevmatikos, University of Dijon, Department of Physics,

Robert Roussarie, Univernsity of Difon, Department of Mathematics.

I am pleased to express my gratitude to the authons fon their contributions, to
the neferees fon their helpful comments, to all persons who assisted me with the

many defails of nunning the Conference and preparing this volume, and in particular
to Nonth-Hofland Publishing Company.

Spyros N. Pneumatikos

Henaklion 19§84
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LA MARCHE AU CHAOS VUE PAR UN TOPOLOGUE

René Thom

I.H.E.S.

France

En topologie différentielle, la relation d'éguivalence la plus gé&né-
rale est celle dé&finie par un feuilletage (p) de codimension k dans ure
variété@ lisse paracompacte M" de dimension n.En toute gé&néralité,on de-
vrait accepter que le feulletage puisse admettre des singularités gé&-
nériques. Malheuresement, la théorie des singularités de feuilletages
est chargée de beaucoup d'obscurité; les singularités peuvent dépendre
de la maniére (via formes différentielles ou champs de vecteurs) par
laguelle on définit le feuilletage; et les singularités g&nériques ne
sont pas connues en dehors des cas les plus simples;(basse codimension.
Pour ces raisons, on supposera ici le feuilletage (p) partout régulier.
On désignera par (M /0) 1l'espace quotient de M? par la relationd'équi-
valence p ( X3y si x et y sont dans la méme feuille).

Reprenant une id&€e proposée autrefois [1], on va pratiquer sur M la
théorie de Morse. On se donnera sur M une fonction de Morse réelle
F: M — R propre et positive. F atteint alors son minimum en un point
minimisant m, avec F(mo) = Uy >0 gqu'on supposera unique. Le principe
est alors, & toute valeur c € IRY d'associer la variédté F sc, et d'étu-
dier comment varie l'espace quotient (Fsc/p) ,od la relation (p) est
définie par restriction i la variété 4 bord Fsc dans M. On fera en
plus les hypoth&ses de généricit& naturelles que voici:

-

-1.En tout point critique v de F, le céne tangent (céne quadratique) i
la variété de niveau F | (F(v)) est enposition générafe par rapgport i
la p-feuille contenant v.

-2.Pour presque toute valeur de c, la variété& bord F_1(c) est en position
générale par rapport au feuilletage. Ceci veut dire que, en général,
les submersions locales n,: Ui—>]Rk qui définissent le feuilletage
sont génériques sur l'hyperplan F=c. Il y a donc un lieu critique
r(c) = F—1(c) ol ces applications locales sont critiques,lieu qui est
en général de codimension (n-k) dans F_1(c) , de corang & la source :

(n=1)-(k-1) = n-k, ayant des singularité&s de codimension 2 (n-k-1).
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Ceci nous permet de définir divers types de points critiques:

1. Les points critiques Ve de la fonction de Morse F . Les valeurs

c. = F(\)c) seront dites caditiques ordinaines.
i

2. Les valeurs o pour lesquelles, sur F =0, les submersions locales
de p, ni:Ui———>1Rk, cessent d'étre génériques. On supposera ces
singularités de codimension un, associBes i un point critique {i isolég,
telles que le chemin dé&fini par (c) franchissant ¢ se rel@ve en un point
de contact u(c) qui défini localement une traversée transversale de
la strate associée § la singularité ni}F= o .0n appellera ces valeurs
o-critiques.

Les valeurs critiques ordinaires et les valeurs o-critiques sont
isolées. Toutefois, ces valeurs ne suffisent pas & construire une
théorie de Morse. Il y a lieu d'y associer d'autres types de valeurs

critiques.

=~ Valeuns tv-crifiques. Pour chaque valeur (c) on a un lieu critique
F(c) dans F=c . On peut alors saturesn ce lieu par la relation o dans
F <c; on obtient ainsi un ensemble I (c) , génériquement un ensemble
stratifi@ (ou une image continue d'ensemble stratifi&). Il y a lieu
alors de considérer 1l'intersection (F=c) N f‘(c); d 1' extérieur de
I(c) cette intersection est en génédral transversale (en un sens gé-
néralis&, si I'(c) a des singularités). On appellera t-vafeur critique
toute valeur pour laquelle cette intersection (F=1)n (1) cesse
d'étre transversale.

Ici encore, on peut définir la notion de dé&faut de transversalitd
de codimension un, et on supposera gque les valeurs (1) ainsi obtenues
sont effectivement transversalement obtenues lors de la variation de
(c) & travers la valeur (1). Le dernier type de valeurs critiques &
considérer est celui qui dans le cas classique des flots, correspond
& des intersections non transversales de variétés stables et instables
dans la théorie de la bifurcation. Pour cela il sera nécessaire d'ad-
mettre pour notre espace quotient (Fsc)/p , une structure 4°' espace
stratifi® non 4&paré. Par exemple, le quotient d'un espace R" par
un endomorphisme lin€aire hyperbolique T, R? = RY + IRS, est un es-

u+s u-1 s=1 2

pace de quatre strates: U de la forme S x S x R” , domaine

fondamental par T restreint au complé&mentaire ®r" - RYy RS ; les va-
riétés stables s 'x R = ®RY , sy R = RS et 1° origine 0 .
La seule différence avec l'axiomatique usuelle des ensembles stra-

tifiés est que les applications d'attachement § < Z ne satisfont
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plus & la condition de séparation lorsque les strates bord sont dis-
jointes (non incidentes 1'une sur 1l'autre).

D&s qu'il existe une feuille compacte ¢ dans notre variété F <c,
on peut s'intéresser aux feuilles qui contiennent (¢)dans leur adhé-
rence. Elles forment un ensemble W(p) (gé&néralisant variété stable et
instable), qui dans les "bons" cas est un ensemble stratifi&. On est
alors amen&, pour toute strate A du quotient (Fs<c)/p ,mé&me non séparé,
4 lui associer l'ensemble W(A), gui peut &tre une strate de la stra-

tification - ou un ensemble infiniment plus pathologique.

On appellera valeur {-cndifique toute valeur ¢ pour laquelle 1'in-
tersection d'une strate de la forme W(A) avec F =c¢ est non transver-
sale, ou pour laquelle les ensembles Wc(Ai) cessent de se couper
transversalement, ou encore toute valeur ¢ & la traversée de laquelle
un ensemble W(A) cesse d'é@tre stratifi& par suite d'une complexifica-
tion de l'holonomie de la feuille (A). En particulier , les wvaleurs
critiques de F restreintes aux feuilles (A) sont des valeurs (- cri-
tiques. Ces définitions &tant donn&es, on observe qu'au départ pour
c voisin du minimum Hyr €= uo+ €, Fz2c est une boule, et p y est
quasi lin&aire. On a donc un bon quotient (Fsc)/p gqui est une (n-k)
boule. Toute feuille est simplement connexe. Tant gqu'on n'a pas con-
struit de feuilles non simplement connexes, la théorie de stabilité
de Reeb permet d'affirmer que toute feuille des F<c a un voisinage
saturé, et par suite le quotient reste un ensemble de Hausdorff qui
est stratifié selon le mode des var{étés branchues de R. Williams [2]
(compactifiges). Ceci se produira tant qu'on n'aura pas franchi une
certaine valeur critique (ordinaire , ou o, 1) pour laquelle apparaitra

une feuille compacte & holonomie non triviale.

On peut conjecturer que génériquement, on obtient une feuille com-
pacte 4 holonomie hyperbolique. On notera que ceci exige des contacts

d'indice 1 pour créer du 1, (en général par des valeurs t-critiques).

1

Avant cette valeur c*, pour c<c*, l'application (F<c) — (F< c) /o
est une application stratifiée sans &clatement. Elle présente donc la
stabilité topologique pour tout intervalle ]c1 ’ c2[ < c* ne conte-
nant aucune valeur critique. En général cette valeur c* est précédée
d'une suite convergente de valeurs cy qui sont t-critiques.Eton peut
voir gue le quotient (c*—ci)/(c*—ci+1) tend vers une limite ( comme

dans le phé&nomé&ne de Feigenbaum).

Considé&rons le "pli" r(c) gur F=c. Le saturé c) va couperF =c
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en un autre lieu WY(c) ; gquand c¢ tend vers ST w(ci) aura un contact
ordinaire avec P(ci) en un point Y, s Ce qui augmente la feuille satu-
rée f(ci). Alors le saturé f(ci+1),pour c=cy+e, va contenir un mor-
ceau issu d'un voisinage i droite de Yy lequel va créer plus tard un
nouveau contact (yi+1) avec F(ci+1) pour une valeur ci+1.D'oﬁ la suite
des segments vy, A , associés 3 des figures approximativement sem-

blables, qui convergent vers un point ¥ de valeur c*.

Il est vraisemblable que la création d'une feuille & holonomie non
triviale débute génériquement par une feuille 3 holonomie hyperboli-
gue. Ceci est une exigence de la théorie de Morse classique, et pour-

rait &tre une formulation d'un "cfosding Lemma" généralisé.

/
F(Cl) Yl/
/) ‘1
/ F(cl)
T(c )
(]

Note: La coordonnée verticale au voisinage des points v,
signifie non la variable ¢, mais une coordonnée
locale transverse a I'(c) dans F_ ' (c).

Apré&s la valeur c*, on a un quotient stratifi& non séparé; on peut
alors aller jusqu'd une valeur c** , ofi cette propriété cesse. Il est
vraisemblable que dans l'intervalle c*< F<c**, il n'y a pas stabi-
1ité topologique, car les applications d'attachement des stratifiés
non séparés donnent naissance 3 des diagrammes d'applications diver-
gentes. Si ¥ <2 ,ona 2 11§ diagramme divergent,topologiquement
instable selon la théorie de Dufour [3]. Toutefois, dans certains cas,
la stabilité topologique peut subsister. Ainsi, s'il n'existe qu' un
nombre fini de strates (Ai) qui sontdes feuilles hyperboliques com-
pactes, si les variétés W(Ai) se coupent transversalement, avec une
condition du type (No-Cycle) qui assure que toutes les autres feuil-

~

les sont non compactes 4 holonomie triviale, on peut avoir un théoréme
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de stabilité topologique généralisant celui des systémes de Morse-Smale.
Ceci est dd au fait que dans le cas hyperbolique, les applications a'
attachement qui se présentent lors des incidences multiples telles que
ﬁ_ < Z ont leur fibres transversales, ce qui donne la raison profonde
de la stabilité topologique des points singuliers hyperboligues é&non-

cée par le théoréme de Hartmann.

Au~deld pour F >c** , on a un quotient non séparé&, non stratifié ;
c'est ce qu'on appelle - par abus de langage sans doute - le "chaos".

Soit le schéma général:

u c* c** o]

) Espace quotient Espace quotient "ehaos"

stratifié séparé stratifié non séparé

v . - -

Le seul fait qu'on ait le théor@me de stabilité structurelle des
difféomorphismes d'Anosov, montre que dans certains cas, on peut dire
quelque chose de ces quotients non séparés. Tré&s souvent, on a & con-
sidérer un couple d'endomorphismes @, ,w1 sur un espace, définis d la
conjugaison prés. C'est le cas par exemple des holonomies non hyper-—
boliques, dé&finis par un hom&omorphisme n1(F)——» GL(k) dont il serait
bien intéressant de caractériser la structure générique pour un n1(F)
donné. Le diagramme (D) suscite la gquestion suivante:les bifurcations
de l'endomorphisme quadratique x— x2+k dans sa partie utile A< }
ne présentent que la partie c*c** du schéma (D). Cela est dd au fait
que pour A =0 on a déjid un endomorphisme global (et non local comme
dans la théorie de Morse).

Terminons par deux simples remarques. L'espace de phase de l'oscil-
lateur linéaire, associé & 1'hamiltonien H = p2 + q2 , @& un quotient
séparé. En introduisant du frottement, ou de la dissipation, le quo-

tient devient non séparé, car le centre devient foyer.

On observera d'ailleurs que dans la suite de Feigenbaum x —- x2 +A
le quotient Q(A) reste isomorphe & lui-méme & travers les bifurcations
qui précédent la valeur de chaos c** , seule varie l'application
p:R — Q(A) ol le guotient Q()X) est formé de trois strates: deux
points Oi (i=1,2) et un cercle S1 oll les strates points O1 ’ O2 ’
compactifient les bouts du revétement universel R du cercle S1 .

Cette propriété d'invariance du quotient avant la valeur c** ast
sans doute exceptionnelle. Par ailleurs il est probable que les défor-
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mations d'un endomorphisme n'engendrent pas nécessairement toutes les

déformations génériques de la structure feuilleté&e globale que 1'endo-

morphisme engendre par ses itérations.
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HAMILTONIAN - LIKE PHENOMENA IN SADDLE - NODE BIFURCATIONS
OF INVARIANT CURVES FOR PLANE DIFFEOMORPHISMS
Alain Chenciner

Université Paris VII

France

I present here a short report on my recent work on degenerate Hopf
bifurcation of plane diffeomorphisms; for the proofs, the reader can
consult [1],[2]1,[3]. The talk I gave in Crete stressed a particular
result [2] concerning the existence of Aubry - Mather invariant sets.
I shall discuss more here results connected with invariant curves, par—
ticularly a very new theorem asserting the existence of "many" "good"
saddle-node bifurcations of invariant curves contained in a generic
two-parameter family"unfolding" a local diffeomorphism possessing an
elliptic fixed point of formal codimension two.

We consider (generic) two parameter families of smooth local dif-
feomorphisms Pu,a ofiR2,O and write them as perturbations of normal
forms; more precisely, provided the derivative DPo,o(O) is conjugate
to a rotation by an angle 2TLwo where W, is not a rational number of
denominator smaller than 2n+3, one can choose z,z coordinates in Rz
such that

2n+3

Pu,a(Z) = Nu'a(z) + 0(]z! ),

; 2
L a 2 (1+£ (u,a |2]2)) e ZHI 00, [2]9)

=
P
N
-~
]

where f(u,a,X) and g(u,a,X) are polynomials of degree n in the last
variable with real coefficients depending smoothly on the parameters

w,a, which can be written
f(u,a,x) = u+aX+a2(u,a)X+...+an(u,a)Xn ’

glu,a,x) = bo(u,a)*rb1(u,a)X+...+bn(u,a)Xn ’

and satisfy the following assumptions:
b
2, (0,0)#0 , b,(0,0) #0, b, (0,0)-2a, (0,0) 5=-(0,0) £0.

The bifurcation diagram of the family of normal forms and the asso-

ciated dynamics are represented on fig.1 in the case where a2(0,0)<0:
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v

g
S T

Fig.1

The following theorems are true as soon as nz15 (i.e. one must avoid

the 33 first resonances). We say that Pu a looks like a normal form

r
Nu' at if in a uniform (i.e. independant of u,a) neighborhood @ of 0O,
7
Pu a and Nu, ar have the same number (0,1,or 2) of invariant curves
14 ’
and the same decomposition of Q into basins of attraction or repul-

sion of 0 and the invariant curves.

THEOREM 1. For a genendic family Pu,a the set N of values of the pa-
rametens w,a where P ,a Looks Like a noamal form contadins the comp-
Lement of an Ainfdinite number c§ "bubbles" anranged in a string along
I' {§4a.2). The bubbles are pinched on both sides and the cﬂoéune.foﬁ
thein contact podints ?m L8 a Canton set cornesponding to diffeomonp-
hisms Py which ook Like a nonmal form NYQ with Y, ET.In fact one even
gets that“the dynamics of Rﬂg andNYm on thein unique {(saddle-node) invariant curve

are conjugaite.

/\u
\
\
- ¥ N2 \\
. e 4 4 '
- '
neat 1
saddle-node ‘;-. ,'
bifurcation ¢t ‘ 2 "bubble" 714 Yo YwA
w / 1 2
e v ’
.//1/ ’
’
-

Fig.2
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COROLLARY. Almest everny Local one-parameten subgfamily goding Lhrough
P. with ¥y _ €T undengoes a neat saddle-node bifurcation of Lnvardiant
@ . .
cu¥fves as would be the case i4 one dealt with genenic families of vec-

ton-4fields.

Note that I replaces I' in the same sense that the Cantor set of
invariant curves given by K.A.M. theorem in the conservative setting
replaces the one-parameter family of invariant curves of the associa-
ted normal form. Similarly, the bubbles play the role of Birkhoff's
domains of instability:this last statement is made precise in the fol-

lowing theorem

THEOREM 2. Generdically the bubbles ane open, that is Zhe kregion ?(M
the {u,a) plane whene P ,a does not Look Like a noamal fornm contains
an infinite number of disjoint open sets. In this negion one can pho-
ve the existence of values of lu,a) such that Pu,a possesses ondened

berdiodic onbizs with associated homoclinic points and also of values

of (u,a) such that Pu a Leaves invarfant an Aubry-Mathenr Cantor set.

r

The proof of Theorem 1 is divided into three parts whose first two
are detailed in [1] and the last will appear in the published version
of [1]:

1. One defines a horned neighborhood V of I' (fig.3) such that, for any

(1,a) outside V, the normal attraction (or repulsion) of an invariant

circle of N is strong enough to resist the perturbation P -N
2n+3,7 7 u,a w,a

= 0(|z]| ). One can then prove that P looks like N .
H,a n,a

V is defined by the apparent contour on the (u,a) plane of the surfa-

ces f(u,a,r2)+r2n = 0 and f(u,a,rz)—rz(n-B)

0 and the techniques of
proof are the same as in the classical Hopf bifurcation theorem for
diffeomorphisms (for instance Hadamard's graph transform method) . One
can think of ¥ (resp. the complement 3 of V) as the elliptic (resp.

the hyperbolic) domain.

2. In V one uses techniques analogues to the ones used in K.A.M. the-
ory {implicit function theorem in "good" Fréchet spaces of smooth fun-
ctions):we first enrich the bifurcation diagram of fig.1 with the in-
formation relative to rotation numbers on invariant circles. On figu-
re 3 we have depicted (in the case b1(0,0)>0 and 220(0,0)>0) the cur-
ves Cm defined by Cw = {(u,ay, Nu,a has an invariant circle on which

it is a rotation by an angle 2nw,i.e. of rotation number w}. Note that

I' is the envelope of the Cw's for >0
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Fig. 3

The strategy of the second part (and also of the proof of theorem
2) if to understand the analogue ém of Cm for the generic family %ha.
Let Cw = {(u,a),Pu'a possesses an Aubry-Mather invariant set of rota-
tion number w}. Recall (4) that such a set is either an ordered pe-

riodic orbit, or an invariant curve, or an invariant Cantor set.

DEFINITION. Call an irrational number w "good" if 2C>0,B>0, such
that

1) For any national number £ one has ‘w-PBiz ¢ ‘”; =
+H
! ! lal
2) [m—wo\g e (C,B) (e(C,B) depends on C,B, and the family Pu a).

PROPOSITION. 14 w 44 "good", éu)LA a smooth cunrve nean C, corespon-

ding to values of (u,a) such that Pu,a has an dnvardiant curve, close
to a cancle, on which the induced diffeomonphism is smoothly conjuga-
te to the nota.lon of notation numbern w. Moreoven, there oxists a
unique point ?m € Ew playing the same role as Y, fonr C, -4.e. the Ain-
variant curve 35 P; 44 saddle-node, 44 (u,a)€e Cw{A on the Left (resp.
the night) of Y, ©the invariant curve o4 Pu,a L8 a noamally hypen-
bolic attractorn {(nesp. nepellon).

The set of all points ;w defines the Cantor set I'. The proof uses
RUssmann's idea of "translated" curves, the preservation of area being
here replaced by the existence of a translation parameter.

3) One proves easily that P; looks like NY . One then undertakes a
new bifurcation study from © the diffeomorghism P; :using the diop-

hantine property of w one can write normal forms fo¥ Pu a,(u,a) clo-
7
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se to ;w , in the neighborhood of the invariant curve of P?m which ,
at least for (u,a) on éw , look like normal forms around a fixedpoint.
outside C , the existence of a translation parameter forbids a total
suppressign of the angle dependance in the first terms of the normal
forms, but Lipschitz estimates coming from the implicit function theo-
rem in part 2) allow us to make this dependance very small. One is now
ready to prove, using the same method as in 1), that if (u,a) is near
enough to ;w (more precisely in a box Dw defined by |u-uw!§Clu)—woﬁ
{a-—awfic Jlw-w fz), P looks like a normal form with 0 (resp.2)

un,a - -
invariant curves in the region Am (resp. Bm) depicted on figure 4.

Fig.4

As we said before, the proof of theorem 2 relies on a study of the
sets Ew for bad w's. Outside V the generic structure of Ew is easy
enough to understand through methods analogous to the ones wused in
classical Hopf bifurcation theory of diffeomorphisms:asCmnﬂ,éwr1ﬁ
has one component or two connected components corresponding respecti-
vely to attracting and repelling invariant curves. If o is irrational,
éwrwx is a Lipschitz curve (with lipschitz constant independant of w);
if w is rational, erﬂﬂ is generically a "fat" region bounded by Lips-
chitz curves, analogous to Arnold tongues (locking of rational fre-
quencies as physicists say).

In order to understand the structure of 6mn V we work again in the
"square" Dw whose definition makes sense for any w. We prove that for
any continuous path c:[0,1]———w‘Dm going from the lower to the upper
part of F?e boundary of Dm , there exists a to€ [0,1] such that
Pc(t ) € Cm’ As always in this kind of problem, Lipschitz estimates

attaghed to ordered periodic orbits of monotone twist maps of an an-



