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VORWORT

Das Mathematische Forschungsinstitut Oberwolfach veranstaltet seit langerer
Zeit in etwa zwetjdhrigem Turnus Tagungen i{iber numerische Methoden der
Approximationstheorie. Die Vortragsausziige der diesjihrigen Tagung, die vom
13. bis 19.Juni stattfand, sind in dem vorliegenden Band zusammengefafit. Die
Themen lassen erkennen, daB es ein besonderes Anliegen der Tagungsleiter war,
die Kluft zwischen abstrakter Mathematik und den Anwendungen verringern
zu helfen. Approximationstheoretische Fragestellungen scheinen geeignet zu
sein, hier neue Briicken zu schlagen. Der starke Zustrom auslandischer Mathe-
matiker, insbesondere aus Ubersee, zeigt, daf diese Bestrebungen auch in an-
deren Landern Resonanz finden.

In zunehmendem Malle sind solche aus den (aufier- und innermathematischen)
Anwendungen herrithrenden Fragestellungen zu behandeln, die sich nicht in
klassische Approximationstheorie einordnen lassen. So wurde z.B. von Ver-
tretern der Nachrichtentechnik {iber in ihrem Bereich auftretende ungewdhnliche
Approximationsprobleme berichtet. Andere Vortrige beschiftigten sich mit
Approximationsfragen, die aus gewissen Aufgaben derangewandten Mathematik
erwachsen (z. B. Behandlung von Differentiai- und integralgleichungen). Zwei
weitere Schwerpunkte bildeten die Beziehungen zur Optimierungstheorie, die
insbesondere zu effektiven numerischen Verfahren fiihren, sowie Untersuchun-
gen liber Spline-Approximationen.

Professor Ste¢kin aus Moskau war leider an der Teilnahme verhindert und hat
statt dessen das hier abgedruckte Manuskript iibersandt.

Die Tagungsleiter danken allen Teilnehmern fiir das bekundete Interesse und die
aktive Mitarbeit. Der besondere Dank gilt dem Leiter des Mathematischen For-
schungsinstituts Oberwolfach, Herrn Professor Dr. M. Barner, und seinen
Mitarbeitern, Frau Dipl.-Math. K. Schulte von der Geschéftsstelle in Freiburg,
fiir ihre redaktionelle Mithilfe, der Verwaltung und dem Personal des Hauses,
die wieder fiir eine harmonische Atmosphére Sorge trugen, und schlieBlich dem
Verlag Birkhauser fiir die stete Forderung und sehr gute Ausstattung dieses
Buches.

L. Collatz G. Meinardus
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UBER DIE MEHRDEUTIGKEIT BEI DER APPROXIMATION DURCH SPLINE-
FUNKTIONEN MIT FREIEN KNOTENI)

von D, Braess in Miinster

1. EINFUHRUNG

In diesem Bericht wird die Approximation von stetigen Funktionen in einem end-
lichen Intervall durch Spline-Funktionen mit freien Knoten betrachtet. Dabei sei
die Approximation im Sinne von Tschebyscheff verstanden, Im Gegensatz zu
einer fritheren Arbeit des Autors (1], in der man die Beweise filr die meisten
Sitze findet, stehen hier die offenen Fragen im Mittelpunkt, die gerade fir die

numerische Behandlung eine Rolle spielen.

Wenn man die Splines mit den tiblichen Methoden der Analysis untersucht, dann
bekommt man zwar verschiedene Alternantenkriterien, aber kein libersichtliches
Bild und keine einheitliche Theorie. Neue Einblicke erhalten wir iiber den Zu-
sammenhang mit der verallgemeinerten Exponentialapproximation. Das folgende
Diagramm zeigt die logische Verknilpfung fir die Ergebnisse der interessieren-

den Funktionenklassen.

Lineare Haarsche Systeme

Splines L/ \ v -Polynome
feste Knoten\ / (Descart'sche Familien)

Splines, freie Knoten

Fig. 1

Dabei bedeutet der &« Pfeil jeweils die Abschwéchung der Haarschen Bedingung
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AN

und der “wPfeil den Ubergang zu einer nichtlinearen Familie. Mit jedem Pfeil

ist eine Abschwichung der Ergebnisse verbunden.

2. SPLINES MIT FESTEN KNOTEN

Um mit méglichst wenig Bezeichnungen auszukommen, beschrinken wir uns
hier auf solche Splines, die aus Polynomen zusammengesetzt sind, obwohl man

genauso ein anderes Haarsches System als Basis benutzen kann. Sei [(a,b ] ein

kompaktes reelles Intervall und @ =x < Xy < Hg oo <xp < a0 b.
Dann bezeichnet
n k
R = = u.(f) + . ,X.);a.,c
Sn,k(xl’xZ" xk) {s@ Z azul(t) Z cl<1>n(t xl) a; czER}
i=0 i=1
(1) mit u, (t) =, i=o0,1...n,
n (t-x)" fir £> 0
= (it~ = - r 29
<I>n(t’x) = (%), { o sonst
die Familie der Splines mit den festen Knoten x1 ,xZ ce xk. Die Funktionen sind

so aufgebaut, daf sie stiickweise Polynome und auflerdem im ganzen Intervall
n-1-mal stetig differenzierbar sind. Zunichst sei (man vergleiche im Diagramm den
linken Ast) an das Hauptergebnis fir die Approximation mit festen Knoten er-
innert. Dann liegt ein lineares Problem vor, bei dem jedoch die Haarsche Be-
dingung verletzt ist, Trotzdem erhilt man ein zugleich notwendiges und hinrei-

chendes Alternantenkriterium [8].

SATZ 1. Sei f€ Cla,b]. sc¢ Sn k(xl,xz e Xy) ist genau dann beste Approxi-
mation zu f in Sn k(xl,xz...xk), wenn f(t)-s(t) in einem (Teil-) Intervall

( xp, prq+l 1 eine Alternante der Linge n+q+ 2 besitzt.

Dafl hier trotz der Verletzung der Haarschen Bedingung eine Alternante zum
Kriterium wird, beruht darauf, daff die Funktionen
(2) u_,u

PO TERERL d:n(.,xl), d>n(.,x2)...<l>n(.,xk)
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wenigstens die schwache Haarsche Bedingung erfiillen. Dabei bedeutet die schwache

Haarsche Bedingung fiir ein Funktionensystem R R IR die Existenz einer
Konstanten € = +1 oder €=-1, so daB fiir alle geordneten Punktmengen
t1 < tZ < ... < tm im Approximationsintervall fiir die Determinante
m
(3) e |w(t;) >0
li=1

gilt. Die Aussage findet man mit e =+ 1 fiir die Splines in dem Lemma 2.1

in {9], mit dessen Hilfe auch Satz 1 bewiesen wird.

3. ALTERNANTENKRITERIEN BEI FREIEN KNOTEN

Wir wenden uns nun der Theorie mit freien Knoten zu. Zunidchst bedeutet das

die Einfilhrung der Familie

o]
(4) S = U S XXXy ).
nk xela,p] WEITZ k

Diese Familie ist (in der starken Topologie) nicht abgeschlossen. Um die Existenz
bester Approximationen zu gewihrleisten, mufl man S;,k abschliefilen und dazu
die Funktionen mit hinzunehmen, die sich im Grenzfall zusammenlaufender Knoten
ergeben. Dies bedeutet: es sind auch mehrfache Knoten zuzulassen, wobei ein
Knoten xi die Vielfachheit mi hat, wenn die Spline-Funktion dort nur #-m, mal

stetig differenzierbar ist. Es ergibt sich die Familie

r " v
) S,k = Is(t) :g au(t) +) ) Cuj B goj(bFi)s )y < K.
i=o i=1 j=1 i=1

Mit Hilfe der allgemeinen Theorie von MEINARDUS und SCHWEDT [ 7] fiir die
nichtlineare Approximation lassen sich notwendige und hinreichende Kriterien fiir
S B herleiten. Dabei nutzt man aus, daB Satz 1 auch auf mehrfache (feste) Kno-

ten ausgedehnt werden kann (ebenso wie die schwache Haarsche Bedingung) [1].

SATZ 2: Sei f€ Cla,b]

(i) Wenn f-s in einem Intervall [xp,xq] eine Alternante der Linge n+k+l +2
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hat und s € Sn’l [xp, xq] (d.h. die Restriktion von s auf [xp,xq] ein Spline

mit 1 Knoten ist), dann ist s eine beste Approximation zu f in Sn B

(ii) Sei s beste Approximation zu f in Sn B Dann existiert ein Intevvall [x ,xq]

wmit einer Allernante dev Linge n+l+ll+2, wobei s ¢ Sn l[xp,xq] ist und

11 die Zahl der Knotenpunkte von s in (xp,xq) mit einer Vielfachheit m, < n-1
bedeutet.

Die hinreichende Bedingung stellt eine Verschirfung der bekannten Bedingung
von SCHUMAKER [9] dar. Eine einfachere notwendige Bedingung gab HANDS-
COMB [5] ohne Beweis, aber wie man aus einfachen Gegenbeispielen erkennt,

ist das Kriterium in {5] nur unter Einschrinkungen richtig.

Der Beweis von Satz 2 sei nur sowelit skizziert, daf die Ausweitung der Ergeb-
nisse fiir feste Knoten deutlich wird, § € Sn,k n Sn, lEp, q] erfiille die
Alternantenbedingung in (i), und es sei angenommen, § € Sn 3 sei eine bessere

Approximation.

Da S nach Satz 1 jedoch optimal unter allen Splines mit denjenigen festen Kno-
ten ist, welche sich aus der Vereinigung der Knotenvon s und § ergeben, ist
das ein Widerspruch. Zum Beweise der notwendigen Bedingungen betrachtet man

die Linearkombinationen von Ableitungen der Splines nach den Parametern in(5)

3s 38 3s
(6) VIR Y
aai aci]. axi
Dies sind Splines aus Sn Bt ? und Satz 1 ermdglicht die Anwendung der allge-
meinen Sitze von MEINARDUS und SCHWEDT [7].

Zwischen der notwendigen und der hinreichenden Alternantenbedingung besteht

eine Liicke. Wie man an folgendem Beispiel erkennt, kann diese Liicke nicht ge-

schlossen werden.

Beispiel 1. Wir betrachten die Approximation in Sn Uber dem Intervall

,1
[0,3]. Sei
)" lsinmrzyat  tar o< t< 1,
f(t)=1 o . fir 1<?<2,
o t-2)" fir 2<t<3
und

s(t) = (t-2)
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mit o > 0. Offensichtlich gibt es zu f-$ eine Alternante der Li&nge n+Z2 aber
keine der Linge n+2k+ 2. Wenn o > 6n+1 gilt, ist § beste Approximation.
Angenommen fiir 5 € Sn,l sei || f-5 | < 1. Dannhatte 5 in [0, 1] einen Kno-
ten, und die Restriktion auf [I,3] wire ein Polynom. Nach einem Satz von
BERNSTEIN (Theorem 74 in [7]) folgt aus sup{|S(t)|, t€[1,21} < f-S< 1
die Relation § (3) < (3+N/§)n< 6" im Widerspruch zu f-S < I. Andererseits

. . . . 1 ~ 1 n+l.n
ist $ nicht beste Approximation, falls [a‘ < 3 ist. Denn § = p (t_n+2)+

ist eine ebenso gute Approximation, aber nicht optimal, da zu f—g" nur eine

Alternante der Linge #n+1 gehdrt.

4, EXKURSION ZU y-POLYNOMEN

Aus diesem Grunde ist nicht zu erwarten, dafl man mit den bisher benutzten
Methoden eine wesentliche Verschirfung der Ergebnisse erreichen kann. Neue
Einblicke ergeben sich vielmehr durch die Verbindung mit den sogenannten
v-Polynomen [2] (man vergleiche den rechten Ast des Diagramms in Fig.1).

Der algebraische Zusammenhang ist schnell hergestellt, da sich Splines in der

Form
r Ji-1

(1) S(t) :2 2 QZ_’I ax—]‘l Qn(t,xl)
i=o0 j=1

mit m0=n+1, xoza

darstellen lassen. Die allgemeine Definition lautet:

DEFINITION: Sei v: [a,b]X X -~ R eine stetige Abbildung mit X c R, und v(t,x)
sei nach x hinreichend oft diffevenzierbar. Dann ist

1 m

i j-1
_ . - 3 .
(8) VN—{F(a,.)eC[a,b].F(a,t)—E z @ =S vt %),
i=1 j=1
l
mit xiEX, z mi:ng}
i=1

die Familie dev v-Polynome vom Grade N. Ferner heisst VN eine Descartes'sche

Familie, wenn Konstanten €1 €grneir Egp existieven, so dass filr alle geordneten
Mengen
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t1<t2<...<t2N, tie[a,b],
Ky S Xy S S X xl.EX
die Relationen
(9) €, | v(t x)p >0 firp=1,2... 2N
b 1’70, =1 ’

gelten. Dabei sind die GrUssen in den Determinanten wie folgt zu interpretieren.

Wenn fliv einen Block von x-Werten die Relationen x. = x].+1 =,.. = x].+M gel-
ten, sind fiir m =1,2,...,M in der j+m-ten Spalte die GrUssen
m
3
po 'y(tl.,x].) zu lesen.
X

Bemerkung: Die vy -Polynome in V,V bilden eine Descartes'sche Familie, wenn
]

der Kern v zeichen-reguldr im erweiterten Sinne nach KARLIN [6] ist.

\uerdem treten bei der Interpretation der Determinante (9) gerade die Ablei-

tungen auf, die auch in (8) vorkommen.

Das Standardbeispiel fiir eineDescartes'sche Famili¢,das auch am weitesten un-
tersucht wurde, ist die Familie der Exponentialsummen. Weitere Beispiele fin-
det man in [1].IndenDescartes'schen Familien ist die beste Approximation ein-
deutig, wenn alle charakteristischen Zahlen xi die Vielfachheit mi =1 haben.
Dazu gibt es ein Alternantenkriterium, bei dem die notwendige und die hinrei-
chende Bedingung ebenfalls iibereinstimmen, wenn alle charakteristischen Zah-
len einfach sind. Aber es gibt'dort auch Resultate zu negativen Eigenschaften.
Um die schwerfédllige Angabe der allgemeinen Voraussetzungen zu vermeiden
(ohne deshalb unprizise zu werden), formulieren wir die Ergebnisse fiir die Ex-
ponentialapproximation:

SATZ 3: Sei v(t,x) = etx mit X = IR der Exponentialkern.

(i) Zu jedem f gibt es in V1 genau eine beste Approximation.
(ii) Zu jedem f gibt es in V2 hdchstens zwei beste Approximationen. Es

existievt hochstens eine lokal beste Approximation, die nicht globale LUsung ist.

(iii) Sei N > 2. Dann existiert ein f € Cla, b] mit mindestens zwei besten Ap-
proximationen in VN' Aussevdem gibt es Funktionen f € Cla,b], die lokal
beste Approximationen besitzen.

(iv) Wenn F € Vk < VN die hinreichende Alteynantenbedingung evfiillt, d.h. wenn

zu f-F-eine Alternante dey Linge N+k+1 gehtrt, dann ist F die einzige beste

Approximation in VN .
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Der Nachweis der negativen Resultate erfolgt iiber eine Untersuchung der topolo-
gischen Struktur. Man weist nach, daB fiir Descartes'sche Familien die Menge
VN \ VN—I in 2 Zusammenhangskomponenten zerfillt und betrachtet be-
zliglich der Komponenten die besten Approximationen. Es ist aber noch offen,

ob fiir N > 3 in einer Komponenten mehrere L&sungen liegen und ob fiir N>4

die Zahl der besten Approximationen endlich ist.

5. MEHRDEUTIGKEITEN BEI DEN SPLINES

Im Hinblick auf die Splines fragen wir uns, was von den Resultaten fir Descartes'
sche Familien erhalten bleibt, wenn die Forderung (9) unter den gleichen

Voraussetzungen abgeschwéicht wird zu

(10) € -'v(t ;)

b Z] 1 ’ fir p=1,2,...,2N.

In der Bezeichnungsweise von KARLIN [6] bedeutet dies, dafl der Kern ¥ nur
zeichen-regulér aber nicht mehr zeichen-regulir im erweiterten Sinne ist. Wie
man aus (3) erkennt, entspricht dies dem Ubergang von der Haarschen zur schwa-
chen Haarschen Bedingung. (DaB bei den Splines nach Gleichung (7) die charakteri-
stische Zahl X, festgehalten wird, ist flir die Strukturuntersuchungen unerheblich).
Es zeigt sich, da8 Sn,k \ sn,k—] in 2k Zusammenhangskomponenten zerfillt.
Aulerdem 188t sich jeder zeichen-reguldre Kern beliebig gut durch solche ap-
proximieren, die zeichen-regulidr im erweiterten Sinne sind. Damit erhilt man

analoge Ergebnisse flir die Zusammenhangskomponenten.

SATZ 4:
(i) Fir jedes f ist die Menge der besten Approximationen in S 1 zusammenhdingend.
(ii) Fir jedes f zevfdlit die Menge der (lokal) besten Approxzmatumen in S in

.2
héichstens zwei Komponenten.

(iii) Sei k > 2. Dann existiert ein f € Cla,b], dessen beste Approximation in

Sn 1 in mindestens zwei Komponenten zerfillt. . Ausserdem gibt es Funktionen
fe€cCla,bl, die lokal beste Approximationen besitzen.

Bemerkung. Es ist ein offenes Problem, ob die zu Satz 3 (iv) entsprechende Aus-
sage richtig ist, daB die Menge der besten Approximationen wenigstens zusammen-

héngend ist, wenn das hinreichende Kriterium gemél Satz 2 (ii) erfiillt ist,



