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Kombinatorische Optimierung in Halbgruppen

Rainer E. Burkard, K8ln n

Absgtract

By an algebraisation of the objective function is achieved that combi-
natorial optimization problems with different kinds of objective func-
tions (e.g. sums or bottleneck objective functions) now occur as spe-
cial cases of one general problem. The algebraisation respects not on-
ly the structure of the underlying problems but also the structure of
algorithms for solving these problems. Therefore the generalized prob-
lems belong to the same complexity class as the original problems.

Combinatorial optimization problems, which can be formulated without
real variables (e.g. assignment problems), can be considered now in
totally ordered semigroups, where (S,*,<) obeys additionally a strong
combatibility axiom and a divisibility axiom. For problems with real
variables some additional combatibility axioms between the domain
of the variables and the semigroup S have to be fulfilled.

After the investigation of the structure of the systems (S,*,<) and
(s,*,<:Q) general assignment problems and maximal flow problems in net-
works with generalized costs are considered and algorithms are given
for solving these problems.

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird durch eine Algebraisierung der Ziel-
funktion erreicht, daB kombinatorische Optimierungsaufgaben mit ver-
schiedenen Arten von Zielfunktionen (z.B. Summen- und Bottleneckziel-
funktionen) nun als Spezialfille eines verallgemeinerten Problems auf-
treten. Die Algebraisierung nimmt dabei nicht nur Ricksicht auf die
Struktur der Probleme, sondern auch auf die Art der zugehdrigen L¥sungs-
verfahren. Dadurch wird erreicht, daB Algorithmen zur L8sung der allge-
meinen Probleme angegeben werden kdnnen, die im wesentlichen denselben
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Aufwand haben wie Algorithmen fiir das zugehdrige Standardproblem.

Variablenfrei formulierbare Probleme, ‘wie etwa Zuordnungsprobleme,
lassen sich in einer angeordneten Halbgruppe (S,*,<) formulieren und
l8sen. Dabei mus8 (S,*,<) zusdtzlich ein starkes Vertrdglichkeitsaxiom
und ein Teilbarkeitsaxiom erffillen. Bei Optimierungsproblemen, in denen
reelle Variable auftreten, wie etwa Transportprébleme, miissen fiir die
duBere Verknipfung zwischen dem Variablenbereich Q und der Halbgruppe
S zusdtzliche Vertrdglichkeitsaxiome erfiilllt sein. Nach einer Unter-
suchung der Struktur der Systeme (S,*,<) und (S,*,<;Q) werden als Bei-
spiele verallgemeinerte Zuordnungsprobleme und maximale Flusgrobleme
in Netzwerken mit verallgemeinerten Kosten betrachtet uhq Ldsungsmdg-
lichkeiten fiir diese Probleme aufgezeigt.

1. Einleitung.

In der Praxis treten oft kombinatorische Optimierungsprobleme auf, die
sich nur in der Form der Zielfunktion unterscheiden. Werden etwa An-
zahlen minimiert, so sind es meist Summenprobleme, wie etwa das line-
are Summenzuordnungsproblem: .

"Finde eine Permutation ¢ von N = {1,2,...,n}, so daB

I ¢ minimal wird."
i€N i@ (i)

Handelt es sich hingegen um die Minimierung von Zéitfaktoren, so nimmt
die Zielfunktion zum Beispiel Bottleneck Gestalt an. So ldBt sich et-
wa ein lineares Bottleneckzuordnungsproblem folgenderweise formulieren:

“Finde eine Permutation ¢ von N, so daf max cC

ieEN ig (1)

minimal wird."
In der Literatur wurden bisher diese Probleme gesondert behandelt. Bei

der Ldsung quadratischer Zuordnungsprobleme

"Finde eine Permutation ¢ von N, die ¥ z d
1EN  peN ie(1)po(p)

minimiert"

fiel mir nun auf [1], daB8 sich ein Algorithmus zur L8sung des quadra-
tischen Bottleneckproblems

min max max d
® 1i€EN pEN ip(i)po(p)
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direkt aus dem Algorithmus filr quadratische Zuordnungsprobleme gewin-
nen 148t, wenn man jeweils die Operation "+" durch "max" ersetzt. Es
zeigt sich nun generell, daB fiir kombinatorische Optimierungsprobleme
die Struktur der Zielfunktion von jener der Restriktion weitgehend un-
abhingig ist und daB sich die Zielfunktion oftmals in einfacher Weise
algebraisch beschreiben 148t.

In der kombinatorischen Optimierung hat man es mit zwei Problemtypen

zu tun. Einerseits handelt es sich um Probleme, die variablenfrei ge-
schrieben werden k&nnen (z.B. Zuordnungsprobleme, Rundreiseproblem,...)
und andrerseits sind es Probleme, in deren Zielfunktion reelle Variable
explizit auftreten (z.B. Transportprobleme, maximale Fliisse mit mini-
malen Kosten, Rucksackprobleme,...). Demnach muS8 man bei einer Alge-
braisierung der Zielfunktion zwei F4lle unterscheiden. Bei variablen-
frei formulierbaren Problemen mit Summenzielfunktion wird das "+"

durch eine innere Verkniipfung in einer geordneten Menge (S,<) ersetzt.
Bei Problemen, in denen reelle Variable explizit auftreten, tritt eine
duBere Verkniipfung zwischen dem Variablenbereich Q und der Halbgruppe
‘S hinzu. In Abschnitt 2 wird zunfchst die Struktur von (8,*,<) bzw.
(5,*,<;Q) n#her untersucht. Die Axiome filr die Systeme (S,*,<) und
(s,*,<19) orientieren sich nicht nur an der L8sbarkeit der in ihnen
formulierten allgemeinen Probleme, sondern insbesondere auch daran,

das. die tiblichen L8sungsverfahren fiir Standardprobleme {ibertragen
werden k&nnen zur L8sung der verallgemeinerten Probleme, die in

(s,*,<) und (s,*,<;0) formuliert sind. Dies ist ein wesentlicher Ge-
sichtspunkt flir kombinatorische Optimierungsaufgaben, die oftmals durch
vollstdndige Enumeration auf triviale Weise 18sbar sind. Die angegebe-—
nen Systeme garantieren, daB beim Ybergang von Standardproblemen zu all-
gemeinen Problemen sich nicht viel am Rechenaufwand dndert. Priéziser
formuliert heiBt dies: Sind die inneren und 4uBeren Verknilipfungen so-
wie die Reduktionen (vgl. Axiom IV, Abschnitt 2) in polynomial be-
schrénkter Zeit auf eiher deterministischen Turingmaschine ausfiihrbar,
so ist die Verallgemeinerung eines Problems der Komplexitdtsklasse P
wieder ein Problem der Komplexititsklasse P (vgl. Karp [7]). Die Alge-
braisierungen anderer Autoren (z.B. Carré [4], Gondran [6], Roy [81])
sind darauf ausgerichtet, die algebraische Struktur der Restriktionen
und 2ielfunktion zu kl#ren und zu axiomatisieren. Die‘vorliegende Ar-
beit mdchte jedoch durch Berﬁéksichtigung der Ldsungsverfahren nicht
nur einen finblick in die Struktur der Probleme geben, sondern auch
das Aufstellen von Ldsungsverfahren fiilr ganze Klassen von Problemen er-



Es wird sich zeigen, daB lediglich vier Axiome fiir (8,*,<) bzw. einige
weitere Vertriglichkeitsaxiome fiir (8,*,<;0) gentigen, um die dblichen
Lsungsverfahren zu L8sungsverfahren fiir Probleme in (8,*,<) baw.
(5,*,<:Q) zu erweitern. Die entstehenden Strukturen sind so allgemein,
da8 eine Vielzahl von interessanten und fiir die Praxis relevanten Pro-
blemen dadurch erfa8t wird, wie etwa als Verknlipfungen Addition, Mul-
tiplikation, Maximumbildung, als Koeffizienten Zahlen, Vektoren und
Elemente angeordneter Gruppen sowie als Ordnungen etwa >, < und die
lexikographische Ordnung. Fiir manche dieser Probleme 148t sich eine
Transformation auf Summenprobleme in den reellen Zahlen angeben. Das
es oft nicht sinnvoll ist, derartige Transformationen durchzufihren,
zeigt sich etwa an Bottleneckproblemen. So k&nen zum Beispiel lineare
Bottleneck-Zuordnungsprobleme in einem Bruchteil der Rechenzeit von
Summen=-2Zuordnungsproblemen gel®st werden [2]. Dieser Effekt, der ganz
allgemein bei Bottleneckproblemen auftritt, findet in der nachfolgend
entwickelten Theorie eine nattirliche Erkl&rung.

2. Die Systeme (S,*,<) und (S,*,<;Q)

Im Zusammenhang mit einer algebraischen Behandlung von Zuordnungspro-
blemen wurde das System (S,*,2) von Burkard, Hahn und Zimmermann [3]
ndher untersucht. Es zeigte sich, das folgende Forderungen an die nicht-

leere Menge S mit der inneren Verkhﬁpfung * und einer Ordnungsrelation
X zu stellen sind:

(1) S ist totalgeordnet beziiglich "<

(IT) (S,*) ist kommutative Halbgruppe

(I1I) Fiir alle a,b,c € S mit a < b gelte a * c <b * ¢

(IV) Fir alle a, b € S mit a < b existiere ein c € S mit a * ¢ = b

Beispiele fiir Systeme (8,*,<), die das Axiomsystem erfﬂllen, sind etwa

a) (s,*,<) mit S=R, r*

p) (R'<{o},.,<)
c) (R'+'Z)

v Q Q+, Z, N und * = "+" oder "max"

d) Angeordnete Gruppen, die Axiom (III) erfiillen
e) Ein lexikographisches Produkt (G,*,S) mit G = 1 GA’ * = (%
AEA
und der lexikographischen Ordnung 5 erflillt genau dann (I)-(1IV),
wenn jedes (GA’*A’SA) eine angeordnete Gruppe ist, die Axiom (III)
erfiillt.(vgl, [3]).

)

a ™



Fliir das Folgende sei angenommen, daB (S,*,<) stets die Axiome (I)-(IV)
erfiille.

Axiom (III) garantiert, daB die innere Verkniipfung und die Ordnungs-
relation kompatibel sind. Dies ist wichtig flir Algorithmen, die wech-

selweise Verkniipfungen und Vergleiche beziiglich "<" durchfihren. Auf-
grund von Axiom (III) gilt:

N

Satz 1: Sei B £ S und B besitze ein kleinstes Element bo' Dann gilt

min (a*b) = a * min b
bEB bEB

Beweis: Da fiir alle b € B stets bo < b gilt, folgt aus (III)

* < *
a bo < a b.

Axiom (IV) ermdglicht eine abgeschwichte Form von Subtraktionen: Hiu-
fig werden in den Algorithmen Reduktionsschritte durchgefiihrt, d.h. ist

a <bund a * ¢ = b, so kann das grSBere Element b durch c ersetzt wer-
den, wihrend die Zielfunktion mit dem Element a transformiert wird.

Aufgrund von Axiom (IV) gibt es zu jedem a € S ein a mit a * a, = a.

Definition 1. Ein Element a € S heiSt von a dominiert, wenn

a * a, =a gilt. dom a ist die Menge der. von a dominierten
Elemente.
Ist (S,*) eine Gruppe, so enthilt dom a nur das neutrale Element der

Gruppe. Fiir die Verkniipfung "max" ist jedoch dom a = {aolaoja}. Die

‘Mengen dom a besitzen folgende leicht nachweisbaren Eigenschaften. Es
sei a, b € S. Dann gilt -

(2.1) dom a < dom (a * b)

(2.2) a <b=domacadomb

(2.3) Es sei S eine nach unten beschrinkte Teilmenge von S. Dann gilt
N_dom a # @
a€s

Die Menge dom a ermdglicht es, positive Elemente relativ zu a zu er-
klédren.

Definition 2. Sei a, b € S. a heiBt b-positiv [b-negativ], wenn ein

b, € dom b existiert mit b, < a [bo > al. pos b [neg bl

ist die Menge der beziiglich b positiven [negativen]
Elemente.



Es 148t sich nun unschwer zeigen:

(2.4) a € pos b ® b <Db * a
a€negb o b b * a

(2.5) dom b = neg b N pos b

(2.6) Die Mengen (neg b~dom b), dom b und (pos b~dom b) bilden eine
Partition von S.

<
>

Definieren wir fiir Teilmengen A, B < S eine Ordnung A < B durch

A A a <b, so gilt:
a€A beEB

(2.7) (neg b~dom b) < dom b < (pos b~dom b)
(2.8) Fiir alle b € S gilt:
pos a < pos (a*b), neg a < neg (a*b)
aber:
pos (a*b)~dom (a*c)
neg (a*b)>dom (a*b)

< pos a~dom a
€ neg a~dom a

Ferner gilt:

Satz 2. Sei a € S. Dann erfiillen die Systeme (dom a,*,<) und
(pos a,*,<) die Axiome (I)-(IV).

Ein Beweis dieses Satzes mit Hilfe von Fallunterscheidungen findet sich
ebenfalls in [3]ﬁ Man beachte, daB8 eine analoge Aussage filir das System
‘(neg a,*,<) nicht gilt infolge der Unsymmetrie bei Axiom (III) und (IV).

Bei Problemen, die mit Hilfe reeller Variablen formuliert werden, tritt
nun noch ein Variablenbereich 2 hinzu. Im Falle eines Systems (S,*,<;Q)

wollen wir stets voraussetzen, daB (S,*) ein neutrales Element besitzt.
Es gelte nun

(v) 0 € acr" und (,+), (Q,+) abgeschlossen

Im allgemeinen muB Q noch weitere Bedingungen erfilillen, z.B. Axiom (ITX)
beziiglich der Addition. Da diese aber von der Struktur des Problems bzw.
der Restriktionen und nicht von der Zielfunktion abhingen, soll hier
nicht darauf eingegangen Werden. Die 4uBere Verkniipfung o zwischen Q
und S muB jedoch folgende Vertridglichkeitsaxiome erfiillen:

(VI) Fiir alle @, 0, € QA und a € S gilt m1u(m2ua) = (m1-w2) oa



(VII) Fir alle W4y @ €Q und a, b € S gilt:

2
w, o (a*b) = (wqoa) * (w1nb)
(w1+w2) o a = (m1ua) * (mzub)

(VIII) Fir alle Wyr O, €Q und a, b € S gilt:

1 2@ = wmoa

fA

w,0a
a<b = womoac<wob

(IX) Fiilr alle a € S gilt

O oa = e
Beispiele fiir Systeme (S,*,<;Q) sind etwa

a) (5,+,<;Q) mit o o a

w-+a SchR, QcRrR
b) (s,+,<:;9) mtwoa=a, SR, QcR

c) (s,max,<;Q) mit ScR, Q < rt und

{a , falls o >

wBoa e , falls w

(0]
0O

In (S,*,<;Q) 148t sich ein Paar von zueinander dualen Optimierungsauf-
gaben formulieren. Es sei c € Sn, A € an (Q), b € ™. pie Optimierungs-
aufgabe

(2.9) min {ﬁk- x.0c, | Ax = b}
x€Q" lyen 3 3 ,

sel das primale Problem. Als dazu duale Aufgabe setzen wir
(2.10) max { b,ay, | %f— -(a.,0y,)<c. 1<j<n}
yESm 1£§;m - 1<i<m 3T =

Wihrend beim primalen Problem nichtnegative reelle Zahlen‘xj gesucht

.werden, sind die Variablen des dualen Problems Elemente der Halbgrup-
pe S. Es gilt



Satz 3 (Schwacher Dualitdtssatz)

Ist x € Q" eine Ldsung von (2.9) und y € s™ eine L¥sung von (2.10),
dann gilt

Beweis: S b,oy, = 3 ( b3 aijxj)nyi =
1<i<m T<i<m Vicjen

(@yyxgloy, = X xyol, ¥, 2sevs) <

1<i<m  1<j<n 1<j<n T1gi<m -
< ¥ x.oc Q.E.D.
1<j<n J

Unter welchen Voraussetzungen sich ein dem starken Dualititssatz ana-
loges Resultat beweisen 1l&Bt, ist bis jetzt nicht bekannt.

3. Verallgemeinerte Zuordnungprobleme

Verallgemeinerte Zuordnungprobleme wurden erstmals von Burkard, Hahn

und Zimmermann [3] untersucht. Dort wurde auch ein Ldsungsverfahren
fiir sie angegeben.

Gegeben sei ein System (s,*,<), das die Axiome (I)-(IV) erfiillt. Ferner
sel N=¢1,2,...,n}. Ein verallgemeinertes lineares Zuordnungsproblem
148t sich folgenderweise formulieren:

Seien S5 € S (i,j€EN). Gesucht wird eine
Permutation ¢ von N, die ﬂé C, minimiert.
€ ip(1)
i€N
Verallgemeinerte Zuordnungsprobleme k&nnen durch sukzessive Transfor-
mationen geldst werden.
Definition 3: Eine Transformation von C = (cij) auf C = (cij) heigt

zuldssig, wenn es eine Konstante a € S gibt, so daB fiir jede Permuta-
tion ¢ von N gilt:

* ooy =2 X T

ieN ien 19(1)



a heiBt der Index der Transformation.

Flir das System (R,+,<) sind Matrizentransformationen, wie sie etwa bei
der Ungarischen Methode durchgefiihrt werden, zulissige Transformatio-
nen. Wir zeigen, daB hier ein #hnliches Resultat gilt

Satz 4 Es sei C € Mhn(s) und I c N, JcNmit II| > |JI

Ferner sei
a = min {cij | i€z, j(J}

.Dann ist die Transformation C ~> C, wobei die Koeffizienten c, .

ij
definiert sind durch

a *'cij = cij (iex, j¢J)

(3.1) Cyy = °1j (1€I, j€J und 1¢I, j¢J)

(¢]
|

13 = a*cij.(iQI, JET)

eine zulidssige Transformation mit dem Index ulI'-'Jl

@, so handelt es sich um eine Reduktion
NN{jp, so ist (3.1) eine Reduktion der

Bemerkung: Ist I = {i}, J
der Zeile i; ist I =N, J
Spalte j.

Beweis: Es sei ¢ eine beliebige Permutation von N. Wir bezeichnen mit
n, (¢) die Anzahl der Paare (i,p(i)) mit i € I, (i) ¢ J, mit n, (p) die
Anzahl der Paare (i,p(i)) mit i € I, (i) € J und i € I, @(1i) C J so-
wie mit n, (¢) die Anzahl jener (i,@(i)) mit i ¢ I, (i) € J. Dann gilt

(3.2) no(w) =m + nz(w) mit m = |II-I1J|
Nun ist
(3.3) j_;EK[:] Ci®(y) = j_t Ci0(3) * * Ci®4)
ng -
St X Sem X ciow

Infolge (3.2) gilt



und aus (3.1) folgt

a2 K X

(o] = [
161 i (1) i€T ig@(i)

daher'folgt aus (3.3) die Behauptung des Satzes. Q.E.D.

Es ist mdglich, ein L&sungsverfahren flir verallgemeinerte lineare
Zuordnungsprobleme anzugeben, das nach hdchstens %(n2+3n—2) Transfor-
mationen der Form (3.1) die Optimall8sung ergibt [3]. Jede Transfor-
mation der Gestalt (3.1) erhdht den Wert der Zielfunktion um o™ mit

m = |I|-|1Jl. Dadurch wird bei Bottleneckproblemen bei jeder derartigen
Transformation die Anzahl der vom Zielfunktionswert z dominierten Ele-
mente grdBer, widhrend etwa bei Summenproblemen nur die Nullelemente
vom Zielfunktionswert dominiert werden. Da das Verfahren dann abbricht,
wenn n voneinander unabhdngige Elemente gefunden sind, die vom Ziel-
funktionswert dominiert werden, erhdlt man bei Bottleneckproblemen
wesentlich schneller d}e Optimalldsung als bei Summenproblemen.

Verallgemeinerte quadratische Zuordnungsprobleme sind Probleme der Ge-
stalt

(3.4) min % 3 4
© 1€N peN ie(i)pe(p)

Allgemeine quadratische Zuordnungsprobleme lassen sich durch eine ver-
allgemeinerte Stdrungsmethode [1] 18sen.

4, FluBSprobleme mit minimalen Kosten

Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V,E), in dem zwei voneinander
verschiedene Knoten ausgezeichnet werden: die Quelle q und die_ Senke s.
Die Abbildung ¢ : E - R+ vermittle eine Bewertung der Knoten des Gra-
phen. Wir bezeichnen mit V(x) = { | (y x) € Ef die Vorgdngerknoten
des Knotens x € V und mit N(x) =<y | (x,y) € E1 die Nachfolgerknoten
von X. Ein Flu8 mit dem Wert v von q nach s ist eine Abbildung

f : E - R mit folgenden Eigenschaften



v x=q
z fix,y) - Z £f(y,x) ={ o X*q, X*S8
YEN (x) YEV(x) -v  x=s

/\ f(x,y) < c(x,y)

(x,y)€E

Zur Bestimmung eines maximalen Flusses von q nach s steht zum Beispiel
der Markierungsalgorithmus von Ford und Fulkerson [5] zur Verfiigung.
Es sei nun eine wéitere Abbildung a : E - S gegeben. Wir nennen a(x,y)
die Kosten fiir eine FluBeinheit in der Kante (x,y). Ein FluBproblem
mit minimalen verallgemeinerten Kosten 148t sich nun so formulieren:

Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V,E) mit Quelle q, Sen-
ke s und Bewertung c. Ferner sei (S,f,i;n) eine Halbgruppe, die
die Axiome (I)~(IX) erfiillt und a : E - S sei eine Abbildung,
die jeder Kante "Kosten" a(x,y) zuordnet. Gesucht ist ein maxi-
maler Flu8 von q nach s, fir den N

¥ fxy) 0 alx,y) ..
(x,y) €E S

minimal wird.

Ist (S,*,<;Q) das System (R,+,5;R+) und o die Multiplikation, so er-
hdlt man ein maximales FluBprobler mit minimalen Kosten im herk&mmli-

chen Sinne. Ein Algorithmus zur LSsung dieses Problems findet sich eben-
falls in [5].

Die Idee des nachfolgenden Verfahrens zur L8sung des maximalen FluB-
problems mit minimalen allgemeinen Kosten besteht im folgenden:

Es seien f1, f2,..., fk Teilfliisse, deren Summe einen maximalen FluB
ergibt. Nach Axiom (VII) gilt

£, (x,y) @ a(x,y))

(x,yY)€EE <1§i_<_k 1<i<k ((x,?)KEE

E:: fi(X.y)) o a(x,y) =
Zur Bestimmung eines maximalen Flusses mit minimalen Kosten werden

zundchst die Kapazit&tsrestriktionen auBer acht gelassen und es wird
ein FluB8 von g nach s mit dem Wert 1 konstruiert, der minimale Kosten

z, hat. Jene Kanten, in denen der FluB mit den Kosten z, flieBen kann,

1



definieren einen Teilgraphen G1 von G. In diesem Teilgraphen bestimmt
man nun unter Beriicksichtigung der gegebenen Kapazitidten einen maxi-
malen Flus8 f1. Dieser besitzt die Kosten vy ooz, Der maximale FluB f1
liefert einen minimalen Schnitt (X,X) mit

XNX=¢, g€X, s€X, XUX=V

Man streicht in G die Kanten (x,y) mit (x,y) € G1, X € X, y € X sowie
X € X, y € X und sucht im restlichen Teilgraphen erneut - ohne Be-
riicksichtigung der Kapazititen - einen FluB der GrbB8e 1 mit minimalen
Kosten z,. Im'zugehﬁrigen Teilgraphen G2 bestimmt man nun einen-maxi-
malen Flu8 f2 mit den Kosten vy B zZ,. Aufgrund der Vertrdglichkeits-
axiome (VIII) gilt:

f1 + f2 ist unter den Fliissen mit dem Wert vy + vy minimal.

Beweis: Wirde es einen FluB8 f der Grdse v, + v, geben, der kleinere
Kosten ergdbe, so wire

(4.1) (v1nz1) * (vznzz) > (v1¥v2) oz

Wegen der Wahl von 24 wdre z > z, und wegen der Wahl von z, wédre auch
z > z,. Daraus folgt nach Axiom (VIII)

(v1nz)‘* (vznz) > (v1uz1) * (vznzz)

im Widerspruch zu (4.1). Q.E.D.
Somit 148t sich der maximale FluB von g nach s mit minimalen allgemei-
nen Kosten in der oben beschriebenen Weise aufbauen.

Einheitsfliisse mit minimalen Kosten lassen sich einfach bestimmen,

wenn man den Knoten von G sogenannte "Knotenzahlen" w(x) € S zuordnet.
Anfangs wdhlt man fiir alle x € V:

n(x) € (’] dom a(x,y)
(x,Y)€E N

und erkldrt alle Kanten fiir zullssig, fir die

n(x) * a(x,y) = n(y)



