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Pour bien utiliser cet ouvrage

N

La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
themes abordés dans les exercices,
ainsi qu'un rappel des points essen-
tiels du cours pour la résolution des
exercices.

Les méthodes a retenir

Cette rubrique constitue une synthése
des principales méthodes a connaitre,
détaillées étape par étape, et indique
les exercices auxquels elles se rap-
portent.

Chaque méthode est illustrée par un
ou deux exemples qui la suivent.



Enoncés des exercices

De nombreux exercices de difficulté
croissante sont proposés pour s'entrai-
ner. La difficulté de chaque exercice
est indiquée sur une échelle de 1 a 4.
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Du mal a démarrer?

Des conseils méthodologiques sont
proposés pour bien aborder la résolu-
tion des exercices.

e est un délit

Corrigés des exercices

Tous les exercices sont corrigés de fa-
con détaillée.
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Raisonnement,

vocabulaire ensembliste

“Han Vimes abovdis dans les oxevcicos

Les méthodes a retenir 2 ¢ Mise en oeuvre, sur des exemples simples, des différents
Les énoncés des exercices 7 types de raisonnement

Du mal _'“‘ flemarrer R 11 o Egalités et inclusions d’ensembles obtenus par opérations
Les corrigés des exercices 12 sur des parties d’un ensemble

o Injectivité, surjectivité, bijectivité
o Image directe, image réciproque d’une partie par une ap-
plication.

700«4’4 essentiols A couvs
pouy e vzsolution. dos exevcicos

o Définition et propriétés des opérations entre ensembles,
ns Ua CE,\

o Définition de la fonction indicatrice d’une partie d’un en-
semble

o Définition du produit cartésien d'un nombre fini d’en-
sembles

o Définition et propriétés de I'injectivité, de la surjectivité,
de la bijectivité pour les applications

o Définition de I'image directe, de 'image réciproque d’une
partie par une application

¢ Relations d’équivalence, relations d’ordre.
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Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

e ] 2s Mﬂ’:l’lA_oans & vete iy me————

Méthode

Pour travailler de ma-
niére générale sur des
ensembles

—CEID

On a
(AnC)\(BNC)

= (AnNG)NBNC
(AnC)n(BucC)
(ANCNB)U(ANCNCO)
ANBNC

An(BUCQO)

= A\(BuUZQ).

(A\NOI\(B\O)

Méthode

| Pour établir une égalité |
d’ensembles :

S <ol — w

(A\ B) U (A\0) (ANB)U (ANT)
AN (BuO)
AnBNC
A\ (BN C).

I

2
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Les méthodes a retenir

« Soit y € R tel qu'il existe z € [—1; 2] tel que y = 2.

Siz € [-1; 0], alors y € [0; 1].

Size[0;2],alors y € [0; 4].

On déduit y € [0; 4].

Ceci montre que le premier ensemble est inclus dans le second.
« Réciproquement, soit y € [0; 4].

En notant z = /7, on ax € [0; 2] C [-1; 2] et y = 22.

Ceci montre que le second ensemble est inclus dans le premier.

On conclut & 'égalité demandée.

Méthode

Pour montrer, par ré-
currence (faible), qu'une

propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n = ng

Initialisation :
Pourn=0,0na: ¢ —gagp=12-1.0=1=(-1)7,
donc la formule est vraie pour n = 0.

Hérédité : Supposons que la formule soit vraie pour un n € N fixé.
On a alors :

G242 — Ons3bns1 = G2 — (Snt2+ Ont1)dn1
= (Gh+2 — On+20n+1) — Phpa
bn+2(Pnt2 — Pnt1) — P24y

bnt2én — Gt
—(¢121+1 - ¢n+2¢n)
= —()" = (=),

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence, que la formule est vraie pour tout n € N. J

Méthode

Pour montrer, par récur-
rence & deux pas, qu'une
propriété P(n) est vraie

pour tout entier n tel
que n = ngp




Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

j
Initialisation : Pour n = 1, ona u; =1 > 0, et, pour n = 2, on a

1
uz = m—;——uo = — > 0 donc la propriété est vraie pour n = 1 et pour
=2,

Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour n et n + 1, olt
n € N* est fixé. On a done up, > 0 et up41 > 0, d’ot Yntd + tn >0,
donc la propriété est vraie pour n + 2.

Ceci montre, par récurrence & deux pas, que la propriété est vraie pour
tout n € N*.

Méthode ;

Pour montrer, par ré-
currence forte, qu’une
propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n 2 ng

Initialisation : Pour n =1, on a bien 0 < u; < 1 car uy = 1. )
Hérédité : Supposons, pour un n € N* fixé, que l'on ait :
vk e{l,...,n}, 0<up<1l
2 4. O I S I
On a alors : wpyg = D e > e 4 JE
nn nn"
_wtud4tup 14---+1 1

o Untl = nn < nn Toan T opn-1 51

1 Ceci montre, par récurrence forte : Yn € N*, 0 < u, < 1. )

Meéthode

Pour résoudre une ques-
tion portant sur injecti-
vité, surjectivité, bi-

jectivité, d’applications
dans un cadre général
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Les méthodes a retenir

*x o Injectivité : Soit (x1,22) € E? tel que f(x) = f(a2).

On a alors :

z1 = (fo f)(@1) = f(f(x1)) = f(f(22)) = (f o f)(22) = z2.
Ceci montre que f est injective.
o Surjectivité : Soit y € E.
Ona:y=(fof)(y)=f(f(y)), donc il existe z € E (on peut prendre
z = f(y)) tel que y = f(z). Ceci montre que f est surjective.
On conclut que f est bijective.
* Puisque f est bijective, on peut utiliser f~! et on a :

fl=foldg=f"o(fof)=(ftof)of=1dgof=]

Méthode

Pour manipuler, dans
un cadre général, des
images directes, des
images réciproques
de parties par des
applications

On a, pour tout ¢ € E : W
zef(Cr(4) = f@) elr(a)
= flx)gA
— Non (f(z) € A')
<  Non (z e f}(4))

< zelg(f'(4)),
d’oul I'égalité voulue.

Méthode

Pour montrer qu'une re-
lation R, dans un en-

semble E, est une rela-
tion d’équivalence

|5



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste
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B ool

e On a, pour tous z,y € R :
Ry <= |z|=y| <= [yl=|z| &= yRuz,

done R est symétrique.
e On a, pour tous z,y,2 € R :

{’”R” — {"”':'”' = ja]=|s == 2Ra,

yRz2 lyl = 2]

donc R est transitive.
On conclut que R est une relation d’équivalence dans R.
* Pour tout z € R, la classe de 2 modulo R est :

{z, —z} siz#0

ﬁ={y€R;zRy}={u€R;lm|=lyl}={{0} eyl

x e Ona, pour tout z € R, |z| = |z|, d’ott z R z, donc R est réflexive.

N\

Méthode

Pour montrer qu’une re-
lation R, dans un en-
semble E, est une rela-

tion d’ordre

% e« Ona, pour toute f € E: Vz € R, f(z)< f(x),
d'oli f < f, done < est réflexive.
¢ On a, pour toutes f,g € E :

f<g vz eR, f(z)<g(x)
<+
vz eR, g(z)< f(z)
< (Vz€eR, f(z)=g() < f=g.

donc < est antisymétrique.
¢ On a, pour toutes f,g,h € E :

f<g Ve eR, f(z)<g(zx)
—
g<h vz € R, g(z)< h(z)
= (Vz €R, f(z)<h(z)) < f<h,

donc < est transitive.
Ceci montre que < est une relation d’ordre dans E.
* Considérons f:R— R, z+—0etg: R — R, =+ z.
Ona f(1)=0<1=g(1), donc on n’a pas g < f.
Ona f(1)=0> —1=g(—1), donc on n’a pas f < g.

On conclut que 'ordre < sur E n’est pas total.
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Enoncés des exercices
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1Tl Exemple de calcul ensembliste : inclusion

Soient £ un ensemble, A, B, C € P(E).

a) Montrer : (AUB)NC c AU (Bn Q).
b) Etablir qu’il y a égalité dans I'inclusion précédente si et seulement si : A C C.

1T Exemple de calcul ensembliste : équivalence entre deux égalités

Soient E un ensemble, A, B,C € P(E). Montrer :

ANB=ANnC < AnNCg(B)=A4nCg).

HTT] Exemple d'une restriction bijective

3r—1
r—2

On considere la fonction f de R dans R donnée par : f(x) =

a) Montrer qu'il existe un réel et un seul, noté a, n’ayant pas d'image par f.
b) Montrer qu’il existe un réel et un seul, noté b, n’ayant pas d’antécédent par f.

¢) Montrer que la restriction g de f a R\ {a} au départ et & R\ {b} a I’arrivée est bijective,
et préciser ’application réciproque g~! de g.

T Exemple de calcul de composée de deux applications

On note f,g: R — R les applications définies, pour tout = € R, par :
flx)y=14z, g(z)=z>

Préciser foget go f. A-t-on fog=go f?

BTT] Exemple de raisonnement par récurrence (faible)
On considére la suite de Lucas (Ly)pen définie par Lo =2, Ly =1 et :
VYneN, Lpys =Lyi1+ Ly.
Montrer, par récurrence, pour tout n € N :

@) L2y — LyLnya = 5(=1)™+

b) Z L} = LpLpy1 +2
k=0
C) Lan = Lyzl - 2(_1)11 et Lopyi = LHLTH'l - (_l)n'

'7



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste
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HTT] Exemple de relation d'équivalence dans R
On note R la relation définie dans R par :
V(z,y) ER®, (zRy = 2°—2z=3y"—2).

a) Montrer que R est une relation d’équivalence dans R.

b) Déterminer, pour tout = € R, la classe d’équivalence de  modulo R.

BT Réunion ou intersection de produits cartésiens

Soient E, F deux ensembles, Ay, As des parties de E, Bj, By des parties de F.
a) Montrer : (A; x By) N (A x By) = (A N Ag) x (B N By).

b) 1) Montrer : (A} x By) U (Ay x By) = (A1 U As) x By.

2) A-t-on nécessairement : (A; x By) U (A2 x By) = (A; U Az) x (B, U By) ?

[ mm| Etudes de P(E N F) et de P(E U F)

a) Montrer : EC F <= P(E)C P(F).
b) Etablir : P(E N F) =P(E) N P(F).
¢) A-t-on: P(E U F)=P(E) U PF)?

B Exemple de relation d'ordre sur les entiers

On considére la relation R définie dans N* par: Ry <= (3 neN*, y= a:").
a) Montrer que R est un ordre sur N*.
b) Est-ce que R est total ?

T Exemple de raisonnement par récurrence a deux pas
On considére la suite réelle (up)nen définie par ug =0, u; =1 et :

Up41 + Un

1.
5 <+

VneN, upis=

Montrer que la suite (u,),en est strictement croissante.

T Exemple de raisonnement par récurrence forte

On consideére la suite réelle (up),en définie par ug =1 et :

2 u
Vn (S N, Up+1 = Z —W——i—z)—'
=g * mn .

Montrer : Vn € N, u, € Q}.



