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Préface

Les mathématiques constituent 1’ossature de la science moderne et sont une source intaris-
sable de concepts nouveaux d’une efficacité incroyable pour la compréhension de la réalité
matérielle qui nous entoure. Ainsi I’apprentissage des mathématiques est devenu indispen-
sable pour la compréhension du monde par la science. Les nouveaux concepts eux-mémes
sont le résultat d’un long processus de distillation dans 1’alambic de la pensée. Essayer de
justifier les mathématiques par leurs applications pratiques n’a guere de sens, tant ce pro-
cessus de création est sous-tendu par la soif de connaitre et non I'intérét immédiat.

Les mathématiques restent I’'un des domaines dans lequel la France excelle et ceci malgré
la mutilation des programmes dans le secondaire et I'influence néfaste d’un pédagogisme
dont I’effet principal est de compliquer les choses simples.

Vues de loin les mathématiques apparaissent comme la réunion de sujets distincts comme
la géométrie, qui a pour objet la compréhension du concept d’espace, 1’algebre, art de ma-
nipuler les symboles, I’analyse, science de I’infini et du continu, la théorie des nombres etc.
Cette division ne rend pas justice a I'un des traits essentiels des mathématiques qui est leur
unité profonde de sorte qu’il est impossible d’en isoler une partie sans la priver de son es-
sence. En ce sens les mathématiques ressemblent a un étre biologique qui ne peut survivre
que comme un tout et serait condamné a périr si on le découpait en morceaux en oubliant
son unité fondamentale.

L’une des caractéristiques de I’apprentissage des mathé matiques, c’est la possibilité donnée
a tout étudiant de devenir son propre maitre et en ce sens il n’y a pas d’autorit€¢ en mathéma-
tiques. Seules la preuve et la rigueur y font la loi. L’étudiant peut atteindre par le travail une
maitrise suffisante pour pouvoir s’il le faut tenir téte au maitre. La rigueur, c’est étre sar de
soi, et a I’age ou I’on construit sa personnalité, se confronter au monde mathématique est le
moyen le plus sir de construire sur un terrain solide. Il faut, si I’on veut avancer, respecter
un équilibre entre les connaissances qui sont indispensables et le « savoir-faire » qui I'est
autant. On apprend les maths en faisant des exercices, en apprenant a calculer sans I’aide de
I'ordinateur, en se posant des questions et en ne lachant pas prise facilement devant la dif-
ficulté. Seule la confrontation réelle a la difficulté a une valeur formatrice, en rupture avec
ce pédagogisme qui complique les choses simples et mélange I’abstraction mathématique
avec le jeu qui n’a vraiment rien a voir. Non, les mathématiques ne sont pas un jeu et I'on
n’apprend pas les mathématiques en s’amusant.

L’ouvrage qui suit est un cours soigné et complet idéal pour apprendre toutes les Mathé-
matiques qui sont indispensables au niveau de la Licence. Il regorge d’exercices (350) qui
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incitent le lecteur a réfléchir et ne sont pas de simples applications de recettes, et respecte
parfaitement 1’équilibre nécessaire entre connaissances et savoir-faire, permettant a 1’étu-
diant de construire des images mentales allant bien au-dela de simples connaissances mé-
morisées. 1l s’agit d’un ouvrage de référence pour la Licence, non seulement pour les étu-
diants en mathématiques mais aussi pour tous ceux qui s’orientent vers d’autres disciplines
scientifiques. Il insiste sur la rigueur et la précision et va au fond des notions fondamentales
les plus importantes sans mollir devant la difficulté et en respectant constamment 1"unité des
mathématiques qui interdit tout cloisonnement artificiel. Il répond a une demande de tant
de nos collegues d’un ouvrage qui les aide a « redresser la barre », mais sera aussi un atout
merveilleux pour I’étudiant travaillant seul par la cohérence et la richesse de son contenu.
Il est I'ceuvre d’une équipe qui rassemble des mathématiciens de tout premier plan ayant
une véritable passion pour I’enseignement. Il était grand temps !

Alain Connes,
Médaille Fields 1982,
Professeur au College de France.



Avant-propos

Cet ouvrage est le dernier d’une série de trois, congue pour couvrir les programmes de
mathématiques de la plupart des Licences scientifiques.

Il complete le précédent en traitant certains sujets habituellement enseignés au niveau de la
deuxiéme année de Licence et couvre par ailleurs un « tronc commun » des programmes de
mathématiques au niveau de la troisicme année.

Ce cours est illustré d’exemples et applications, il propose de plus au fil du texte de nom-
breux exercices corrigés qui permettront a 1’étudiant de s’entrainer au fur et a mesure de
son apprentissage, des notices historiques et un index tres complet. On trouvera aussi a
la fin de chaque module des exercices supplémentaires' avec des indications de solutions.
Une correction détaillée d’une grande partie de ces exercices est accessible sur le site de
I’éditeur.

Nos livres sont congus comme une aide a ’enseignement oral dispensé par nos collegues
dans les cours et travaux dirigés. L’ordre de lecture n’est pas completement imposé et
chaque étudiant peut se concentrer sur tel ou tel aspect en fonction de son programme et
de son travail personnel.

Ce livre peut aussi étre utilisé par un enseignant comme ouvrage de base pour son cours,
dans I’esprit d’une pédagogie encore peu utilisée en France, mais qui a largement fait ses
preuves ailleurs. Nous avons aussi pensé a I’étudiant travaillant seul, sans appui d’un corps
professoral.

Dans les mathématiques d’aujourd’hui, un certain nombre de théories puissantes sont au
premier plan. Leur maniement, au moins a un certain niveau dépendant de la filicre choisie,
devra évidemment étre acquis par I’étudiant a la fin de ses années de Licence. Mais celui-ci
devra aussi avoir appris a calculer, sans s’appuyer exagérément sur les ordinateurs et les
logiciels, et a savoir « se débrouiller » devant un probleme abstrait ou issu des applications.
Nous avons, a cette fin, mis en place une approche adaptée. Nous insistons aussi sur les exi-
gences de rigueur (définitions précises, démonstrations rigoureuses), mais les choses sont
mises en place de facon progressive et pragmatique, et nous proposons des exemples riches,
dont I’étude met souvent en ceuvre des approches multiples. Nous aidons progressivement le
lecteur a acquérir le maniement d’un outillage abstrait puissant, sans jamais nous complaire
dans I’abstraction pour elle-méme, ni un formalisme sec et gratuit : le cceur des mathéma-
tiques n’est sans doute pas un corpus de théories, si profondes et efficaces soient-elles, mais

"Les plus difficiles sont marqués d’une ou deux étoiles.
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un certain nombre de problemes dans toute leur complexité, souvent issus d’une réflexion
sur le monde qui nous entoure.

Historiquement, les mathématiques se sont développées pendant des siecles en relation avec
les autres sciences. De nos jours, leurs interactions se poursuivent vigoureusement (avec la
physique, I'informatique, la mécanique, la chimie, la biologie, I'économie...). Nous sou-
haitons accompagner ce mouvement au niveau de I’enseignement des premieres années
d’université et aider a la mise en place, ici ou 1a, de filieres scientifiques pluridisciplinaires
contenant une composante mathématique pure ou appliquée. En particulier, nous avons in-
troduit dans nos ouvrages de solides initiations aux probabilités et statistique ainsi qu’a
I"algorithmique.

Malgré tout le soin apporté a cet ouvrage il est inévitable que quelques erreurs subsistent.
Nous prions le lecteur, qui pourra les signaler a I’éditeur ou a I’un d’entre nous pour correc-
tion lors d’un nouveau tirage, de nous en excuser.

Jean-Pierre Ramis, André Warusfel

Vous pouvez accéder aux corrigés des exercices supplémentaires a partir de la
page de présentation de ['ouvrage sur le site de |’éditeur www . dunod . com.
Les corrigés sont au format pdf et permettent une recherche classique par mots
clef. Ils peuvent étre lus, enregistrés ou imprimés en partie comme en totalité.
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Arithmetique

On attribue a Gaul} (lui-méme surnommé « le prince des mathématiciens ») la phrase selon
laquelle « les mathématiques sont la reine des sciences et la théorie des nombres est la reine
des mathématiques ». C’est sans conteste le domaine ou I’activité des mathématiciens a été
le plus purement motivée par la beauté et le plaisir. Trois mutations ont progressivement
changé le caractere de I'arithmétique (c’est I’autre nom de la théorie des nombres) telle que
I’avait connue Gaul :

1. Sous son influence, puis sous celle d’autres mathématiciens du X1x° siecle (surtout al-
lemands !), de profondes techniques d’algebre puis d’analyse (et méme, au XX° siecle,
de géométrie algébrique) ont renforcé I'arsenal de I’arithméticien.

2. Au XX° siecle, des problemes de pure théorie des nombres ont rencontré des échos en
physique.

3. Encore au XX° siecle, des applications financieres et méme militaires lui sont tombées
dessus ! Il s’agit bien entendu des questions de sécurité de communication : crypto-
graphie, authentification ...

Ce chapitre commencera donc par un peu d’outillage algébrique (section 1, consacrée a
une approche abstraite de la théorie de la divisibilité et de la factorisation), complété par
la section 2, intermédiaire entre 1’algebre et I’arithmétique, et qui comportera des applica-
tions informatiques ; et il se terminera par un pont avec la théorie des fonctions spéciales
(section 6), qui jouent un role essentiel en physique ; cet aspect sera développé dans le
module I1.3 de ce volume sur les polyndomes orthogonaux ; les aspects proprement arith-
métiques des fractions continues pourront étre approfondis dans le livre [MPAT1]. Entre ces
limites, les sections 3, 4 et 5 permettront de jouer avec des problemes remontant & Fermat,
Euler, Lagrange, Gaul}, Legendre. .. et dont certains (criteres de primalité) jouissent d’un
intérét renouvelé depuis quelques années.

Nous avons proposé dans la bibliographie quelques livres qui vous permettront d’appro-
fondir les sujets abordés dans ce module et d’en découvrir d’autres. Les ouvrages [HW] et
[Serre] sont de grands classiques que tout mathématicien, méme amateur, devrait posséder
(le second est toutefois nettement plus avancé que le premier). [Demazure] fait le lien avec
les applications informatiques, que [Knuth2] (qui est beaucoup plus ancien) développe de
maniere détaillée. [Baker] et [Hindry] sont trés riches, mais d’un abord plus difficile.



4 1.1 o Arithmétique

Comme des notions plus générales vont apparaitre, précisons que nous réservons
I"appellation de nombre premier aux entiers naturels premiers : 2, 3,5,7... .

1 Divisibilité dans un anneau commutatif

Notre but est de généraliser autant que possible le théoreme fondamental de I’arithmétique -
existence pour tout entier d'une factorisation essentiellement unique en produit de nombres
premiers. Le cadre est ici celui des anneaux commutatifs intégres (autrement, les difficultés
techniques seraient trop grandes). Les éléments les plus caractéristiques de I’arithmétique
d’un tel anneau sont ses unités, i.e. ses éléments inversibles (ce sont eux qui empéchent la
décomposition d’étre vraiment unique) ; et, bien entendu, ses éléments irréductibles et ses
éléments premiers : nous verrons que ces deux termes ne désignent pas exactement la méme
chose, et c’est méme la le ceeur du probleme !

1.1 Anneaux euclidiens et anneaux principaux
Résumons I'enchainement logique des propriétés arithmétiques des anneaux intégres 7
et K[X| (K un corps commutatif), telles qu’on les a établies dans le livre [L1] :

1. Dans Z et dans K[X|, on dispose d’une division euclidienne.

2. Les anneaux Z et K'[X] sont principaux. On en déduit le théoréme de Bézout, le
lemme de GauB et le lemme d’Euclide.

3. Dans Z et dans K'[X], tout élément admet une factorisation essentiellement unique
en produit de facteurs irréductibles.

Nous allons maintenant formaliser (ici et dans la section 1.2) les liens logiques entre ces
propriétés en vue d’applications plus générales.

Définition 1. Un anneau (commutatif integre) A est dit euclidien s’il admet un
stathme euclidien, c’est-a-dire une application g : A \ {0} — N telle que, pour tout
couple (z,y) d’éléments de A :
1. Siz,y #0et x| y,alors g(x) < g(y). De maniére équivalente, si z,z" # 0.
alors g(z) < g(za').
2. Siz # 0,ilexiste g, 7 € A tels que y = gz +r et:soit r = 0 ; soit g(r) < g(x).
Les €léments ¢ et r sont appelés quotient et reste de la division euclidienne. On ne

requiert pas I’unicité de la division euclidienne.

L’exemple qui suit sera fondamental dans les applications arithmétiques de ce chapitre. On
rappelle que Z[i] désigne I’anneau des entiers de GauB a + bi, a,b € Z et que la norme
algébrique N est définie par N(z) := zZ (on approfondira ces notions en 4.1).

Exercice 1.

Démontrer que, pour tout complexe =z & C, il existe un entier de Gaul ¢ tel
que N(z—¢q) < 1,0ou N est la norme algébrique sur C. En déduire que N est un stathme
euclidien sur Z[i].



