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VORWORT?Y ;

. In seinem beriihmten Buch iiber Logik, Laws of Thought, das 1854 er-
schienen ist, hat GEORGE BOOLE (1815-1862) einen Symbolismus entwickelt,
den man heute Boolesche Algebra nennt. Das einfachste Beispiel einer solchen

Algebra erhdlt man, wenn man die Operationen der Vereinigung, des Durch-
schnitts und der Differenz (oder den Ubergang von einer Menge zu ihrer Kom-
plementdrmenge) auf Mengen anwendet. g

Daraus erklirt sich, da3 die Theorie des Mafles, die ja auf Mengen von be-
liebigen Elementen aufgebaut werden kann, auch fiir Ringe von Elementen
einer Booleschen Algebra ihre Bedeutung nicht zu verlieren braucht.

Vor etwa zehn Jahren habe ich bemerkt, dafl man auch das Analogon einer
gewohnlichen Punktfunktion auf Booleschen Ringen bilden kann, wodurch
anch die Algebraisierung des Integrals ermoglicht wird.

Die Durchfithrung dieses Programms hat nicht nur theoretisches Interesse
Die Sitze und Beweismethoden, die man, bei niherer Einsicht in die neuen -
Verhdltnisse, aufzustellen veraniaB8t wird, sind nicht derart, daB sie in einem
Raritatenkabinett ihren Platz finden sollten. Decken sie doch zwischen Resul-
taten, die man schon lingst auf dem gewohnlichen Wege fortschreitend er-
forscht hat, Zusammenhinge auf, ’welche sonst unbemerkt geblieben wiren.
Sie fithren auBerdem zu einem organischen, sehr einfachen und einheitlichen
Aufbau der Theorie.

Freilich kénnte man auf demn klassischen Wege, vom Porel-Lebesgueschen
MaB ausgehend, diese Erfahrungen benutzen und die Eigenschaften des MaQes
~ und des Integrals auf eine Weise ableiten, die von der in diesem Buche ge-

botenen Darstellung prinzipiell nicht verschieden ist. Ein sclches Verfahren

wire aber in mehr als einer Hinsicht unnatiirlich, und es scheint mir deshalb
vorteilhafter, die Theorie in ihrer ganzen Allgemeinheit zu entwickelin.

Am Anfang wird also der Symbolismus der Booleschen Algebra erklirt, aber
nicht in seiner urspringlichen Gestalt. Es wird vielmnehr hierzn das Axiomen-
system benutzt, das M. H. StonE entdeckt hat und welches das denkbar ein-
fachste ist. Ein Zquivalentes Axiomensystem wird am Ende des Buches in

- einem Anhang besprochen. :
 Nun war es aber notwendig, in einem Budle in welchem die Elemente einer

Booleschen Algebra die einfachsten Bausteine bilden — im Hinblick auf die

Tatsache, daB man dauernd gezwungen ist, gewisse Mengen solcher Elemente
- wieder als Elemente einer Menge zu betrachten —, einen besonderen Namen fiir
die ersteren zur Hand zu haben, der dieselbe Funktion hat wie das Wort
«Punkt» in der Theorie der abstrakten Raume. Dies ist der einzige Grund fiir
die Einfithrung des Wortes «Soma», das ich auch in fritheren Publikationen
benutzt habe. i C. Carathéodory

1) Aus dem NachlaB des Autors.



- VORWORT DER HERAUSGEBER

Das vorliegende Werk gibt eine systematische und einheitliche Darstellung
einer sehr allgemeinen Theorie, die CONSTANTIN CARATHEODORY seit 1938 in
seiner Reihe seiner Arbeiten aufgestellt und entwickelt hat. Seine diesem Gegen-
stand gewidmeten Verdffentlichungen finden sich hier auf S. 334 verzeichnet.

Aus dem Vorwort seines Buches «Reelle Funktionen I» (B. G. Teubner,
Leipzig und Berlin 1939) ist ersichtlich, daB demselben noch zwei weitere Bidnde
folgen sollten. Nach Vereitlung dieses Planes durch den Krieg und dessen Aus-
wirkungen entschloB sich der Verfasser, aus dem fiir diese beiden Bédnde vor-
gesehenen Material durch geeignete Sichtung und weitgehende Umarbeitung ein
selbstindiges, in sich abgeschlossenes Buch zu formen. Zugleich war es ihm
dabei moglich, viele Vereinfachungen vorzunehmen und neue Aspekte der
Theorie in den Vordergrund treten zu lassen. So entstand das vorliegende Werk,
das der Schwanengesang des groBen Gelehrten werden sollte; er konnte das
Manuskript noch selbst zum AbschluB bringen, ehe er die Feder fiir immer aus
dér Hand legen mufte. Fiir die Korrektur hatte er sich der Mitwirkung von
zweien der Unterzeichneten versichert. Nach seinem Ablebén iibernahmen sie
mit dem Erstunterzeichneten unter Zustimmung der Erben und des Verlags die
Herausgabe.

Der Text setzt sich zusammen aus teilweise meodifizierten ausgewdhlten
Stiicken &dlterer Entwiirfe und spiter neu geschriebenen Partien. Es war un-
vermeidlich, daB bei der Verschmelzung dieser heterogenen Bestandteile durch,
Streichungen, Umsteli‘ungen, Anderungen und Einfiigungen da und dort Un-
stimmigkeiten entstanden; und es war unmdglich, diese bei der ersten Nieder-
schrift schon vollig zu itberblicken und restlos zu beseitigen. Sie aufzuspiiren, in
ihren Auswirkungen zu verfolgen und zu berichtigen, machte die Korrektur-

~arbeit umfangreicher und zeitraubender als erwartet. Manche Entscheidung
iiel den Herausgebern schwer: die Pietdt gebot ihnen, nicht zu viel, ihr mathe-
matisches Gewissen, nicht zu wenig zu dndern. Jedenfalls bemiihten sie sich, immer
moglichst das zu tun, was der Absicht des Autors und dem Interesse des Lesers
zu entsprechen schien. ‘ y ;

Herr Professor G. AuMmannN, Miinchen, war so {reundlich, die Korrekturen
teilweise mitzulesen; wir danken ihm dafiir und fiir manche wertvolle Anregung.
Fir einige gute Ratschlige haben wir auch Herrn Professor B. L. VAN DER
WAERDEN, Ziirich, zu danken.

DafB3 dieses Werk iiberhaupt erscheinen konnte, ist das groBe Verdienst des
Verlages Bivkhdusey. Er hat sich nicht nur in der kritischen Nachkriegszeit zum
Risiko der Verdffentlichung entschlossen, sondern auch den erhdhten Schwierig-
keiten, vor die sich die Unterzeichneten nach dem Heimgang des Verfassers
gestellt sahen, volles Verstindnis entgegengebracht und schlieBlich dem Buch die
gewohnt vorbildliche Ausstattung gegeben. Fiir all dies sei ihm hiermit aufrichtig
gedankt.

Ziirich, Schweiz 2 PAaurL FINSLER
Lafayette, Indiana, USA ARTHUR ROSENTHAL

Miinchen, Deutschland . RUDOLF STEUERWALD

! im Oktober 1955 e
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ERSTES KAPITEL

Die Somen ;

Die axiomatische Methode

1. Die Theorien, aus denen die mathematische Wissenschaft besteht, handeln
von Objekten sehr verschiedener Natur: nicht nur die reellen und komplexen
Zahlen, die Punkte, Figuren und Punktmengen in endlich- oder unendlich-

~dimensionalen Raumen von beliebiger topologischer Struktur, die Funktionen
verschiedenster Art, sondern auch die Operationen selbst, denen man alle der-
artigen Dinge unterwerfen kann, stellen Beispiele solcher Objekte dar.

Trotz der Vielfachheit dieses Materials gibt es sehr weit auseinanderliegende

Teile der Mathematik, zwischen welchen eine auffallende Ahnlichkeit vorhan-
den ist. Dies rithrt davon her, dafl die meisten Aussagen, fiir welche man sich
jeweils interessiert, gar nicht von der speziellen Wahl der Objekte abhingen,
um welche es sich gerade handelt, sondern nur von einigen Eigenschaften, die
diesen Ob]ekten gemeinsam sind. '
. Esliegt also nahe, diese charakteristischen Eigenschaften selbst zum Haupt-
gegenstand der Untersuchung zu erheben, indem man abstrakte Objekte er-
findet und behandelt, deren Attribute keiner weiteren Bedingung zu geniigen
haben, als der Theorie angepaBt zu sein, die gerade entwickelt werden soll.

Dieses Verfahren ist — mehr oder weniger bewuft — von den Mathematikern
aller Zeiten angewandt worden. Die Geometrie des EUKLID und die Buchstaben-
algebra des 16. und des 17. Jahrhunderts sind auf solchem Wege entstanden.
Aber erst in neuerer und neuester Zeit hat man diese Methode, die man die
axiomatische Methode nennt, folgerichtig entwickelt und bis zu ihren letzten
Konsequenzen verfolgt.

2. Unsere Absicht ist, die Theorien des Inhaltb und des Integrals nach der
soeben geschllde_rten axiomatischen Methode zu behandeln.

Im Laufe des 19. Jahrhunderts ist, besonders unter dem EinfluB wvon
H. GrAssmMANN (1809--1877), die Theorie der mehrdimensionalen Riume ent-
wickelt worden. Andererseits hat G. CANTOR (1845—1918) die Lehre von den
Mengen im allgemeinen und daneben auch die Lehre von den Punktmengen
geschaffen. Mit Benutzung dieser beiden Theorien ist es gelungen, eine sehr
vollkommene Inhalts- und Integraltheorie auszubilden, die in auBerordent-
lichem MaBe verallgemeinerungs- und in gleichem MaBe anwendungsfihig ist.

- Die Objekte, deren Inhalt man messen will, sind bei allen diesen Veraligemeine-

: rungen Mengen von unteilbaren Dingen, welche man abstrakte Riume nennt,
|
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weil man ihre Elemente in Erinnerung an die Definition von EUKLID, onueidy
éouv, 06 pégog 0d%éy (Ein Punkt ist, was keine Teile hat), gleichfalls als
Punkie bezeichnet. ' '
Dagegen ist die #lteste MaBtheorie, welche dJe Mathematik kennt und
welche im ersten, zweiten und zwoélften Buche von EUgLID enthalten ist, auf

- ganz anderen Prinzipien aufgebaut. Dort wird z. B. ein Parallelogramm in zwei
kongruente Dreiecke zerlegt, indem man eine seiner Diagonalen zieht (Fig. 1),
und hieraus schlieBt Eukrip (Buch 1, Satz 24), daB der Inhalt des Parallelo- =

AT\ e

0 F c E

Fig. 1 Fig. 2

gramms doppelt so groB ist als der Inhalt eines jeden dieser Dreiecke. Oder
es wird mit Hilfe der Fig.2 bewiesen (Satz 35), daB zwei Parallelogramme
ABCD und ABEF mit gleicher Basis und gleicher Hohe denselben Inhalt
besitzen. A

Nun kénnen aber geometrische Figuren, welche man' auf diese Weise zer-
schneidet oder aus getrennten Stiicken zusammenfiigt, unmaglich auch als
Mengen von Punkten anfgefaBt werden. In diesem letzteren Fall miiBte iiber
die Frage, ob die Punkte der Seiten eines Dreiecks diesem zugezdhlt werden
sollen, oder ob man es vorzieht, das Dreieck als die Gesamtheit seiner inneren
Punkte allein anzusehen, eine Festsetzung getroffen werden, und jede mogliche
Festsetzung dieser Art fithrt zu einem Widerspruch: beispielsweise wird je nach
der Wahl, die man getroffen hat, bei der Zusammensetzung von zwei Dreiecken
zu einem Parallelogramm (Fig. 1) die eine Diagonale des Parallelogramms
doppelt gezihlt, oder aber sie fillt aus der Figur ganz heraus.

Trotzdem kann man die Ubereinstimmung der Euklidischen Resultate mit
denjenigen der modernen Inhaltstheorien verifizieren, indem man die Tatsache

- benutzt, daB die Punktmenge, welche aus allen inneren Punkten einer Figur
der Elementargeometrie im Sinne EUXLIDs besteht, immer den gleichen Inhalt
besitzt wie die Punktmenge, welche aus der ersteren durch Hinzufiigen ihrer
Randpunkte gewonnen wird. Auf diesem langwierigen Wege ist es aber nicht
moglich, die gemeinsame Quelle zu erschlieBen, aus welcher die beiden Theorien
entspringen.

Die Uberlegungen, welche wir im nichsten Abschnitt auseinandersetzen
werden, sind dagegen darauf zugeschnitten, eine allgemeine Inhaltstheorie zu
begriinden, welche sowohl die Euklidische Lehre als Spezialfall enthilt als
auch die allgemeinsten MaBtheorien, welche in diesem Jahrhundert entstan-
den sind.
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Elementare Theorie der Somen

3. Nach dem Vorhergehenden miissen wir also abstrakte Dinge erfinden,
welche Eigenschaften besitzen, die einerseits den Teilmengen einer festen, be-
liebigen Menge von Elementen und andererseits den Figuren der Elementar-
geometrie gemeinsam sind. Diese Objekte wollen wir Somen nennen (70 cdpua
= der Kérper) und mit groBen lateinischen Buchstaben A4, B, ... bezeichnen.
Die Gesamtheit der Somen, die bei irgendeinem Komplex von Fragen auf-
treten, soll immer eine Menge bilden, die wir gewohnlich mit 3¢, bezeichnen
werden. Dies soll besagen, daf8 die Axiome der Mengenlehre, insbesondere das
Auswahlaxiom, auf die Untermengen von 9, anwendbar sind.

Bei zwei Figuren der Elementargeometrie unterscheidet man scharf, ob sie
sich teilweise iiberdecken oder nicht; ist letzteres der Fall, so sagt man, da8
die beiden Figuren «fremd» sind. Von zwei Untermengen einer festen Menge

_sagt man auch, daB sie fremd sind, falls sie ndmlich kein gemeinsames Element
enthalten. :

Fiir zwei Somen 4, B aus M, soll nun auch immer feststehen, ob sie fremd
sind oder nicht. Wahrend aber in den zuerst besprochenen Fillen das Wort
«fremd» jedesinal mit einem bestimmten Begriff verbunden ist, der Gesichts-
oder Tastassoziationen auslost, soll dieses Wort hier keinen derartigen festen
Inhalt haben. Wir betrachten die Fremdheit als eine rein formale Relation
‘zwischen Somen, welche die aus den folgenden Festsetzungen sich ergebenden
Eigenschaften hat. :

Falls die Somen A und B fremd sind, so s;:hreiben wir
AOB (3.1

und verlangen, daB diese Beziehung symmetrisch ist: d.h. die Formeln 4 0 B
und B 0 4 sollen dieselbe Relation bedeuten.

Wir bétrachten jetzt héchstens abzahlbare Mengen von paarweise fremden
Somen A,, 4,, . . .. Jeder solchen Menge von Somen soll eindeutig ein Soma 4
zugeordnet werden, das wir die Summe der Somen A4 ; nennen?). Die Summe von
paarweise fremden Mengen oder die Summe von paarweise fremden elementar-
geometrischen Figuren sind bestimmte Begriffe, die mit Gesichts- oder Tast-

 assoziationen verbunden sind. Hier soll fiir das Wort «Summe» ganz dasselbe
gelten wie fiir das Wort «fremd».

Wir haben absichtlich die Summenoperation fiir hdichstens abzihlbar viele
Somen postuliert. Bei Punktmengen wird zwar eine analoge Operation auch
fiir nicht abzihlbare Mengen von Punkten benutzt. Es hat sich aber gezeigt,
daB in der Theorie, die wir entwickeln werden, die Existenz der Summe von
iiberabzahlbar vielen Somen nicht allgemein gefordert werden darf (vgl. Ziffer
13, S. 24).

1) Den Bereich der elementargeometrischen Figuren im Sinne Euxkrips kann man durch Hinzu-
nahme allgemeinerer Figuren so erginzen, daB diese Forderung auch hier erfillt wird.
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Andererseits war es notwendig, den Summenbegriff von vornherein fiir un- -
endlich viele Somen festzusetzen, weil ja schon der Kreis nicht aus endlich
vielen, wohl aber aus abzihlbar unendlich vielen Dreiecken zusammengesetzt
werden kann (Fig. 3). j

Fig. 8

Die Summe 4 der Somen 4; werden wir durch eines der Symbole
A=A4,+ Ay, + --- ' oder A=ZA,-_’ (3.2)
".

ausdriicken.

Es sei nun B éin Soma, da$ zu jedem der Somen 4;, welche in der Summe
(3.2) vorkommen, fremd ist. Dann soll immer auch B © A sein. Dagegen soll
kein einziges der Somen A; (falls es nicht mit dem weiter unten eingefithrten
leeren Soma identisch ist) fremd zu 4 sein.

* Die Summe A soll nach ihrer Definition nicht von der Reihenfolge der
Summanden 4; abhidngen: sie ist mit anderen Worten kommutativ. Wir ver-
langen auBlerdem, daB sie die assoziative Eigenschaft, und zwar im weitesten
Sinne dieses Wortes, besitzen soll. Hierunter ist folgendes zu verstehen: wir
betrachten z.B. ein System von hochstens abzidhlbar vielen, paarweise fremden
Somen A,; und setzen

A=§va Ak=;'Ak_y (k=1,2 ..). (3.9)

Nach unseren Voraussetzungen sind die Somen A4, paarweise fremd und be-
sitzen eine Summe. Wir verlahgen nun, daB diese Summe gleich 4 sein. soll,
so daB man schreiben kann

A=X4,. (3.4)

Es ist zweckmaBig, in die Menge 9, unserer Somen noch ein uneigentliches
Soma O aufzunehmen, das wir das leere Soma nennen wollen und das durch
die Eigenschaften : -
0od, O+A=4, (3.5)
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welche fiir jedes Soma 4 gelten sollen, gekennzeichnet ist. Aus dieser Definition
entspringt dann die Aussage, welche wir oben schon erwiahnt haben:

aus AOoA folgt A=0. 3 (3.6)

4. Es handelt sich jetzt darum, auch Somen, die nicht zueinander fremd’
sind, auf dhnliche Weise zu behandeln. Hierzu postulieren wir, daB die Somen -
zerlegbay sein sollen, d.h. daB folgendes gilt:

Sind beliebige Somen - ; :

7 S RN (4.1)

in endlicher Anzahl gegeben so sollen auch endlich’ viele, paarweise fremde

Somen
51» P T 4.2)

auf mindestens eine Weise gefunden werden kdunen, derart, daB jedes der
Somen A, das nicht zufillig einem der S; gleich ist, in der Gestalt

Ap=S; +8;+ - +S, (4.3)
geschrieben werden kann (Fig. 4).
Af 5 A e\
\ [ R
S N\ .S
Fig. 4

‘Diese leizte Tatsache wird durch viel handlichére Formeln ausgedriickt,

‘'wenn man folgende Symbolik einfiihrt: es sei S ein beliebiges Soma und x eine

der Zahlen Null oder Eins. Unter x S verstehen wir das Soma S, falls x = 1
ist, und das leere Soma 0 wenn % = 0 ist. Dann gibt es cine Zahlenmatnx

(@), (=1, ..p; F= ol 464

deren Elemente alle gleich Null oder gleich Eins sind und mit deren Hilfe man

~ an Stelle von (4.3) schreiben kann

Al .—.72?'(;,‘,. Y e e

Wir fithren nun drei Zahlenfolgén ein, indem wir fiir = 1, 2, ..., n setzen
Uy = 1aX (@5, Bgis ~ - ' B57)s l

7) =y + agy+ o+ ay; (mod 2), (4.6)
dy=min(@y;, Bgj, -+os Apg) = By Bgi ... €y l
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Die auf diese ‘Weise berechneten Zahlen v;, 7;, d; sind alle gleich Null oder
Eins, und es existieren also auch die Somen

Ve 3SR 35S, LD B S (+.7)
j=1 1=1 151

Ist also z.B.
Ay=S;+ Sy, Ag=S,+Ss,

2

so hat man fiir die Zahlenmatrix
aje=iiai ==, g =0, :
dgy = 0; a22=i, Qa3
und man findet nach den obigen Regeln
=Sy S Se. 0 = Sy Sy TS

Hierdurch haben wir jedem System (4.1) von endlich vielen Somen drei
neue Somen V, R und D zugeordnet. Es wire denkbar, daB diese letzteren
Somen noch von der Wahl der Zerlegungsfolge (4.2) abhéngen, die ja nicht
eindeutig bestimmt ist.

Wir wollen nun als letztes Postulat unsersr Somentheorie verlangen, daf fiir .
alle moglichen Zerlegungsfolgen (4.2) die Operationen (4.7) immer dasselbe Resul-
tat ergeben.

Unsere verschiedenen Forderungen sind w1derspruchsfre1 weil die Teilmen-

-gen einer beliebigen Menge als spezielle Somen angesehen werden kénnen.
Sie sind dagegen sicherlich iiberbestimmt; da sie aber ihren elementaren
Charakter verlieren wiirden, wenn man versuchen wollte, sie auf ein System
von unabhéngigen Axiomen zu reduzieren, wollen wir dies hier unterlassen, um
es spiter (Ziffern 8—13, S. 17{f.) auf anderem Wege nachzuholen.

5. Die drei Somen (4.7) konnen als Funktionen der Somen 4,, ..., 4, an-
gesehen werden. Es ist vorteilhaft, Bezeichnungen fiir diese Funktionen zu
wihlen, mit deren Hilfe ein symbolischer Kalkiil, der groBe Ahnlichkeit mit der
gewohnlichen Algebra hat, aufgestellt werden soll.

Wir setzen demnach

- . - p . :

V=A,+ A, + --- -+ 4, oder V=2+A,, (5.1)

k=1

und nennen das Soma V die Vereinigung der Somen 4,..
Zweitens schreiben wir

? ;
R=A4,-+4,+ -+ 4, oder R:Z:’—f—A,c (5.2)

k-1

A

und nennen R die Verbindung der Somen A4,..
Endlich nennen wir D den Durchschnitt der Somen A, und schreiben

; ?
D=A,4,...A, oder D= ][A4,. (5.3)
> k=1
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Die drei Somen V, R und D kénnen mithin als Resultate von gewissen
Operationen gedeutet werden, von denen jede nach (4.6) und (4.7) die kom-
mulative und die assoziative' Eigenschaft besitzt.

Fiir drei Zahlen a, b ¢, die gleich Null oder Eins smd gelten stets dxe
Glexchungen :

min (a, b) =ab, :

min (max (a, b), ¢) - max (a, b) - c=max (ac, bc), (5.4)
n((a+5) mod2,c) = ((a+b) mod2):c=(ac+be) (mod2), (5.5

max (a, %) =(@+b+ab) (mod2). (5.6) °

Mit Hilfe von (5.4) und (5.5) beweist man leicht, dab fiir irgend drei Somen
A, B, C die 'beiden distributiven Gesetze

(A+B)C=A4C}+BC, (A+B)C=A4C+ BC (5.7)

bestehen miissen.
Ebenso folgt aus (5.6) die Gleichung

A4 B=A+ B+ AB, (5.8)

die fﬁr irgend zwei Somen 4, B gelten muB.
Endlich kann man mit Hilfe des leeren Somas O und der Darstellung
A=1.S, O=0-S auch die Gleichungen

A40=4, A4+0=4, 40=0, (5.9)
A} A=A, A+ A=0, AA-4 (5.10)

v

beweisen. Wir werden spiter zeigen, daB irgendwelche Dinge, fiir welche der
symbolische Kalkiil, dessen Regeln wir unter Ziffer 5 aufgestellt haben, formal

besteht, Somen sein miissen. Zunichst stellen wir einige Folgerungen der letzten

Relationen auf.
6. Wir bemerken, daB jede der Gleichungen

X+A=B X=A+B

_eine Folge der anderen ist. Soll z. B das Soma X die erste dieser Glelchungen
befriedigen, so hat man

A+B=B+A=(X+A)+A=X+0=X,

wodurch gezeigt ist, dafl die zweite Gleichung besteht. Es folgt der .
Satz 1. Die Gleichung
p , X+A4=8B (6.1)
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besitat immer eine und nur eine Losung
X=4+B. . ' (6.2)

2 .
Die Tatsache, dal zwei Somen 4, B fremd sein sollen, kann sehr leicht mit

- Hilfe unserer Symbolik ausgedriickt werden. Ist nimlich 4 © B, so kann man

setzen
A=Sl, B=52 (SIOSZ)

und erhalt nach (4.6), (4.7) und (5.3)
AB=0. (6.3)

Ist aber zweitens die Gleichung (6.3) erfiillt, so’ muB nach unseren Voraus-
setzungen A © B sein. Man kann ndmlich immer schreiben

A== a3 S; 48138y, B'= g Sg+ dssSs,

und nach (6.3) muB @y A9 = 0 sein.
Nun bemerke man, dafl aus (6.3) wegen der Identitét (5.8) folgt

A+ B=4A+ B, | (6.4)
und daB umgekehrt die Gleichung (6.4) mit (5.8) kombiniert das Resnltat
AB=(.4-§-B)-§- (A4+ B)=0

liefert. Wir haben also den
Satz 2. Aus jeder einzelnen der drei Relationen

A40B, (6.5)
AB=0, ‘ (6.6)
A+B=4+B (6.7)

folgen stets die beiden anderen sowie die Relation

A} B=A-+-B=A+B.

Fiir die Somen kann man noch folgendes beweisen (vgl. Ziffer 22, S.32):
Gibt man sich-abzihlbar viele Somen

P o, ARSI (6.8)
$o kann man immer auf eine und nur eine Weise paarweise fremde Somen
/s % |

R S (6.9)



