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Avant-propos

Ce nouveau formulaire reprend la présentation et les objectifs des anciens for-
mulaires congus par Lionel Porcheron. Mais il a été entierement réécrit pour
s’adapter aux nouveaux programmes, avec des auteurs nouveaux, et donc des
choix nouveaux.

Cet ouvrage s’adresse aux étudiants de MPSI, puis de MP ou PSI. Pour chaque
item, vous trouverez :

— la mention @ ou @ qui indique si ¢’est une notion de premiere année ou de
deuxiéme année ;

— parfois la mention MP ou PSI pour indiquer une notion réservée a une seule
section.

Le livre est scind€ en trois parties : mathématiques, physique, chimie. Dans
chaque partie, vous trouverez I’essentiel du cours, les principaux résultats étant
mis en valeur par un support tramé.

A la fin un index trés détaillé vous permettra d’accéder trés vite 2 la notion que
vous voulez réviser.

Des annexes font le bilan d’informations essentielles et parfois dispersées dans
votre cours.

Ne vous trompez pas dans I’offre Dunod. Vous trouverez des livres de cours et
d’exercices pour renforcer votre travail de classe.

Pour des révisions structurées, les Tout-en-fiches par classes (MPSI, MP, PSI)
comportent I’essentiel du cours et quelques exercices d’entrainement.

Ce livre est un outil pédagogique adapté aux révisions rapides avant un devoir.
C’est aussi un puissant remede contre I"anxiété du trou de mémoire. C’est en
quelque sorte un anxiolytique sans risque sanitaire. Mais vous risquez 1'ac-
coutumance : quand vous aurez commencé a vous servir de ce livre, vous ne
pourrez plus vous en passer, surtout & 1"approche des concours (qui portent sur
les deux années de prépa n’oubliez pas).

Un grand merci a Thomas Fredon, soutien technique indispensable a I'exis-
tence de ce livre et a Matthieu Daniel pour la réalisation finale.

Daniel FREDON

daniel.fredon @laposte.net



Mathématiques

1. Analyse

1.1 Les nombres réels

11} Parties denses dans R

Une partie A est dense dans R si elle | Une partie A est dense dans R
rencontre tout intervalle ouvert non | si tout réel est limite d’une suite

vide. d’éléments de A.
(1) Borne supérieure
M =supAsi:

La borne supérieure de A est le plus pe-
tit élément (s’il existe) de 1’ensemble YxeA x<M,
d ajorants de A.

es majorants de Ve>0 dreA M—g<x

1.2 Continuité

Continuité : définition

f est continue en « si elle est définie en a et si lim f(x) = f(a).
X—a

(1) Théoreme des valeurs intermédiaires

En particulier, si une fonction f est
Si f est continue, pour tout y tel que | continue sur [a, b], et si f(a) et f(b)
fla) <y < f(b), il existe ¢ tel que y = | sont de signe contraire, 1'équation
f(o). f(x) = 0 admet au moins une so-
lution dans [a; b].

(1) Continuité sur un segment

Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
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1.3 Dérivation

1] Dérivée en un point

Soit f une fonction définie sur D et xy un élément de D tel que f soit définie
au voisinage de x,. On appelle dérivée de f au point x; le nombre (lorsqu’il
existe) :

lim &S00 _ g, SO0 D = 0 _ o s
X=X X — Xp h——v(l h
fx) f(x) f(x) fx) f(x) f(x)
X' (n#0) | nx"! ! 3 Vx l
X x? 2x
1
CosS x —sinx sin x COS X tan x -
COS~ x
l p : 1
Inx - e -1 cot x ——
X sin” x
arcsin l arccos l arctan x .
X ccosx | — .
V1 —x2 V1 — x2 L+

(1) Dérivée d’'une fonction réciproque

La fonction réciproque /' est déri-
vable en f(xq) et f est strictement monotone sur /,

: ; dérivable en f(xp) et f'(xp) # 0.
Y (f(xo)) = g n f(xp) et f'(xo)

f(xg) .

(1] Théoreme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b, et telle que
fla) = f(b).
Alors il existe au moins un point ¢ €la, b[ tel que f'(¢) =
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(1] égalité des accroissements finis

Si f est continue sur [a, b] et dérivable

sur Ja, b. il existe au moins un point Ce théord
¢ €la, b tel que : e théorcme ne se prolonge pas aux

, fonctions de R dans C.
f(b) = f(a) = (b—a)f'(c).

Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur [a, b], o o

dérivable sur Ja, b[. En particulier, si |f| < K, alors,
pour tous x et x’ de Ja, b,

Sim< f' < M, alors :

i [f(x) = f(xX) < K |x —X|.
m(b—a)< f(b) = f(a) < M (b - a).

(1) Limite de la dérivée

Si f est continue sur [a, b], dérivable Atft;mlon’(;l Sd?g_lt dbime con.dmloln
sur Ja, b[, et si f’ a une limite finie / en | SUinsante de derivabilite, mais elle

? . . < . .
a, alors f est dérivable A droite en g et | 7 €St Pas necessaire. n peut arriver
fi(a) =1 que f;(a) existe sans que f~ ait une
o limite en a.

e MP Fonction convexe

f est convexe sur [ : Xpyerosxp €1

n
Z/l,x, Z,t, (x;) . Ai,.... A, € R* avec ZA,—: I
i=1

Le graphique de toute fonction convexe est au-dessous de chacune de ses cordes.

e MP Fonction convexe dérivable

Si f est deux fois dérivable sur I : Le graphique de toute fonction
convexe dérivable est au-dessus de

~ r’
[f convexe < " > chacune de ses tangentes.
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® MP Inégalités dues a la convexité

p—
="

aly.enapy by, . by eRT p>0,g>0avec — +— = 1.
P

Inégalité de Holder

Yan<(Sa) (3
=1 i=1 i=1

Si p = ¢ =2, il s’agit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Inégalité de Minkowski

n

[Yasar <[ Ll <[ Yo
=1 i=1 i=1

1.4 Suites numériques

I

Suite convergente

Une suite qui n’est pas convergente

La suite (u,) est convergente vers [ si : est dite divergente.

Ye>0 dnpeN Vn=>ng
P Lqrsqu elle‘ existe, la limite d’une
suite est unique.

Théoreme d’'encadrement

|

Si, a partir d’un certain rang, u, < x, < v, etsi (u,) et (v,) convergent vers la
méme limite [, alors la suite (x,) est convergente vers /.

I

Suite extraite

On dit aussi que (v,) est une sous-

La suite (v,) est extraite de la suite (u,,) suite-de ().

s’il existe une application ¢ de N dans

N, strictement croissante, telle que v, = Si une suite possede une limite

(finie ou infinie), toute sous-suite

Ugp(n) - N A -
possede la méme limite.
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(1) Théoréme de la limite monotone

Toute suite de réels croissante et majorée est convergente.

Toute suite de réels décroissante et minorée est convergente.

Si une suite est croissante et non majorée, elle diverge vers +co.
Si une suite est décroissante et non minorée, elle diverge vers —co.

(1 Suites adjacentes

(u,) et (v,) sont adjacentes si : Variante

(uy) est croiss.ante; Si (u,) croissante, (v,) décroissante
(V.n) est décroissante ; et u, < v, pour tout n, alors elles
nglpm(v" = ) =0 convergent vers /; et /. Il reste a
Si deux suites sont adjacentes, elles | montrer que /; = > pour qu’elles
convergent et ont la méme limite. soient adjacentes.

1.5 Intégration

Valeur absolue

f f(x)dx| < f [f(x)| dx.

Intégrales et ordre

l

I

) b
eSia<b,etsi f < gsurla,b], alors : f f(x)dx < f g(x)dx.

e Si f est continue et positive sur [a,b],on a:

b
flx)dx=0 < Vxelab] f(x)=0.

a

Inégalité de la moyenne

l

b
‘ff(x)g(x) dx’ < sup |f(x)| % l[g(x)] dx.

x€la,b] a
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(1) Sommes de Riemann
Si f est continue sur [a; b], a valeurs
dans R, ona: Les sommes de Riemann, dont
=Lt 1 on considere la limite, sont des
lim — Zf(—) = f f(x) dx sommes d’aires de rectangles.
n—co N
k=0
(1) Intégration par parties _
f w' (1) v(1) dt u et v sont deux fonctions de classe
a

C' surun intervalle I, et a et b des

= [ll(f)v(t)]:: = f u(t)yv'(t)de. | réels de I.

a

a0 Intégration par changement de variable

3 u(f3) 1
5 ; o de classe C de |a, ] dans [a. b],
(1) i (1) dr = dx. | Y
_]: Flu@)u(n) ds »[mn Fix) dx et f continue sur [a, b].
o0 Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f une fonction de classe C™! sur I, xo et x des points de /. On a :
X
(X _ I)” y
f(x) = Py(x) + f = F U@y dr
Xg ~

(x — xp) (x — xp)"

ou P,(x) = f(xo)+ ———— f'(xo) +--- + " (xg)
1! n!

est I’approximation de Taylor a I’ordre 7 ;

X - n
(x—=1) o .
et R,(x) :f i £ (1) dr est le reste intégral d’ordre n.
. n!

0

i

Fonction intégrable

lim f Jf(1) dr existe ‘ff(r)dtconverge

X—+00
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-+ 00 )
f [f(r)| df converge 'f intégrable sur [a, +oo[
a
b

| f(#)| df converge ‘ [ intégrable sur [a, b]

a

(2]

e Comparaison

Régles d’intégrabilité (fonctions positives)

Supposons 0 < f < g sur [a, +oo[.

— Si g est intégrable sur [a, +oo[, alors f est intégrable sur [a, +ool.

— Si f n’est pas intégrable sur [a, +oo[, alors g n’est pas intégrable sur [a, +col.
e Domination

Si f(x) = O(g(x)), I'intégrabilité de g sur [a, +oo[ implique celle de f.

e équivalence

Si f(x) ~ g(x), I'intégrabilité de g sur [a, +oo[ équivaut a celle de f.
+00

(2] Situations de référence

|
e Poura > 0, - intégrable sur [a, +oo[é&= @ > 1.

r

e Pour a > 0, e™”" intégrable sur [0, +oco[.
l .

* — intégrable sur [0,a] &= a < 1.
X

e In x intégrable sur J0, 1].

Théoreme de convergence dominée

(f,) fonctions a valeurs dans R ou C, continues par morceaux sur /.

(fy) converge simplement sur / vers f continue par morceaux sur /,

il existe une fonction g continue par morceaux sur /, positive et intégrable sur
1, telle que pour tout entier n, on ait |f,| < g (hypothese de domination),

= les fonctions f, et f sont intégrables sur / et

f f= lim f fi
I n—iea J;
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(2] Théoréeme de sommation 7!

Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, continues par
morceaux et intégrables sur /7, telle que la série Z fn converge simplement

vers f continue par morceaux sur / et telle que la série z f | fz] converge.
I

= f est intégrable sur / et

n=0

® Intégrales & paramétre (existence et continuité)

On considere A une partie d’un espace normé de dimension finie,
I un intervalle de R,
/f une fonction définie sur A X [ a valeurs dans K.

On suppose que f est continue par rapport a la premiére variable, continue par
morceaux par rapport a la seconde.

On suppose également qu’il existe une fonction ¢, intégrable sur /, a valeurs
dans R, telle que, pour tout x de A, on ait |f(x, .)| < ¢, c’est-a-dire :

Vxe A Yiel f(x,0)| < ().

Alors la fonction x — g(x) = ff(x, t) dr est définie et continue sur A.
I

2] Intégrales a parametre (dérivabilité)

Soit / et J deux intervalles de R et f une fonction définie sur Jx /. On suppose :
— [ est continue par morceaux par rapport a la seconde variable,
— pour tout x de J, t — f(x,1) est intégrable sur /,

af e . . n . :
— B_f est définie sur J x /, continue par rapport a la premiére variable, continue
X

par morceaux par rapport a la seconde,
— il existe une fonction ¢ intégrable sur /, & valeurs dans R telle que, pour

tout x de J,

af
a(.‘..)

< @.



