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前　　言

高等数学是理工科院校开设的一门重要的基础课程，也是硕士研究生入学考试的必考科

目。《高等数学》教材的版本较多，国内经典教材———同济大学数学系主编的《高等数学》具有

体系完整、结构严谨、层次清晰和深入浅出的特点，成为多所院校的本科使用教材，我们根据多

年的教学经验，在对教学大纲、课程内容以及近几年研究生入学考试的特点进行深入分析的基

础上，依据同济大学数学系主编的《高等数学》第六版的内容和章节顺序，编写了本书。本书旨

在帮助、指导广大读者更深入地理解课本中的基本概念、基本原理，熟练掌握解题的基本思想

方法，提高应试能力和数学基本素质。

本书共分为十二章，章节的划分与标题和同济大学数学系主编的《高等数学》第六版的内

容及章节顺序完全一致，每一节包括如下几部分内容：

一、释疑解惑

对本节的基本概念、重要原理及公式有选择地作出更深入、更全面地阐释；揭示出概念与

概念之间应有的联系与区别；针对读者在学习本节内容常常问及的一些带有共同性的、又有较

大意义的问题，给予准确的解答和详尽的剖析；对一些应用较广泛的命题或公式进行了适当的

推广。

二、典型例题解析

在教材原有例题和课后习题的基础上，精选一部分典型例题，以便开拓学生视野，巩固所

学知识和内容，掌握解题的基本方法和技巧；另外根据近几年研究生入学考试的特点，针对体

现基本方法和重要思想的原理、命题或公式，举出了一些有一定难度的题目，其中有许多题目

都是历年来研究生考试的真题，对有些题目的解答做出了分析和总结，以供学有余力的学生阅

读参考。

三、课后习题解答

对本节的课后习题一一作出详细解答，以供教师和学业生参考。

另外每章都有单元测试与提高及其解答，单元测试与提高较全面地反映出本章的知识点，

有填空题、选择题、简单的解答题、综合题、讨论题和证明题等；上、下册最后还分别出了两套模

拟测试题，其题型与平时学生考试题型完全一致，对广大读者参加期中测验和期末考试有重要

的参考价值。

本书的编写力求突出以下几个特点：

（１）注重对基本概念、基本原理、基本思想方法的理解与掌握，消除因对这些基础知识理解

上的欠缺而导致解题过程中的失误；强调了知识与知识、方法与方法之间的联系与区别，有助

于读者在联系中去巩固、深化知识，从而在头脑中形成清晰、稳固的认知结构。

（２）所选取的典型例题以及一些单元测试中的题目具有开放性、可推广性、一题多解的特
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点，这些题目有的要应用多个知识点，具有较强的综合性，由此激活学生的思维，开阔学生的思

路，使学生能对考点知识融合贯通，提高其应试能力。

（３）问题是数学的心脏，知识是数学的载体，方法是数学的行为，思想则是数学的灵魂。本

书在注重基础知识的同时，正是通过精选的例题和单元测试题的解答过程，对使用的方法进行

总结，以方法对问题进行归类，避免了传统的题海战术。

本书注意博采众家之长，查阅了多部教学参考书和研究生入学考试指导丛书，汲取了丰富

的养分，在此向这些书籍的编著者表示感谢。由于本书编者水平所限，疏漏与错误在所难免，

敬请广大读者提出宝贵意见。

编　者
２０１０年５月

２
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第八章　空间解析几何与向量代数

欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚欚

　　

第一节　向量及其线性运算

一、释疑解惑

１．如何确定一个向量？

答 　 确定一个向量通常有两种方法：一是依据向量具有大小和方向的特性，分别求出它的大小（模）｜ａ｜
和方向ａ°（或求出方向角），即可确定ａ＝｜ａ｜ａ°；二是求出向量ａ的三个坐标ａｘ，ａｙ，ａｚ，即可写出ａ＝（ａｘ，ａｙ，

ａｚ）．

２．向量的分量与向量在坐标轴上的投影、投影向量有何区别和联系？

答 　 设向量ａ的坐标表示为（ａｘ，ａｙ，ａｚ），则其坐标ａｘ，ａｙ，ａｚ 就是ａ在三条坐标轴上的投影，即ａｘ ＝

Ｐｒｊｘａ，ａｙ ＝Ｐｒｊｘａ，ａｚ ＝Ｐｒｊｘａ．
投影和投影向量则是两个不同的概念．上述向量ａ在三条坐标轴上的投影向量分别为：

ａｘｉ，　ａｙｊ，　ａｚｋ

３．确定向量的坐标有哪些方法？

答 　 根据所给定的条件来确定向量的坐标，一般有以下几种常用方法：

（１）如果已知向量ａ的按基本单位向量的分解式为ａ＝ｘｉ＋ｙｊ＋ｚｋ，则ａ＝ （ａｘ，ａｙ，ｚｚ）；

（２）如果已知向量ａ的起点坐标Ａ（ｘ１，ｙ１，ｚ１）及终点坐标Ｂ（ｘ２，ｙ２，ｚ２），则ａ＝（ｘ２－ｘ１，ｙ２－ｙ１，ｚ２－ｚ１）；

（３）如果已知向量ａ的模｜ａ｜及方向角α，β，γ，则ａ＝ （｜ａ｜ｃｏｓα，｜ａ｜ｃｏｓβ，｜ａ｜ｃｏｓγ）；

（４）如果向量ａ与ｂ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）平行，可以设ａ＝ （λｘ，λｙ，λｚ），其中λ的值要由ａ的模来确定。

４．设ａ，ｂ为非零向量，则ａ，ｂ在什么条件下，下列式子成立？

（１）｜ａ＋ｂ｜＝｜ａ－ｂ｜；（２）｜ａ＋ｂ｜＞｜ａ－ｂ｜；（３）｜ａ＋ｂ｜＜｜ａ－ｂ｜．
答 　 以ａ，ｂ为边作平行四边形，则｜ａ＋ｂ｜，｜ａ－ｂ｜表示该平行四边形两条对角线的长度。通过观察可

知：当ａ与ｂ之间的夹角为直角时，有｜ａ＋ｂ｜＝｜ａ－ｂ｜；当ａ与ｂ之间的夹角为锐角时，有｜ａ＋ｂ｜＞

｜ａ－ｂ｜；当ａ与ｂ之间的夹角为钝角时，有｜ａ＋ｂ｜＜｜ａ－ｂ｜．

二、典型例题解析

例８．１　 用向量法证明：连结三角形两边中点的线段平行于第三边且等于第三边的一半．
证 　 设 △ＡＢＣ两边ＡＢ，ＡＣ的中点分别为Ｍ，Ｎ（见图８．１），那么

→ＭＮ ＝ →ＡＮ－ →ＡＭ ＝ １２
→ＡＣ－ １２

→ＡＢ ＝ １２
（→ＡＣ－ →ＡＢ）＝ １２

→ＢＣ

所以 →ＭＮ ∥ →ＢＣ，且｜ →ＭＮ｜＝ １２｜
→ＢＣ｜．
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图 　８．１

　　　　

图 　８．２

　　　　

图 　８．３

例８．２　 在四边形ＡＢＣＤ 中，→ＡＢ ＝ａ＋２ｂ，→ＢＣ＝－４ａ－ｂ，→ＣＤ ＝－５ａ－３ｂ，证明ＡＢＣＤ 为梯形．
分析 　 要证四边形为梯形，只需找出一组对边平行且不相等．
证 　 由条件可知（见图８．２）

→ＡＤ ＝ →ＡＢ＋ →ＢＣ＋ →ＣＤ ＝ （ａ＋２ｂ）＋（－４ａ－ｂ）＋（－５ａ－３ｂ）＝－８ａ－２ｂ＝２→ＢＣ
所以边ＡＤ 与边ＢＣ平行且长度是ＢＣ长度的两倍，即证四边形ＡＢＣＤ 为梯形．

注 　 由以上两例可见，用向量运算可以比较简洁地解决一些几何问题．
例８．３　 已知三角形三顶点为Ｐｉ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）（ｉ＝１，２，３），求 △Ｐ１Ｐ２Ｐ３ 的重心（即三角形三中线的公共

点）的坐标．
解 　 如图８．３所示，设 △Ｐ１Ｐ２Ｐ３的三中线为ＰｉＭｉ（ｉ＝１，２，３），其中顶点Ｐｉ的对边上的中点为Ｍｉ（ｉ＝

１，２，３），三中线的公共点为Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ），因此有

Ｐ１→Ｇ＝２　ＧＭ→ １

即重心Ｇ把中线分成定比λ＝２．

因为Ｍ１ 是Ｐ２Ｐ３ 的中点，则有Ｍ１
ｘ２＋ｘ３
２

，ｙ２＋ｙ３
２

，ｚ２＋ｚ３（ ）２
再由定比分点公式可得

ｘ＝
ｘ１＋２·ｘ２＋ｘ３２

１＋２ ＝ １３
（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３）

ｙ＝ １３
（ｙ１＋ｙ２＋ｙ３）

ｚ＝ １３
（ｚ１＋ｚ２＋ｚ３）

所以 △Ｐ１Ｐ２Ｐ３ 的重心坐标为

Ｇ ｘ１＋ｘ２＋ｘ３３
，　ｙ１＋ｙ２＋ｙ３３

，　ｚ１＋ｚ２＋ｚ３（ ）３
例８．４　 已知线段ＡＢ 被点Ｃ（２，０，１）和Ｄ（５，－２，０）三等分，试求线段端点Ａ与Ｂ 的坐标．
分析 　 由题意点Ｃ为线段ＡＤ 的中点，Ｄ为线段ＣＢ 的中点，用中点坐标公式即可求解．
解 　 设点Ａ（ｘ１，ｙ１，ｚ１），点Ｂ（ｘ２，ｙ２，ｚ２），则有

２＝ｘ１＋５２
，　０＝ｙ１－２２

，　２＝ｚ１＋０２

５＝２＋ｘ２２
，　－２＝０＋ｙ２２

，　０＝２＋ｚ２２
分别解得

ｘ１ ＝－１，　ｙ１ ＝２，　ｚ１ ＝４

ｘ２ ＝８，　ｙ２ ＝－４，　ｚ２ ＝－２
即线段端点坐标为Ａ（－１，２，４）和Ｂ（８，－４，－２）．

例８．５　 已知空间三点Ａ（３，－１，２），Ｂ（１，２，－４），Ｃ（－１，１，２），求点Ｄ，使Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ为顶点的四边形为

２



平行四边形．
分析 　 本题点Ｄ的位置有多种情形，在围成四边形时可以是ＡＢＤＣ，ＡＢＣＤ 或者ＡＤＢＣ．
解 　 设Ｄ（ｘ，ｙ，ｚ）

（１）若围成四边形ＡＢＤＣ，令 →ＡＢ　＝ →ＣＤ，即有
（－２，３，－６）＝ （ｘ１＋１，ｙ－１，ｚ－２）

得ｘ＝－３，ｙ＝４，ｚ＝－４，Ｄ点坐标为（－３，４，－４）；

（２）若围成四边形ＡＢＣＤ，令 →ＡＢ　＝ →ＤＣ，即有
（－２，３，－６）＝ （－１－ｘ，１－ｙ，２－ｚ）

得ｘ＝１，ｙ＝－２，ｚ＝８，Ｄ点坐标为（１，－２，８）；

（３）若围成四边形ＡＤＢＣ，令 →ＡＤ ＝ →ＣＢ，即有
（ｘ－３，ｙ＋１，ｚ－２）＝ （２，１，－６）

得ｘ＝５，ｙ＝０，ｚ＝－４，Ｄ点坐标为（５，０，－４）．
例８．６　 从点Ａ（３，－１，７）沿向量ａ＝ （８，９，－１２）方向取长为３４的线段 →ＡＢ，求点Ｂ的坐标．

解 　 设Ｂ（ｘ，ｙ，ｚ），则 →ＡＢ ＝３４ａ°，其中ａ°是与ａ同向的单位向量，且ａ°＝ １
｜ａ｜

ａ．

因为｜ａ｜＝ ８２＋９２＋（－１２）槡 ２ ＝１７，所以

ａ°＝ １１７
（８，９，－１２）

→ＡＢ ＝３４× １１７
（８，９，－１２）＝ （１６，１８，－２４）

容易解得Ｂ点坐标为ｘ＝１９，ｙ＝１７，ｚ＝－１７，即Ｂ（１９，１７，－１７）．
例８．７　 已知 →ＡＢ ＝ （－３，０，４），→ＡＣ＝ （５，－２，－１４），求 ∠ＢＡＣ角平分线上的单位向量．
分析 　 分别在 →ＡＢ，→ＡＣ上取与它们同向的单位向量 →ＡＢ°与 →ＡＣ°，则它们的和向量 →ＡＢ°＋ →ＡＣ°在 ∠ＢＡＣ角

平分线上．

解 　 →ＡＢ°＝
→ＡＢ

｜ →ＡＢ｜＝
－ ３５

，０，（ ）４５
→ＡＣ°＝

→ＡＣ
｜→ＡＣ｜＝

１
３
，－ ２１５

，－１４（ ）５
记 →ＡＤ ＝ →ＡＢ°＋ →ＡＣ°＝ － ４１５

，－ ２１５
，－ ２（ ）１５

则所求 ∠ＢＡＣ角平分线上的单位向量为

±
→ＡＤ

｜ →ＡＤ｜＝±
１
槡６
（－２，－１，－１）＝

２
槡６
，１
槡６
，１
槡（ ）６

例８．８　已知向量ａ的模为２，且与ｘ轴和ｙ轴的正向成等角，与ｚ轴正向的夹角是它们的两倍，求向量ａ．
解 　 设向量ａ的方向角为α，β，γ，则α＝β，γ＝２α，且

ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β＋ｃｏｓ
２γ＝１

即 ２ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２２α＝１

解得α＝ π４
或π
２．

于是ａ°＝ 槡２
２
，槡２
２
，（ ）０ 或（０，０，－１），又因为｜ａ｜＝２，故所求向量为ａ＝ （槡２，槡２，０）或（０，０，－２）．

３
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三、课后习题解答

习题８－１解答

１．设ｕ＝ａ－ｂ＋２ｃ，ｖ＝－ａ＋３ｂ－ｃ．试用ａ，ｂ，ｃ表示２ｕ－３ｖ．
解 　２ｕ－３ｖ＝２（ａ－ｂ＋２ｃ）－３（－ａ＋３ｂ－ｃ）＝５ａ－１１ｂ＋７ｃ

２．如果平面上一个四边形的对角线互相平分，试用向量证明它是平行四边形．
证明 　 如图８．４所示，设四边形ＡＢＣＤ 中ＡＣ 交ＢＤ 于点Ｏ，且 →ＡＯ　＝ →ＯＣ， →ＤＯ　＝ →ＯＢ，因为 →ＡＢ　＝

→ＡＯ＋ →ＯＢ，→ＤＣ　＝ →ＤＯ＋ →ＯＣ，所以 →ＡＢ　＝ →ＤＣ（同理，→ＡＤ ＝ →ＢＣ）．故四边形ＡＢＣＤ 是平行四边形．

图 　８．４

　　　　　　　　

图 　８．５

３．把 △ＡＢＣ的ＢＣ边五等分，设分点依次为Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４，再把各分点与点Ａ 连接．试以 →ＡＢ ＝ｃ，
→ＢＣ＝ａ表示向量Ｄ１→Ａ，Ｄ２→Ａ，Ｄ３→Ａ和Ｄ４→Ａ．
解 　 如图８．５所示，→ＡＢ ＝ｃ，→ＢＣ＝ａ．

Ｄ１→Ａ＝Ｄ１→Ｂ＋ →ＢＡ ＝－ １５
→ＢＣ－ →ＡＢ ＝－ １５ａ－ｃ

Ｄ２→Ａ＝Ｄ２→Ｂ＋ →ＢＡ ＝－ ２５
→ＢＣ－ →ＡＢ ＝－ ２５ａ－ｃ

Ｄ３→Ａ＝Ｄ３→Ｂ＋ →ＢＡ ＝－ ３５
→ＢＣ－ →ＡＢ ＝－ ３５ａ－ｃ

Ｄ４→Ａ＝Ｄ４→Ｂ＋ →ＢＡ ＝－ ４５
→ＢＣ－ →ＡＢ ＝－ ４５ａ－ｃ

４．已知两点Ｍ１（０，１，２）和Ｍ２（１，－１，０）．试用坐标表示式表示向量Ｍ１Ｍ→ ２ 及－２　Ｍ１Ｍ→ ２．

解 　Ｍ１Ｍ→ ２ ＝ （１－０，－１－１，０－２）＝ （１，－２，－２）

－２　Ｍ１Ｍ→ ２ ＝－２（１，－２，－２）＝ （－２，４，４）

５．求平行于向量ａ＝ （６，７，－６）的单位向量．

解 　｜ａ｜＝ ６２＋７２＋（－６）槡 ２ ＝１１，平行于向量ａ的单位向量为

ａ
１１＝

１
１１
（６，７，－６）＝ ６

１１
，７
１１
，－６（ ）１１

或者 －ａ１１＝－
１
１１
（６，７，－６）＝ － ６１１

，－ ７１１
，６（ ）１１

６．在空间直角坐标系中，指出下列各点在哪个卦限？

Ａ（１，－２，３）；　Ｂ（２，３，－４）；　Ｃ（２，－３，－４）；　Ｄ（－２，－３，１）

解 　Ａ点在第４卦限，Ｂ点在第５卦限，Ｃ点在第８卦限，Ｄ点在第３卦限．

７．在坐标面上和在坐标轴上的点的坐标各有什么特征？指出下列各点的位置：

Ａ（３，４，０）；　Ｂ（０，４，３）；　Ｃ（３，０，０）；　Ｄ（０，－１，０）

解 　 设点Ｍ 的坐标为（ｘ，ｙ，ｚ），若点Ｍ在ｙＯｚ面上，则ｘ＝０；若点Ｍ在ｚＯｘ面上，则ｙ＝０；若点Ｍ在

ｘＯｙ面上，则ｚ＝０．若点Ｍ 在ｘ轴上，则ｙ＝ｚ＝０；若点Ｍ 在ｙ轴上，则ｚ＝ｘ＝０；若点Ｍ 在ｚ轴上，则ｘ

＝ｙ＝０．
点Ａ在ｘＯｙ面上，点Ｂ在ｙＯｚ面上，点Ｃ在ｘ轴上，点Ｄ在ｙ轴上．

４



８．求点（ａ，ｂｃ）关于（１）各坐标面；（２）各坐标轴；（３）坐标原点的对称点的坐标．
解 　（１）关于ｘＯｙ，ｙＯｚ，ｚＯｘ面的对称点的坐标分别为（ａ，ｂ，－ｃ），（－ａ，ｂ，ｃ），（ａ，－ｂ，ｃ）；

（２）关于ｘ，ｙ，ｚ轴的对称点的坐标分别为（ａ，－ｂ，－ｃ），（－ａ，ｂ，－ｃ），（－ａ，－ｂ，ｃ）；

（３）关于坐标原点的对称点的坐标为（－ａ，－ｂ，－ｃ）．

图 　８．６

９．自点Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）分别作各坐标面和各坐标轴的垂线，写出

各垂足的坐标．
解 　ｘＯｙ面：（ｘ０，ｙ０，０）；ｙＯｚ面：（０，ｙ０，ｚ０）；ｚＯｘ面：（ｘ０，０，ｚ０）；

ｘ轴：（ｘ０，０，０），ｙ轴：（０，ｙ０，０），ｚ轴：（０，０，ｚ０）．如图８．６所示．

１０．过点Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）分别作平行于ｚ轴的直线和平行于ｘＯｙ面

的平面，问在它们上面的点的坐标各有什么特点？

解 　过Ｐ０且平行于ｚ轴的直线上的点有相同的横坐标ｘ０和相同

的纵坐标ｙ０；过Ｐ０ 且平行于ｘＯｙ平面上的点具有相同的竖坐标ｚ０．

１１．一边长为ａ的立方体放置在ｘＯｙ面上，其底面的中心在坐标

原点，底面的顶点在ｘ轴和ｙ轴上，求它各顶点的坐标．

解 　 各顶点的坐标分别为： 槡２
２ａ
，０，（ ）０ ， －槡２２ａ

，０，（ ）０ ， ０，槡２２ａ
，（ ）０ ， ０，－槡２２ａ

，（ ）０ ， 槡２
２ａ
，０，（ ）ａ ，

－槡２２ａ
，０，（ ）ａ ，０，槡２２ａ

，（ ）ａ ，０，－槡２２ａ
，（ ）ａ ．

１２．求点Ｍ（４，－３，５）到各坐标轴的距离．

解 　 点Ｍ 到ｘ轴的距离： ｒｘ ＝ ３２＋５槡 ２　＝ 槡３４

点Ｍ 到ｙ轴的距离： ｒｙ ＝ ５２＋４槡 ２　＝ 槡４１

点Ｍ 到ｚ轴的距离： ｒｚ ＝ ３２＋４槡 ２ ＝５

１３．在ｙＯｚ面上，求与三点Ａ（３，１，２），Ｂ（４，－２，－２）和Ｃ（０，５，１）等距离的点．
解 　 在ｙＯｚ面上，设点Ｐ（０，ｙ，ｚ）与Ａ、Ｂ、Ｃ三点等距离，即

｜ →ＰＡ｜２ ＝｜ →ＰＢ｜２ ＝｜→ＰＣ｜２

故
３２＋（ｙ－１）２＋（ｚ－２）２ ＝ （ｙ－５）２＋（ｚ－１）２

４２＋（ｙ＋２）２＋（ｚ＋２）２ ＝ （ｙ－５）２＋（ｚ－１）｛ ２

解方程组，得ｙ＝１，ｚ＝－２．故所求点为（０，１，－２）．

１４．试证明以三点Ａ（４，１，９），Ｂ（１０，－１，６），Ｃ（２，４，３）为顶点的三角形是等腰直角三角形．

证明 　 因为 ｜ →ＡＢ｜＝ （１０－４）２＋（－１－１）２＋（６－９）槡 ２ ＝７

｜→ＡＣ｜＝ （２－４）２＋（４－１）２＋（３－９）槡 ２ ＝７

｜→ＢＣ｜＝ （２－１０）２＋（４－１）２＋（３－６）槡 ２　＝ 槡７　２
所以 ｜ →ＡＢ｜２＋｜→ＡＣ｜２ ＝｜→ＢＣ｜２

且 ｜ →ＡＢ｜＝｜→ＡＣ｜
从而，△ＡＢＣ为等腰直角三角形．

１５．设已知两点Ｍ１（４，槡２，１）和Ｍ２（３，０，２）．计算向量Ｍ１Ｍ→ ２ 的模、方向余弦和方向角．

解 　 ｜Ｍ１Ｍ→ ２｜＝ （３－４）２＋（０－槡２）２＋（２－１）槡 ２ ＝２

Ｍ１Ｍ→ ２ ＝ （－１，－槡２，１）＝２ － １２
，－槡２２

，（ ）１２
所以 ｃｏｓα＝－ １２

，　ｃｏｓβ＝－
槡２
２
，　ｃｏｓγ＝ １２

５
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α＝ ２３π
，　β＝

３
４π
，　γ＝ π３

１６．设向量的方向余弦分别满足（１）ｃｏｓα＝０；（２）ｃｏｓβ＝１；（３）ｃｏｓα＝ｃｏｓβ＝０，问这些向量与坐标轴或坐

标面的关系如何？

解 　（１）当ｃｏｓα＝０时，向量与ｘ轴垂直，平行于ｙＯｚ面；

（２）当ｃｏｓβ＝１时，β＝０，则向量与ｙ轴正向一致，垂直于ｚＯｘ面；

（３）当ｃｏｓα＝ｃｏｓβ＝０时，则ｃｏｓ
２γ＝１．故γ＝０或π，此时向量平行于ｚ轴，垂直于ｘＯｙ面．

１７．设向量ｒ的模是４，它与ｕ轴的夹角是π３
，求ｒ在ｕ轴上的投影．

解 　 Ｐｒｊｕｒ＝｜ｒ｜ｃｏｓ（ｒ，ｕ
∧ ）＝４·ｃｏｓπ３ ＝２

１８．一向量的终点在点Ｂ（２，－１，７），它在ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴上的投影依次为４，－４和７．求这向量的起点Ａ
的坐标．

解 　 设起点Ａ的坐标为（ｘ，ｙ，ｚ），则
→ＡＢ ＝ （２－ｘ，－１－ｙ，７－ｚ）

由题意，得 ２－ｘ＝４，　－１－ｙ＝－４，　７－ｚ＝７
所以 ｘ＝－２，　ｙ＝３，　ｚ＝０
故起点Ａ为（－２，３，０）．

１９．设ｍ＝３ｉ＋５ｊ＋８ｋ，ｎ＝２ｉ－４ｊ－７ｋ和ｐ＝５ｉ＋ｊ－４ｋ．求向量ａ＝４ｍ＋３ｎ－ｐ在ｘ轴上的投影
及在ｙ轴上的分向量．

解 　 ａ＝４（３ｉ＋５ｊ＋８ｋ）＋３（２ｉ－４ｊ－７ｋ）－（５ｉ＋ｊ－４ｋ）＝１３ｉ＋７ｊ＋１５ｋ
所以ａ在ｘ轴上的投影为１３，在ｙ轴上的分向量为７ｊ．

第二节 　 数量积 　 向量积 　＊ 混合积

一、释疑解惑

１．若ａ和ｂ都是单位向量，那么ａ×ｂ是单位向量吗？

答 　 不一定．因为｜ａ×ｂ｜＝｜ａ｜·｜ｂ｜·ｓｉｎθ，其中θ是向量ａ与ｂ之间的夹角．即使｜ａ｜＝｜ｂ｜＝１，只

要ｓｉｎθ≠１，ａ×ｂ就不会是单位向量．所以当θ＝ π２
，即ａ与ｂ垂直时ａ×ｂ是单位向量；当θ≠ π２

，即ａ与ｂ

不垂直时，ａ×ｂ不是单位向量．

２．非零向量ａ，ｂ是否一定使下式成立？

（ａ·ｂ）ａ＝｜ａ｜２　ｂ
答 　 不一定．因为ａ·ｂ是一个常数，从而（ａ·ｂ）ａ是平行于ａ的向量；而｜ａ｜２　ｂ是平行于ｂ的向量，仅当

ａ＝λｂ，其中λ为常数，上式才可能成立．

３．如果非零向量ａ，ｂ，ｃ使下面等式成立：

ａ·ｂ＝ａ·ｃ
那么是否一定有ｂ＝ｃ？

答 　 不一定．当ａ≠０时，由

ａ·ｂ＝ａ·ｃ｜ａ｜Ｐｒｊａｂ＝｜ａ｜ＰｒｊａｃＰｒｊａｂ＝Ｐｒｊａｃ
但不一定ｂ＝ｃ．如图８．７所示，可见ｂ≠ｃ．

类似地，若ａ×ｂ＝ａ×ｃ，同理不能推出ｂ＝ｃ，如图８．８所示．

６



图 　８．７

　　　　　　　　

图 　８．８

综上所述，向量的数量积、向量积一般情况下都不满足消去律．

４．下列各式正确吗？

（１）ａ·ａ·ａ＝ａ３；　　　　　　　　 （２）ａ≠０时，ａａ ＝１；

（３）（ａ·ｂ）２ ＝ａ２·ｂ２； （４）（ａ＋ｂ）×（ａ－ｂ）＝ａ×ａ－ｂ×ｂ＝０
答 　 以上各式都不正确，其原因都是把实数运算法则生搬硬套到向量运算上．
（１）式两端都是没有意义的．
（２）式左端没有意义，因为向量没有除法．
（３）式错误套用了实数乘法的结合律，但向量的数量积运算不适合．只有当ａ∥ｂ时，（３）式才能成立．
（４）式错误套用了实数的平方差公式，而向量积虽满足分配律，却不满足交换律．

５．对任意向量ａ，ｂ，ｃ，是否总有ａ－ｂ，ｂ－ｃ，ｃ－ａ共面？

分析 　 用向量共面的充分必要条件讨论．
答 　ａ，ｂ，ｃ共面  存在不全为零的实λ，ｕ，ｖ，使得λａ＋ｕｂ＋ｖｃ＝０．
因为（ａ－ｂ）＋（ｂ－ｃ）＋（ｃ－ａ）＝０，此时

λ＝ｕ＝ｖ＝１
所以三向量ａ－ｂ，ｂ－ｃ，ｃ－ａ共面．

二、典型例题解析

例８．９　 向量ａ，ｂ，ｃ两两垂直，且｜ａ｜＝２，｜ｂ｜＝１，｜ｃ｜＝２，则（ａ＋ｂ＋ｃ）与ａ的夹角是 ．
分析 　 考虑向量之间的夹角余弦计算．
解 　 设ａ＋ｂ＋ｃ与ａ的夹角为θ，则有

ｃｏｓθ＝
（ａ＋ｂ＋ｃ）·ａ

｜ａ＋ｂ＋ｃ｜·｜ａ｜＝
ａ·ａ

｜ａ＋ｂ＋ｃ｜·｜ａ｜
其中ａ·ａ＝｜ａ｜２ ＝４．

｜ａ＋ｂ＋ｃ｜２ ＝ （ａ＋ｂ＋ｃ）·（ａ＋ｂ＋ｃ）＝｜ａ｜２＋｜ｂ｜２＋｜ｃ｜２ ＝９

所以ｃｏｓθ＝ ２３
，所求夹角为ａｒｃｃｏｓ２３．

例８．１０　 设（ａ×ｂ）·ｃ＝２，则［（ａ＋ｂ）×（ｂ＋ｃ）］·（ｃ＋ａ）＝ ．
分析 　 用运算律计算．
解 　 原式 ＝ （ａ×ｂ＋ａ×ｃ＋ｂ×ｃ）·（ｃ＋ａ）＝ （ａ×ｂ）·ｃ＋（ｂ＋ｃ）·ａ＝

２（ａ×ｂ）·ｃ＝４
例８．１１　 设ａ·ｂ＝３，ａ×ｂ＝ （１，１，１），试求ａ与ｂ的夹角θ．
分析 　 由数量积、向量积的定义式求解θ．
解 　 由 ａ·ｂ＝｜ａ｜｜ｂ｜ｃｏｓθ＝３

｜ａ×ｂ｜＝｜ａ｜｜ｂ｜ｓｉｎθ＝槡３
两式相除可得

７
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ｃｏｔθ＝槡３θ＝ π６
例８．１２　 已知ａ，ｂ，ｃ均为单位向量，且满足ａ＋ｂ＋ｃ＝０，求ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ．
解 　 解法一 　０＝ （ａ＋ｂ＋ｃ）·（ａ＋ｂ＋ｃ）＝｜ａ｜２＋｜ｂ｜２＋｜ｃ｜２＋２（ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ）

所以 ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ＝－ ３２

图 　８．９

解法二 　 如图８．９所示，在等边 △ＡＢＣ中，令ＢＣ＝ａ，ＣＡ＝ｂ，ＡＢ＝ｃ．边长为１，

则ａ＋ｂ＋ｃ＝０．且

ａ·ｂ＝｜ａ｜｜ｂ｜ｃｏｓ２π３ ＝－
１
２

同理 ｂ·ｃ＝ｃ·ａ＝－ １２

所以 ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ＝－ ３２
注 　 对涉及求向量的数量积问题，常用以下两种方法：

（１）已知向量的模与它们的夹角时，直接由定义式ａ·ｂ＝｜ａ｜｜ｂ｜ｃｏｓ（ａ，ｂ）进行计算．
（２）当给出几个向量之和为零向量的条件时，常利用它们自身作数量积，得到一个简单的方程，从而求解

所要求的数量积．
例８．１３　 向量ｐ垂直于向量ａ＝ （１，－２，３）和ｂ＝ （２，３，－１），并满足ｐ·（２ｉ－ｊ＋ｋ）＝４，求ｐ．
解 　 解法一 　 由于向量ｐ垂直于ａ，ｂ，则ｐ平行于ａ×ｂ，而

ａ×ｂ＝

ｉ　 ｊ　 ｋ

１ －２　 ３

２　 ３ －１
＝－７ｉ＋７ｊ＋７ｋ

因此设ｐ＝λ（－７，７，７）＝７λ（－１，１，１）．由于ｐ·（２ｉ－ｊ＋ｋ）＝４，所以－１４λ＝４，得λ＝－ ２７．

所以 ｐ＝ （２，－２，－２）

解法二 　 设ｐ＝ （ｘ，ｙ，ｚ），依题意有

ｐ·ａ＝０ 即ｘ－２ｙ＋３ｚ＝０

ｐ·ｂ＝０ 即２ｘ＋３ｙ－ｚ＝０

ｐ（２ｉ－ｊ＋ｋ）＝４ 即２ｘ－ｙ＋ｚ＝４
解得 ｘ＝２，ｙ＝２，ｚ＝－２
所以 ｐ＝ （２，－２，－２）

注 　 我们常会遇到讨论两向量的平行、垂直、三向量的共面等问题．设ａ，ｂ，ｃ均为非零向量，则可用下列

方法讨论．

１．讨论两向量平行（或共线）：

（１）讨论两向量是否可表示为ａ＝λｂ，若满足ａ＝λｂ，则ａ∥ｂ；

（２）讨论两向量对应坐标是否成比例，若ａｘｂｘ ＝
ａｙ
ｂｙ
＝ａｚｂｚ

，则ａ∥ｂ；

（３）检查两向量的向量积，若ａ×ｂ＝０，则ａ∥ｂ．
以上三点反之也成立．

２．讨论两向量垂直：

（１）讨论两向量的数量积，若ａ·ｂ＝０，即ａｘｂｘ＋ａｙｂｙ＋ａｚｂｚ ＝０，则ａ⊥ｂ；

（２）讨论其中一向量与第三个向量的向量积，若有ａ×ｃ＝ｂ，则ａ⊥ｂ且ｃ⊥ｂ．反之亦成立．

３．讨论三向量共面（或四点共面）：

（１）讨论三向量的混合积，若［ａｂｃ］＝０，即

８



ａｘ ａｙ ａｚ
ｂｘ ｂｙ ｂｚ
ｃｘ ｃｙ ｃｚ

＝０

则ａ，ｂ，ｃ共面，反之亦然．
（２）讨论其中一向量可由其余两向量线性表示，若存在实数λ，ｕ，使ｃ＝λａ＋ｕｂ，则三向量ａ，ｂ，ｃ共面．

例８．１４　 设向量ａ，ｂ，ｃ满足ａ×ｂ＋ｂ×ｃ＋ｃ×ａ＝０，试证ａ，ｂ，ｃ共面．
证 　 由ａ×ｂ＋ｂ×ｃ＋ｃ×ａ＝０两边与ｃ作数量积，得

［ａｂｃ］＋［ｂｃｃ］＋［ｃａｃ］＝０
但［ｂｃｃ］＝ ［ｃａｃ］＝０，因而［ａｂｃ］＝０，ａ，ｂ，ｃ，共面．

例８．１５　 试证：Ａ（１，１，－１），Ｂ（－２，－２，２），Ｃ（１，－１，２）及点Ｄ（０，０，０）四点共面．
证 　 →ＤＡ ＝ （１，１，－１），　 →ＤＢ ＝ （－２，－２，－２），　 →ＤＣ＝ （１，－１，２）

（→ＤＡ× →ＤＢ）· →ＤＣ＝
１　 １ －１

－２ －２　 ２

１ －１　 ２
＝０

故 →ＤＡ，→ＤＢ，→ＤＣ共面，从而Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ四点共面．
例８．１６　 设ａ＝ （１，－１，１），ｂ＝（３，－４，５），ｃ＝ａ＋λｂ，问λ为何值时，｜ｃ｜最小？并证明：当｜ｃ｜最小

时，ｃ⊥ｂ．
解 　 ｜ｃ｜２ ＝ （ａ＋λｂ）·（ａ＋λｂ）＝｜ｂ｜２λ２＋２（ａ·ｂ）λ＋｜ａ｜２ ＝５０λ２＋２４λ＋３

当λ＝－ ６２５
时，｜ｃ｜最小．

此时 ｃ·ｂ＝ （ａ＋λｂ）·ｂ＝ａ·ｂ＋λ｜ｂ｜２ ＝０
所以 ｃ⊥ｂ

例８．１７　 设向量ａ与ｂ不共线，问λ为何值时，向量ｐ＝λａ＋５ｂ与ｑ＝３ａ－ｂ共线？

解 　 要使向量ｐ与ｑ共线，则需找到实数ｕ，使ｐ＝ｕｑ，即λａ＋５ｂ＝３ｕａ－ｕｂ．
化简为 （λ－３ｕ）ａ＋（５＋ｕ）ｂ＝０

因为ａ与ｂ不共线，所以

λ－３ｕ＝０，　５＋ｕ＝０

解得 ｕ＝－５，　λ＝－１５
例８．１８　 设向量ｐ＝２ａ＋ｂ，ｑ＝ｍａ＋ｂ，其中｜ａ｜＝１，｜ｂ｜＝２，且ａ⊥ｂ，问：

（１）ｍ为何值时，ｐ⊥ｑ；（２）ｍ为何值时，以ｐ与ｑ为邻边的平行四边形面积为６．
解 　（１）令 　　ｐ·ｑ＝ （２ａ＋ｂ）·（ｍａ＋ｂ）＝２　ｍ｜ａ｜２＋｜ｂ｜２ ＝２　ｍ＋４＝０

得ｍ＝－２时， ｐ⊥ｑ
（２）因为 ｐ×ｑ＝ （２ａ＋ｂ）×（ｍａ＋ｂ）＝ （２－ｍ）（ａ×ｂ）

所以以ｐ与ｑ为邻边的平行四边形面积为

ｓ＝｜ｐ×ｑ｜＝｜２－ｍ｜｜ａ×ｂ｜＝｜２－ｍ｜｜ａ｜｜ｂ｜ｓｉｎ（ａ，ｂ）＝２｜２－ｍ｜
令２｜２－ｍ｜＝６，则得ｍ＝－１或５．
注 　 利用向量的乘积运算可以解决一些几何上的求面积、求体积等问题．

例８．１９　 已知空间三点Ａ（１，２，３），Ｂ（２，－１，５），Ｃ（３，２，－５），试求（１）△ＡＢＣ 的面积；（２）△ＡＢＣ 的边

ＡＢ 上的高．

解 　（１）Ｓ△ＡＢＣ ＝ １２ＳＡＢＤＣ ＝
１
２｜

→ＡＢ× →ＡＣ｜，如图８．１０所示．

而 →ＡＢ ＝ （１，－３，２），　 →ＡＣ＝ （２，０，８）
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