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INTRODUCTION

This volume contains lectures and seminars presented at the "“International Ma-
thematical Summer Center" on "Fluid Dynamics" held at the "Villa Monastero', Va-
renna, Italy from August 22 to September 1, 1982.

The Session was organized by "Fondazione CIME" and sponsored by the Consiglio
Nazionale delle Ricerche.

In organizing the meeting we have attempted to bring together different
aspects in the field of fluid dynamics. Morning sessions were occupied by survey
talks given by Prof. C. Bardos (Université Paris-Nord, France), Prof. A. Majda
(University of California, Berkeley, U.S.A.) and Prof. J. Serrin (University of
Minnesota, Minneapolis, U.S.A.).

The first part of this proceedings consists of C. Bardos and A. Majda
lectures. Prof. Serrin's lectures on '"Concepts of Continuum Thermo-mechanics' will
appear later as part of a book. The second part consists of the afternoon seminar
meetings about recent progress on the field.

I wish to express my thanks to the main lecturers, to all active participants
who supported the meeting by their stimulating discussions and to the CIME scienti-

fic committee for the invitation to organize the conference.

Trento, October 1983,
Hugo BEIRAO DA VEIGA
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INTRODUCTION AUX PROBLEMES
HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES

C. BARDOS

Département de Mathématiques - C.S.P. Université

de Paris-Nord, Av. J.B. Clement, 93430 Villetaneuse
et

Centre de Mathematiques Appliquees

Ecole Normale Superieure

45, rue d'Ulm - 75005 Paris

INTRODUCTION

L'objet de cet exposé est de suivre au maximum les relations existant entre
les.notions d'entropies et les solutions faibles des systémes hyperboliques. En
évitant les détails techniques, on se propose de donner ainsi des résultats
d'existence d'unicité et d'approximation. Le cas scalaire est traité compleé~

tement, selon les idées de Kruckov, car il est exemplaire et facile.

Au paragraphe II, on introduit la notion d'entropie pour les systdmes et

on montre les relations entre cette notion et la notion de systéme symétrisable.

Le paragraphe III est essentiellement descriptif, on y regarde les propriétés
du p syst8me qui est & la fois assez simple pour donner lieu 3 plusieurs résul-

tats explicites, et qui contient cependant beaucoup de phénoménes généraux.

Le paragraphe 1V est enfin comsacré a 1'introduction des entropies géné-
ralisées et 2 leur utilisation pour prouver la convergence des solutions d'équa-

tions avec viscosit&, selon les idées de Di Perna.

La ré&daction de ce texte a suivi le cours CIME, il a donc &t& influencé

par les commentaires et les réactions des autres participants.

Je tiens 2 remercier en particulier, pour leur aide et leur intérét,
A. Majda, J, Serrin,P, Geymonat et H. Da Veiga & qui, en plus du travail scien-
tifique, revinrent les téches d'organisation matérielle, qui rendirent mon sé&-

jour au CIME 82 particulidrement agréable.
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1.-

[,- LOI DE CONSERVATION SCALAIRE

INTRODUCTION

I1 est agréable de commencer un cours sur les problémes hyperboliques par
le cas des &quations scalaires, car 1'algébre est particuli@rement simple et

permet une description explicite des phénoménes 1iés & 1'hyperbolicité.

Les r&sultats concemant l'existence et 1'unicité de la solution peuvent
8tre facilement obtenus en particulier & 1'aide du principe du maximum et de la
multiplication par la fonction signe. Il en résulte que les méthodes utilisées
ne peuvent pas, en général, &tre appliquées aux systémes, sauf pour le cas trés
particulier des équations de Hamilton-Jacobi. Néanmoins, les lois scalaires per-
mettent d'exhiber un certain nombre de pathologies fondamentales dues & la non

linéarité.

CARACTERISTIQUES, VITESSE FINIE DE PROPOGATION ET APPARITION DES SINGULARITES

On se propose d'étudier le problé&me de Cauchy pour des équations de la forme
n 3u
(.1 =+ L a(u)—-=0
= i

Les fonctions u - ai(u) sont supposées assez régulidres et on notera a le champ

de vecteur de composantes (ai(u)) . La donnée initiale u(x,0) sera notée

I1<is<n
p(x), elle sera de régularité variable selon les exemples.(I.l) est une équation

scalaire dont la solution u(x,t) est une fonction dépendant de n variables d'es-
pace et d'une variable t le temps. A une variable d'espace (I.1) s'@crit aussi

du + f(u) %% = 0 et un cas particulier fondamental est fourni par 1'équation de

at
au Ju _
Burger Y + u 5% 0.

L'équation de Burger représente le mouvement id&al d'un fluide unidimension-~
nel en 1'absence de forces extérieures, u(x,t) désigne la vitesse de la particule
situ€e au point x & 1'instant t, la trajectoire est donc donnde par 1'équation

différentielle

(1.2) x(t) = u(x(t),t) .

Plus généralement, on appellera caractéristiques les solutions des équations dif-




férentielles

(1.3) x(t) = flu(x(t),t)) .

La relation (I.1) exprime que la fonction t - u(x(t),t) est constante. Il en est

donc de méme du second membre de (I.3).

Il en résulte que les caractéristiques sont des droites d'équation :
(X.4) x(t) = L +t f(¢(xo)) .

La résolution du probléme de Cauchy pour t assez petit est alors immédiate.
Cette résolution a une interprétation géométrique simple, que nous explicitons

sur 1'exemple de 1'dquation de Burger.

On introduit la surface réglée I définie dans R XIRt ximz par
(L.5) I={lx,t,2) = (x,th(x),t.d(x)) .

Pour |t[ assez petit, la projection de I sur le plan (x,t) est univoque et la so-
lution est donnée par u(x,t) = z oli z est défini par la relation (x,t,z) ¢ I .

(cf. figure I.1).

On peut alors déduire de la construction ci-dessus deux conséquences impor-

tantes.

1.~ Les solutions se propagent 3 vitesse finie : plus précisément si ¢ est unme
fonction contin{iment différentiable sur R, uniformément bornée

n PP —
(i¢(x)] <M, ¥ Xxe R) la pente des caractéristiques est majorée en valeur absolue

par le nombre N = sup {f(g)l. Il en ré&sulte que la valeur de la solution au
[£] M
point (x,t) ne dépend que de la valeur de la donnée initiale dans la boule

B = {X| |X -x| <mt} .

En particulier, si ¢ est nulle en dehors de la boule |x] < R, u(x,t) est

nulle en dehors du cdne C = {(x,t)l |x| < R + Mlt] }

En dimension 1, on peut &galement considérer une donn€e initiale ¢ égale
3 la constante ¢_ pour x < — R,et Egale & la constante ¢+ pour x > R. Un rai-
sonnement analogue montre alors que u(x,t) sera &gal 4 ¢_ dans la région
I ={(x,t) |x <= R~ Mit]} et 3 o, &ans la région I, = {(x,t) | x > R + M|t]}
(cf. figure 1.2).

A la vitesse de propagation et i la non-linéarité est associé un phénoméne
nouveau qui est 1'apparition de singularités. En effet, en dimension un d'espace

1l'existence de deux points x_ et X, vérifiant la relation f(¢$(x_)) > f(¢(x+))



entraine la collision des caractéristiques
X =x_+ tfp(x)) et X+ =x, + tf@)(x+)) et la solution ne peut plus &tre dé-
terminée par la méthode précédente. Au point de rencontre elle devrait choisir

entre les valeurs f(¢(x+)) et £(p(x_)) !

Une autre maniére de montrer 1l'apparition de singularités consiste 3 prou-

<
ver que la dérivée de la solution ne peut pas rester bornée dans L ( Rx).

Supposons, pour simplifier, que f soit une fonction uniformément croissante

(i.e. il existe une constante 0 > O telle que l'ont ait f' (§) > a ¥ £ € R). En

dérivant par rapport a4 x, on obtient pour la fonction v(t) = - %% (x(t),t) la
relation

dv _ _, ou 2 2
(1.6) e f (u(X(t),t))(a—x (x(t),))" 2 av

I1 en résulte que v deviendra infinie au bout d'un temps fini d&s qu'il existera

un point & tel que l'on ait :
du - ]
(X.7) 5;(5,0) =¢"(8) <o0.

Ceci correspond bien & la situation décrite ci-dessus (i.e. l'existence de deux

points x_ et x, vérifiant £(p(x_)) > f(¢(x+))).

L'apparition de chocs conduit donc 3 introduire de mouvelles classes de so-
lutions. Il s'agira bien siir de solutions au sens des distributions. Il convient
de souligner sur ces exemples 1'importance de la notion de solutions faibles

pour les probl&mes non linéaires.

I .3.- SOLUTION FAIBLE, CONDITION DE CHOC ET D'ENTROPIE

Désormais, on se limitera 3 considérer le probléme de Caﬁchy pour des temps
positifs. On introduit des primitives F(f) des fonctions fi(E) et on notera F 1le

champ F(E) = (£,(E),£,(E),..., £, (E)).

On dira que u est une solution faible du probléme de Cauchy si elle vérifie

la relation :

n
SN a% (F; () =0, u(x,0) = ¢(x).

Remarque 1.- Il sera désormais commode d'utiliser la notation V. F(u) pour la

T %
fonction 'Z Er (Fi(u)).
i=1 i




i . u cee s
Remarque 2.- Compte tenu de 1l'équation (I.8), %f est définie dans un espace de
distribution convenable, il en résulte que la fonction t + u(.,t) est continue,
3 valeur dans ce méme espace et donc que la relation u(.,0) = ¢(.) a bien un

sens.

Supposons que u soit une fonction continiiment différentiable en dehors d'une
. n + P
surface orientable % de l'espace Hg{x ]Rt. Désignons par v la normale 3 I et
+ - o . .
par u et u les limites de u de part et d'autre de I. Alors l'équation (I.8)

est équivalente aux deux assertions suilvantes

(i) en dehors de L on a, au sens usuel, 1'équation :

au
(1.9) 3t +

| [ e =

Ju_ _
fi(ll) —a-; =0 .
1 1

1

(11) sur ¥ on a la formule des "sauts"
(.10 v (" - w) 4y (F@h - F@H) =o.

(Pans la formule (I.10) vt et vy désignent respectivement les composantes de la

normale v selon 1'axe des temps et selon le plan 'mz).

La relation (I.10) s'appelle relation de Rark ine-Hugoniot.

Remarque 3.- Dans le cas d'une dimension d'espace, on convient d'orienter A de

la gauche vers la droite et la relation (I.10) s'écrit alors :
+ - + -

(r.11) F(u) - F(u )=—(\)x/\)t)(u -u) ,

ou, en désignant par x(t) l'équation de la courbe I :

(N

(1.12)  %(t) = (F(u") = Fu ) /(u’ - vy .

Pour l'équation de Burger , on a £(u) = u et F(u) = u2/2. L'équation (I.12)

s'écrit alors :

(I.13)  #(t) = -Zl-(u" +u).

(1) F est une primitive de f.



On trouve que la vitesse de propagation du choc n'est autre que la moyenne des

vitesses avant et apr&s le choc.

L'analyse des conditions de Rankine-Hugoniot pour 1'équation de Burger
permet de fournir des contre—exemples 3 1l'unicité. On choisit comme donnée ini-
tiale la fonction ¢(x) = ~ sign x, alors pour tout nombre a > 1, les droites
a-1 l-a

t et x =

2 S

et la fonction u définie par les relations

x = ( )t sont respectivement de pentes positives et négatives

F— 1 si X > (a gl)t
. a-1
a si 0> x > ( 5 Yt
U(X,t) =‘
. 1-a i
- a si 0 < x < ( )t :
. l-a é
L+ 1 si x < ( 3 )t §

est constante en dehors des droites de discontinuité et vérifie la relation de
Rankine-Hugoniot sur les droites de discontinuit&, c'est une solution de 1'&qua-
tion de Burger. Cette solution n'est pas physique, elle correspond & une indé-
termination liée au fait suivant : des caract@ristiques sortent des lignes de
choc (cf. figure I.3). La donnée initiale ¢(x) = sign x représente un fluide
dont toutes les particules situées 3 droite de z&ro, sont animées de la vitesse
- 1, tandis que toutes les particules situBes & gauche de zéro sont animées de
la vitesse + 1. La solution naturelle pour un tel fluide est 1'équilibre :

u(t,x) = -1 si x>0, u(t,x) =1 si x <0,

qui est bien solution, au sens des distributions, de 1'équation

ou 3 2 _
'a—t“"a—x(u/Z)-O.

On se propose donc de préciser un critdre d'unicité& pour les solutioms
faibles exprimant que les caractéristiques rentrent dans le choc, et pour cela,

on pose les définitions suivantes :

Définition l.- A toute fonction régulidre n on associe la fonction vectorielle q,
flux d'entropie de la fonction n pour 1'équation :
du

(I.11) a—t—+V.F(u) =0



