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INTRODUCTION

Ce qu'on appelle communément calcul stochastique est constitué de la

théorie des intégrales stochastiques et des régles de calcul qui président

a l'usage de ces intégrales,

Introduites par K. Ito, les intégrales stochastiques étaient d'abord
prises par rapport au mouvement brownien, tandis que la classique "formu-
le d'Ito" constituait l'essentiel des régles de calcul. Mais depuis une
quinzaine d'années l'ensemble de la théorie a pris un essor considérable,
d'abord & cause de son utilité pour la théorie des processus de Markov,
ensuite et surtout sous la pression des applications, notamment de la théo-
rie du filtrage.

En fait, a l'exception de A.N. Skorokhod dont le travail [1] est resté
longtemps un peu méconnu, la plupart des auteurs ont d'abord traité de la
partie de la théaorie concernant le mouvement brownien et les processus
continus, et il existe plusieurs ouvrages de synthése dans ce cadre. Par
contre pour le cas général ou les processus peuvent &tre discontinus, on
trouve des ouvrages et des articles présentant de maniére synthétique la
construction des intégrales stochastiques, mais aucun jusqu'a présent ne
fournit une vue d'ensemble sur le '"calcul" stochastique. C'est qu'en effet
les reégles de ce calcul ne se limitent plus a la formule d'Ito, mais cou=-
vrent la plupart des transformations auxquelles on peut soumettre un pro-

cessus.

Tel est donc l'objectif de ces notes: présenter une synthése des résul-
tats récents sur les régles du calcul stochastique, régles qui semblent
maintenant avoir atteint une forme a peu prés stable et s'@tre débarassées

d'une quantité d'hypothéses restrictives.

Plus précisément, ces notes sont divisées en trois parties (avec une cer-

taine dose d'interpénétration):

1) La premiére partie (ch. I-V) jette les bases de la théorie. On y pré-

sente d'abord un résumé de la "théorie générale des processus" au sens de
1'Ecole strasbourgeoise. Puis on y rappelle la construction de l'intégrale
stochastique par rapport 4 une martingale et & une semimartingale (ch. II).
Nous insistons sur la classe des semimartingales, dont on découvrira les

belles propriétés tout au long de ce travail.

Ensuite on expose la théorie des mesures aléatoires (ch. III), avec beau-

coup de détails puisqu'il s'agit du premier exposé systématique sur ce su-
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Jet. D'ailleurs, le lecteur remarquera sans doute que les mesures aléa-
toires, outre leur intérét intrinseéque et leur aspect naturel (spéciale-
ment pour les applications), contribuent notablement a simplifier 1l'ensem-

ble de la théorie. Les chapitres IV et V sont d'importance moindre.

2) Dans la seconde partie (ch. VI-X) on étudie les reégles de transforma-

tion des processus, lorsqu'on change la probabilité, la filtration, 1'é-
chelle des temps, l'espace lui-méme, etc... Les motivations d'une telle
étude sont essentiellement d'ordre pratique. Par exemple dans la théorie
du filtrage on utilise fréquemment les changements absolument continus de
probabilité, tandis que le probléme du changement de filtration constitue

l'essence méme du filtrage.

3) La troisiéme partie (ch. XI-XV) traite d'une application du calcul
stochastique, aux problémes de martingales. L'intérét de ces problémes s!

est dégagé au fur et a mesure des progrés de l'application des intégrales
et équations différentielles stochastiques 4 la théorie des processus de
Markov, jusqu'a acquérir um statut autonome qui nous semble autoriser un
traitement "abstrait". Cependant cette partie contient deux longs chapitres
d'applications aux processus & accroissements indépendants, processus de

Markov, processus de diffusion, équations différentielles stochastiques.

4) La quatriéme partie est absente de ces notes, mais elle devrait é&tre
présente a4 l'esprit du lecteur, au moins & titre de motivation: il s'agit
des applications au filtrage et au contrdle stochastique. Indépendamment de
la fatigue de l'auteur, nous pouvons Justifier cette absence par l'exis-
tence d'un grand nombre d'ouvrages traitant souvent des cas particuliers,
mais couvrant cependant la plupart des applications "& la réalitév, et aus-
si par le fait que la "théorie générale" du filtrage et du contrdle sto-
chastique dans un cadre aussi général que celui od nous nous plagons reste
encore 4 faire (bien entendu, on peut aussi se poser la guestion de l'uti-

lité pratique d'une telle théorie générale).

A la lecture de ce qui précéde le lecteur aura compris (ou sinon, 11 le
verra dés les premiéres lignes du texte) que ces notes ne constituent en
aucune maniére un cours de base sur l'intégrale stochastique: d'une part
en effet les connaissances supposées sont assez nombreuses et incluent no-
tamment l'essentiel de la "théorie gémnérale des processus" et les bases de
la théorie des martingales. D'autre part notre point de vue est systémati-
que, dans le sens ou partout on cela nous a été possible nous avons donné
des résultats complets, des conditions nécessaires et suffisantes, avec le

moins d'hypothéses possible, etc..., au détriment parfois des impératifs
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pédagogiques. Un tel point de vue conduit nécessairement a un texte long,

parfois fastidieux, en tous cas d'aspect assez technique.

Pour éviter d'allonger encore l'ensemble, nous avons admis certains ré-
sultats "classiques'", ce qui veut dire & la fois qu'on peut les trouver
facilement dans la littérature, et qu'on peut les admettre sans dommages
pour la compréhension du texte: nous nous sommes efforcé de rappeler ces
résultats sous la forme d'énoncés précis, et pas seulement sous la forme

de référence a tel ou tel livre.

Chaque chapitre est suivi de commentaires, parfois assez longs, ou sont
indiquees les références bibliographiques et ou sont données également
quelques appréciations sur le contenu du chapitre et 1l'intérét de telle
notion, parfois sur des méthodes différentes d'approche des problémes. Nous
avons également ajouté a la fin de la plupart des parties quelques exerci-
ces, Certains sont extrémement simples; la plupart sont des compléments au

texte lui-méme, et 4 ce titre méritent d'&tre lus et résolus.

En ce qui concerne la bibliographie, nous avons essayé dans la mesure de
nos connaissances de rendre compte de l'apport de chaque auteur a la théo-
rie "générale" telle qu'elle est exposée ici, Par contre nous n'avons pas
tenté de rendre justice aux trés nombreux auteurs qui ont construit la
théorie "dans le cas continu'" et nous nous sommes contenté de citer cer-
tains articles marquants: pour une bibliographie compléte sur ce sujet,
nous préférons renvoyer au livre [2] de Liptzer et Shiryaev., De méme la
bibliographie relative aux applications (processus de Markov, diffusions,
équations différentielles stochastiques) est tout-a-fait squelettique, dans
la mesure ou nous n'avons cité que les travaux ayant un rapport étroit
avec notre texte: que les auteurs ayant contribué & ces théories veuillent

bien nous en excuser.

Je remercie ici chaleureusement Marc Yor et Jean Mémin: d'abord parce
qu'une part importante de l'aspect original de ces notes résulte de travaux
que j'ai effectués en collaboration avec eux., Ensuite parce que Marc Yor
a beaucoup contribué & me convaincre d'écrire ce texte et a activement col-
laboré a une rédaction primitive des premiers chapitres, tandis que Jean
Mémin a largement aidé & la préparation du manuscrit en le lisant, en le

corrigeant et en faisant nombre de remarques.
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Dans ce chapitre préliminaire sont rassemblées les notations et conven-
tions les plus usuellement adoptées, et les principales définitions de 1la
"théorie générale des processus", dont un résumé sera fait dans le chapi-
tre I. De la sorte, le lecteur connaissant cette théorie pourra, aprés
avoir pris connaissance des définitions utilisées ci-apreés, passer direc-

tement au chapitre II sans lire le chapitre I.

Quelgques notations.

(0.1) R, = [0,®[, ﬁ+=[0,m], R=[-o,+0], N={0,2,2,...}, Q@ =ensemble
des rationnels, Q, = Qn]R+ .

(0.2) si a,be¢lR on note aVb et ap\b, respectivement, le maximum et le
minimum du couple (a,b). On note a =al/0 et a =-(a)O) les parties

positive et négative de a; ainsi, a=a -a et |a|=a +a .

(0.3) B(E) désigne la tribu borélienne de l'espace topologique E, c'est-
a-dire la tribu engendrée par les ouverts (ou les fermés) de E .

(0.4) Si E est un ensemble quelconque et si AcE, on note IA lt'indica-~

trice de A, i.e. la fonction sur E qui vaut 1 sur A et O sur son com-

plémentaire at.

(0.5) Si E est un ensemble quelcongue et si a€E, on note ia la mesure

de Dirac sur E concentrée au point a.

(0.6) (E,E) étant un espace mesurable, on écrit feE (resp. E+, resp.

bE ) pour signifier que f est une fonction réelle E-mesurable (resp. po-
sitive, resp. bornée).

(0.7) Soit E et F deux ensembles quelconques et f une fonction: E —» IR;
s'il n'y a pas de risque d'ambiguité possible, on note encore f la fonc-

tion f®?1l définie sur ExF par: (x,y)€ ExF m— f(x).

(0.8) Si E est un espace muni d'une famille (Ei)iel de tribus, on note
ViQIEI la plus petite tribu contenant toutes les __E_Ii . Si (fi)ieI
est une famille de fonctioms sur E, on note O'(fi: i€I) 1la plus petite

tribu F de E telle que, pour tout ieI, fi soit F-mesurable.

(0.9) s pm et v sont deux mesures sur (E,E), on écrit m«&v (resp.



pNV) lorsque p est absolument continue par rapport a (resp. équivalente
a) v ; 1la dérivée de Radon-Nilkodym est notée X =%$ et on écrit aussi
)‘=Xa\, .

(0.10) Etant donnés deux espaces mesurables (E,E) et (F,F), une mesure
de transition de (E,E) sur (F,F) est une application a: Exf—> IR

telle que af(.,4)} soit E-mesurable si A€ F, et que a(x,.) soit une
mesure sur (F,F) sl xeE. Une telle mesure de transition est souvent

notée a(x,dy) .

(0.11) EeF désigne la tribu sur ExF engendrée par les ensembles AxB
(heE, BeF). Si p et v sont des mesures sur (BE,E) et (F,F) res-
pectivement, on note p@v la mesure sur (ExF,E@F) caractérisée par

oV (AxB) = (A)V(B) .

(0.12) Gl,g,P) étant un espace'probabilisé, on note “'“p la norme de 1
espace LP(@Q,F,P) . Convention: on confond habituellement un élément de
cet espace, qGi est une classe d'équivalence de variables aléatoires (pour
la relation d'éguivalence: égalité P-p.s.), avec une variable aléatoire de

puissance pieme intégrable appartenant a cette classe.

(0.13) On note habituellement E(.) 1'espérance mathématique par rapport a
P; s'il y a risque de confusion sur la probabilité P on écrit EP(.).
On rappelle gque E(X) est définie pour toute variable aléatoire X telle
qu'on n'ait pas simultanément E(X+) =B(X ) =+m, et que quand on écrit
E(X)eIR cela signifie notamment que X est intégrable.

(0.14) On note E(.|G) 1l'espérance conditionnelle par rapport 4 la tribu
G (EP(.ig) s'il ; a risque de confusion sur P). E(X!g) est définie
pour toute variable aléatoire X positive, ou intégrable, et pour X quel-
conque on pose E(X1G) =E(X'|G) -E(X1g) sur le complémentaire de l'en-
semble o E(X'1g) =E(X1Q) = ‘o . )

Processus et ensembles aléatoires. On note fl 1'espace des épreuves.

{0.15) Si E est un ensemble quelconqué, on appelle processus a valeurs
dans E toute application X : xR _—> E; les applications: im—» X{w,t)
s'appellent les trajectoires de X ; on adopte souvent pour X(w,t) 1"
écriture Xt(w) , ou simplement Xt . Lorsque E=T]R on dit simplement
"processus"; si on veut spécifier que X prend ses valeurs dans IR, on

dit que X est un processus 4 valeurs réelles, ou un processus réel.

(0.16) Lorsque E est un espace topologique on note Xt-(”) la limite 2

gauche en t> 0, quand elle existe, de la trajectoire X.(w)-



Dans le cas od E est un groupe additif (en général R") on pose
Axt(w) = Xt(w) - Xt_(“‘)

si Xt_(i—v) existe, et on convient que XO_(N) =0, donc AXo(w) =Xo(w) .

(0.17) Si T est une application: 2 —>"]13+ on note XT le processus X

"arrété en T", défini par XT(w,t) = X(w,t AT(w)) .

(0.18) Un ensemble aléatoire est une partie 4 de .Q.xJR+ (donc IA est un

processus), La projection de A est l'ensemble sm(4) ={w: BtélR* tel que

(w,t)e A}. La coupe en w de A est l'ensemble A = {t€R : (w,t)e al.

A est dit mince si chaque coupe A, est au plus dénombrable.

(0.19) Soit S et T deux applications: ﬂ—yﬁ+ . L'intervalle stochasti-
gque [s,T] est 1l'ensemble aléatoire {(w,t): S(w)st<T(w),teR }; on
définit de fagon analogue les intervalles stochastiques [s,T[,Js,TJ,
et Js,T{. On écrit {T] au lieu de ET,T3.

Filtrations. On suppose maintenant l'espace L muni d'une tribu F.

(0.20) Une filtration de (,F) est une famille F= (Et)t>0 de sous-tribus

de F, indexée par R, , qui est croissante (Etc Es si tgs) et con-
tinue 4 droite (£t=ﬂs>t£s ). On pose F_ = Vt;O F .

(0.21) Soit P une probabilité sur (Q,g) . On note E‘P la complétée de F

pour P . On note g’l: la tribu engendrée par gt
geables de EP . Par abus de langage on dit que la famille EP= (__13’1:)1,',0 ,
qui est clairement une filtration de (ﬂ,}gp) , est la filtration compié—

tée de F par rapport a P.

et les parties P-négli-

(0.22) Un ensemble aléatoire A est dit P-évanescent si n(A) est P-négli-
geable, i.,e. nm(A)e g’P et P(u(A)) =0, Deux processus X et Y sont dits
P-indistinguables si l'ensemble aléatoire {X#£Y} est P-évanescent.

(0.23) Lorsqu'il n'y a pas de confusion possible quant & la probabilité P,
on écrit parfois £, & , & ,... pour signifier que les relations =,
<,C, ... entre variables aléatoires ou parties de £ (resp. entre pro-
cessus ou ensembles aléatoires) sont vérifiées & un ensemble P-négligea-

ble (resp. 3 un ensemble P-évanescent) prés.

Tribus optionnelle et prévisible, temps d'arrét. On suppose l'espace me-

surable (f,F) muni d'une filtration _E:(g‘t)t>o .

(0.24) Un processus X est dit F-mesurable si c'est une fonction mesurable
sur (.(lx]R+,I_;'o§(JR+)) .



(0.25) Un processus X est dit F-adapté si pour chaque t30 la variable

aléatoire Xt est ft—mesurable.

(0.26) Omn appelle tribu F-optionnelle (resp. F-prévisible) et on mote Q(F)
(resp. I:(E) ) la tribu sur LxIR, engendrée par les processus F-adaptés
dont toutes les trajectoires sont continues a droite et limitées a gauche
(resp. continues). On a bien-siir P(F)e o(F) .

(0.27) Un F-temps d'arrét (resp. un F-temps d'arrét prévisible, ou temps
prévisible) est une application T: H—> _1§+ telle que 1l'intervalle sto-
chastique [O,T[ soit F-optionnel (resp. F-prévisible). Il est immédiat
que T est un temps d'arrét si et seulement si {T<t}e Et pour tout
t20. On note Z‘(E) et Zp(g) , respectivement, la classe des F-temps
d'arrét et la classe des F-temps prévisibles.

(0.28) si TeT(F) et Acn, on note T, 1l'application définie par

A
T(w) 51 weh
TA(N) =
+ @ sinon.

(0.29) Soit Te T(F) . On note Fp 1la tribu constituée des AeF tels que

Aﬂ{Ts tle gt pour tout t>»0 . On remarque que, si teﬁ+ , l'application
T=%t est un temps d'arrét et F

:E

ce qui justifie la notation F

T t° =T °*
(0.30) Soit Te E(E) . On note ET- la tribu engendrée par g‘o et par les
ensembles de la forme An{tcT} ou t>0 et Ae gt . On a toujours
Fr_cFEp. On a aussi ET-=Vs<t§s si T=t, et la notation F,  pro-
longe bien la notation naturelle gt_ pour téIR+ . Remarquons que, avec
ces conventions, on a g‘o_ = EO .

Quelques classes usuelles de processus. On suppose l'espace (N,F) muni
d'une filtration F et d'une probabilité P.

(0.31) Un processus croissant est un processus a valeurs dans ﬁ+ dont

toutes les trajectoires sont croissantes et continues a droite, 5i A est

un processus crolssant on pose Am= lim Attention: un processus

A, .
tfm' 't
croissant n'est pas nécessairement nul a4 l'origine (contrairement a la

convention admise par la plupart des auteurs).

(0.32) \_I+(§,P) désigne l'ensemile des classes d'équivalence de processus,
pour l; relation de P-indistinguabilité, admettant un représentant & qui
est un processus croissant F-adapté vérifiant At<cn P-p.s. pour tout
t:eIR+ . Habituellement on confond un élément B de cet espace, et les pro-
cessus qul sont dans la classe d'équivalence P (parfois, un tel processus

est appelé une "version" de B).



(0.33) soit !(E,P)==Y+(£,P)-y+(£,P) l'ensemble des différences de deux
éléments de V'(F,P) . V(F,P) est exactement l'ensemble des (classes d!
équivalence de) processus F-adaptés, dont P-presque toutes les trajectoi-

<

res sont continues & droite et & variation finie sur tout compact. Si

AeV(E,P) on note /‘}dAs] le processus "variation de A", c'est-a-
dire l'unique Be y+(E,P) tel que la mesure dBt(w) sur R, soit la

valeur absolue de la mesure signée dAt(w) ; on a en particulier Boz ]Ao\.
(0.34) Q+(£,P) désigne l'ensemble des A€ y*(g,p) qui sont intégrables,
i.e. qui vérifient E(A )< ®. Soit A(E,P)=a"(E,P)-a"(E,P).

(0.35) La définition des surmartingales varie selon les auteurs., Quant &
nous, nous prendrons la deéfinition suivante: ume surmartingale (resp.

sousmartingale) sur (Q,F,F,P) est un processus X, F-adapté, continu &

IS

droite et 1limité & gauche, tel que chaque variable X, soit intégrable

et que E(Xslgt)sfxt (resp. = Xt) pour tous O<t<s. Une martingale
est un processus qul est 4 la fois une surmartingale et une sousmartin-
gale.

(0.36) M(F,P) désigne l'ensemble des classes d'équivalence, pour la rela-
tion de P-indistinguabilité, de martingales uniformément intégrables

(i.e., de processus X qui sont des martingales sur (,F,F,P) et tels
que la famille de variables aléatoires (Xt:tefm+) soit uniformément
intégrable). La encore, on confond un élément de cet espace, et une mar-

tingale qui représente cet élément.

(0.37) Une écriture du type g(z)f}g(g,P) , g(E)(]g(E,P), ... désigne
l'ensemble des classes de processus appartenant a M(F,P), X(E,P) y oo
et dont un représentant au moins est g(g)—mesurable? I1 est bon de remar-
quer que si une classe d'équivalence admet un représentant F- ou gp—prévi-
sible, elle en admet également (en général) d'autres qui ne le sont pas;
en effet i1l existe en général des ensembles aléatoires P-évanescents qui
ne sont pas Ep-prévisibles. Remarquons également que ¥(E:P) =¥(§P,P);
par contre 1l'inclusion M(E,P)C:M(E?,P) est en général stricte: em effet
un processus non crolssant, EP-adapté, continu & droite et limité a gauche,
n'est pas nécessairement P-indistinguable d'un processus F-adapté, conti-

2

nu a droite et limité & gauche.

(0.38) Convention importante: les notations précédentes sont plutdt lourdes !

or dans la suite, F et P, donc EP, sont souvent fixés une fois pour
toutes, On notera donc souvent M(P), V(P), ..., voire M, V, ..., les
espaces ﬂ(EP,P) ,Y(EP,P) , ».. On allégera l'écriture de fagon analogue

pour les classes de processus qui seront définies dans la suite du texte.



Localisation d'une classe de processus. Outre l'espace probabilisé filtré

(QWZ,E,P), on considére une famille de processus (ou de classes d'équi-

valence de processus pour la P-indistinguabilité) C.

{(0.39) On note Cioc

processus X pour lesquels il existe une suite (Tn) d'éléments de T(F)

(F,P) 1la classe localisée, c'est-a-dire constituée des

ne s T
croissant P-p.s. vers +m et telle que chaque processus arrété X n ape
partienne & C . Une suite (Tn) satisfaisant ces conditions s'appélle une

suite localisante pour X, relativement 4 C . La encore, s'il n'y a pas de

risque de confusion, on applique la convemtion (0.38) en écrivant ~ gloc(P)

°u Cioct
(0.40) Une classe C est dite stable par arrét si xTe C pour tous XeC

et Tel(F) (ou 1‘__(L‘P) s c'est la méme chose).

{0.41) On emplois trés souvent l'expression: par localisation, il suffit de
montrer telle propriété... Cela signifie que si cette propriété est satis-
faite par tous les éléments d'une classe C de processus, elle est aussi

satisfaite par tous les éléments de gloc.

(0.42) On mote C ~ 1l'ensemble des Xe€ C vérifiant X,=0. On note

(¢}
go,loc la classe (go)loc =(gloc)o'

(0.43) L'espace M .
gales locales. Etant donnée son importance, on note d'une maniére parti-

culiére, soit L (ou L(P), ou L(FP,P)) l'espace M .
= = =- —O,lOC

(& nouveau, (0.38) ! ) est appelé espace des martin-

(0.44) Si X est un processus admettant une variable terminale Xa>=

limtTtD Xt , pour toute application T: 12———;3§+ on peut définir la va-
+

riable XT par XT(w) =XT<w)(w) . Les éléments de M, de V', de 4,

admettent une telle variable terminale.
(0.45) Si X est um processus quelconque, on définit le processus x* par

Le processus X* admet la variable terminale X;): sup(t)lxtl ., On dit que

Xy = sup \XS

X est localement borné s'il existe une suite (Tn) de temps d'arrét

*
croissant P-p.s. vers +®, telle que X, £n pour chaque n,

Tn
(0.46) Si X est un processus quelconque, on définit le processus S(X) par
X si X |«
s(X) ={ZOssst s ZOését] Sl
t + ® sinon.

Une condition nécessaire pour que S(X) soit a valeurs finies (donc

5(X)e V) est que 1l'ensemble aléatoire {X#£0} soit mince.



