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Vorwort

Die Methode der Randelemente bietet gegeniiber den finiten Elementen den
Vorteil, daB nur der Rand des Gebiets diskretisiert werden mu8B, und so das zu
l6sende Gleichungssystem sehr viel kleiner ist, als bei finiten Elementen. Zudem
ist die Genauigkeit der Losung i.allg. groBer. Es erstaunt daher nicht, daB die
Methode mehr und mehr das Interesse der Fachwelt findet.

Dieses Buch ist eine Einfiihrung in die Methode. Es wendet sich an Ingeni-
eure, Mathematiker und Physiker, die an einer elementaren und auf die prak-
tischen Aspekte ausgerichteten Darstellung Interesse haben. Behandelt werden
u.a. Stabe, Balken, elastische Membrane, Scheiben, Platten, elastische Kérper,
die harmonischen und transienten Schwingungen dieser Bauteile und die Kopp-
lung mit finiten Elementen. Hiufige Vergleiche mit finiten Elementen und Ver-
weise auf die elementare Mechanik erleichtern den Zugang. Auf die numeri-
schen Details der Methode wird ausfiihrlich eingegangen. Das Buch enthalt die
vollstindigen EinfluBmatrizen fiir die Behandlung von Plattenproblemen (Li-
neare Elemente), Membran- und Scheibenproblemen (quadratische Elemente)
und fiir die Probleme elastischer Kérper (lineare Elemente). Die Literatur iber
Randelemente (boundary elements) nimmt standig zu. In dem Buch konnte
daher nur ein reprisentativer Querschnitt der méglichen Anwendungen darge-
stellt werden. Viele Dinge sind zudem noch im Flu8. Erfahrung gewinnt man
nur durch das Rechnen und mit Randelementen (in ihrer heutigen Form) wird
noch nicht sehr lange gerechnet.

Zu dem Buch werden drei Programme zur Lésung von Membran- , Schei-
ben- und Plattenproblemen angeboten. Sie sind in TURBO-PASCAL geschrie-
ben und laufen auf dem IBM-PC (640 K, 8087 Coprozessor) und kompatiblen
Computern.

Ich danke Herrn Dr.-Ing. T. P. Akyol, Herrn Dipl.-Ing. R. Dallmann, Herrn
Dr.-Ing. H. Kréner und Herrn Dr.-Ing. M. Ottenstreuer fiir die ﬂ'berlassung
von Ergebnissen ihrer Arbeiten, Herrn Dipl.-Ing. R. Milnikel fiir wertvolle Hin-
weise bei der Programmentwicklung, Frau Middeldorf und Herrn cand. ing.
Florian Weller fiir das Anfertigen der Reinzeichnungen und Frau Dipl.-Ing. Sa-
bine Pickhardt und Herrn Dipl.-Ing. Peter Schépp fiir das Korrekturlesen und
dem Springer-Verlag fiir die Aufnahme des Buchs in seine Reihe und fiir die
stets freundliche Zusammenarbeit.

Dortmund, Oktober 1986 Friedel Hartmann
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Einleitung

Wenn man die Randwerte einer linearen Funktion u kennt, dann kann man die
Funktion mit dem Lineal zeichnen, s. Abb. 1.

ulb)

ula)

4 @

a b
Abb. 1 Eine Gerade ist durch ihre Randwerte eindeutig bestimmt

Dies ist die einfachste Anwendung des Prinzips der Randelemente: Die
Randwerte einer Funktion bestimmen den Verlauf der Funktion. In der Sprache
der Mechanik lautet dieses Prinzip:

Die Weg- und Kraftgrofen auf dem Rand eines Bauteils und die dufere
Belastung bestimmen die Verformungen und Spannungen im Innern eindeutig.

Bei einem Stab, s. Abb. 2, sind die maBgebenden Randdaten z.B. die
Verschiebungen und die Normalkrifte,

u(0) = up, u(l) = ug, N(0) =-f1, N() = f2,
und die Einfluifunktion fiir u(z) lautet,
u(z) = (1 — z)u; + zug + l/EA{fl +[(1 -0z +1]f;

T l

+ [l -2y + v+ [0 -+ 1la). @

0 z

Eine solche Einfluifunktion gleicht einem programmierbaren Kurvenlineal, das
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Abb. 2 Die Weg- und KraftgroBen auf dem Rand eines Stabs und die Langskrifte p

man an den Intervallenden nur an die richtigen Markierungen halten mu8, und
man erhdlt die exakte Verschiebung in jedem beliebigen Innenpunkt. Solche
Formeln gibt es nicht nur fiir Stibe, sondern auch fiir Balken, Scheiben, Plat-
ten etc.. Der Leser ist jetzt vielleicht versucht zu fragen: Warum braucht man
dann iberhaupt noch Naherungsverfahren, wenn die Dinge so einfach sind,
wenn man ja schon fertige Losungen fiir alle Bauteile hat? Das Problem be-
steht darin, daB man nicht alle die Randdaten kennt, die man zum Anlegen
des ‘Kurvenlineals’, d.h. zur Konstruktion der EinfluBfunktion, benétigt. Von
zwei konjugierten GroSen auf dem Rand ist niamlich immer nur eine vorge-
schrieben. Die andere Gréfle ist unbekannt. Damit stellt sich die Frage: Wie
erhilt man die fehlenden Weg- und Kraftgroflen auf dem Rand, die man fiir
die Anwendung der EinfluBfunktionen benotigt? Die Antwort lautet: Mit den
Kopplungsbedingungen auf dem Rand.

Bevor auf diesen Begriff naher eingegangen wird, sei daran erinnert, wie
man mit finiten Elementen mechanische Probleme 15st.

Die Langsverschiebung u des Zugstabs in Abb.3 mit linearen finiten Ele-
menten zu approximieren heiBt, das Verformungsverhalten des Zugstabs zu
restringieren. Man erlaubt dem Zugstab nur noch solche Verformungszustande

7 p=po
A = el i . g Qe e —-_l
1 a
P, P, V3
1 x1 x2 x3 b
1 & P, P
c
Up

Abb. 3 a-c. Lésung eines Stabproblems mit finiten Elementen; b die drei Ansatzfunktionen;
c die Niherungslosung u;,



3
up =Y upi(),
1=1

anzunehmen, die sich durch die drei stiickweise linearen Ansatzfunktionen dar-
stellen lassen. Ein solcher Stab aber, dessen Lingsverschiebung u stiickweise li-
near verlauft, ist ein Stab, der allein durch Knotenkrafte belastet wird. Zu jeder
moglichen Wahl der Knotenverschiebungen u; gehéren daher drei bestimmte
Knotenkrifte Pi. Diese sind den Spriingen der Normalkraft Nj = EAuZ der
FE-Losung in den Knoten z¥ gleich.

Die Knotenverschiebungen u; werden nun so bestimmt, da8 die potentielle
Energie

T (up) =

[SCREE

l l
/EA(ug)zdz—/puh dz
0 0

zum Minimum wird. Dies ist, wie man zeigen kann, dquivalent mit der Forde-
rung, da die FE-L6sung uy, sich so einstellen soll, daB die Arbeit der Knoten-
krifte Py auf den Wegen der drei méoglichen virtuellen Verriickung ¢; gleich
der Arbeit der wahren duBeren Krafte p auf denselben Wegen ist, da also fiir
die drei Knotenkrifte Py gelten soll

l

3

ZPkgoi(zk) = /pcpid:c, 1=1,2,3
k=1 0

Wenn man die FE-Krifte virtuell verriickt, dann sollen diese dabei dieselbe
Arbeit leisten, wie die wahren Krifte.

Wie 16st man nun dasselbe Problem mit Randelementen? Zuerst sei be-
merkt, dal man die Lésung eigentlich schon kennt, denn die oben angegebene
Einflufunktion

u(z) = (1 — z)u; + zug + l/EA{fl +[(1 -z +1]f2
+poll(z +1) = (& + =%)]}

ist die Losung. Die Funktion (1) ist nicht nur die Langsverschiebung des Stabs
in Abb. 3, sondern die Langsverschiebung aller Stibe unter allen nur denkbaren
Belastungen. Ein Fachwerkstab, eine Eisenbahnschiene, ein Zugband, sie alle
besitzen dieselbe Losung, die Funktion u(z) in (1). Wo ist dann das Problem?
Betrachten wir die Funktion u(z) genauer: Um die Verschiebung u(z) fir einen
Punkt z ausrechnen zu kénnen, muB man — neben der duBeren Belastung p,
die man ja immer kennt — die Endverschiebungen und die Endkrafte des Stabs



u; =0, uy =7,
=, f2=0

kennen, und dies sind zwei Werte zuviel. Auf Grund der Lagerbedingungen
ist zwar bekannt, daB links die Verschiebung Null ist, u; = 0, und rechts die
Stabendkraft fo = 0, aber es ist nicht bekannt, wie groB die Verschiebung am
rechten freien Ende us =? und die Lagerkraft am linken Ende f; = ? ist.

Was tun? Nun, zuerst schneiden wir den Stab einmal frei, s. Abb. 4, damit
auch die versteckte, unbekannte Gréfe f; sichtbar wird, und dann erinnern
wir uns an den Satz von Betti. Dieser besagt, daBl die gegenseitigen aufBleren
Arbeiten zweier Gleichgewichtszustinde gleich gro8 sind,

Ay,2= A2, -

Po

P
f1=? -—-[—- S — ]—>U2=?

Abb. 4 Die unbekannten Randwerte

Nehmen wir an, wir kennen zwei weitere Gleichgewichtszustinde des Stabs.
Wir wiiiten, etwa, wie groB die Verformungen und Schnittkrafte des Stabs sind,
wenn eine Einzelkraft am rechten Stabende zieht, und, — das ganze vertauscht
— eine Einzelkraft auf das linke Stabende driickt, s. Abb.5a und b. Von diesen
beiden Gleichgewichtszustinden weist zwar nur der linke dieselben Lagerbedin-
gungen auf, wie der interessierende Stab. Dies ist aber fiir den Satz von Betti
unerheblich. Bevor der Satz von Betti formuliert wird, werden die Tragwerke
immer von ihren Lagern freigeschnitten, damit die Lagerkrafte — diese sind ja
auch duBere Krifte — nicht vergessen werden.

PECCNXN

Dy

Abb. 5 Kontrollzustinde

Nennen wir diese Gleichgewichtszustinde 2a und 2b. Der gesuchte Zustand
sei der Zustand 1. Nun wird der Satz von Betti insgesamt zweimal formuliert.
Beim erstenmal ist der Zustand 2 der Zustand 2a und beim zweitenmal der
Zustand 2b. Wir erhalten so zwei Gleichungen

A1,2a = A24,1
Axs26 = Agps1

in denen die unbekannte Endverschiebung u, und die unbekannte Auflagerkraft



f1 vorkommen, denn diese sind ja an den duSleren Arbeiten beteiligt. Dies gibt
uns nun umgekehrt eine Méglichkeit, die Unbekannten u2 und f; zu bestimmen.
Zwei Gleichungen und zwei Unbekannte — das geht genau auf.

Nun soll die Methode etwas vereinfacht werden. Es ware sehr mithsam —
und bei mehrdimensionalen Problemen auch undenkbar — erst jedesmal den
Lastfall: Einzelkraft am linken bzw. rechten Ende zu lésen, um sich Gleich-
gewichtszustdnde zu verschaffen, mit denen man die Einhaltung des Gleichge-
wichts des Zustands 1 kontrollieren kann. Man brauchte einen Vorrat an Gleich-
gewichtszustidnden, die man in allen Situationen einsetzen kann. Hier empfehlen
sich die Gleichgewichtszustande eines unendlich langen Stabs unter dem Angriff
einer Einzelkraft, s. Abb.6.

EA Au'=1

Abb. 6 Die Normalkraft springt im Aufpunkt um den Wert 1

Wenn an einem Stab eine Einzelkraft P = 1 angreift, dann verlauft die
Langsverschiebung u links und rechts vom Angriffspunkt linear, s. Abb. 6, (die
horizontale Verschiebung u wurde vertikal zum Stab abgetragen), und im Auf-
punkt hat die Verschiebung einen Knick. Wenn nun der Stab unendlich lang ist,
dann bedeutet dies einfach nur, daB man die beiden Aste nach links und rechts
ins Unendliche weiterlaufen 1a8t. DaB so im Unendlichen dann auch die Ver-
schiebung u Unendlich wird, stort nicht. An diesen unendlich fernen Punkten
sind wir gar nicht interessiert. Uns interessiert nur das Verhalten in der Nihe
des Aufpunkts. Auch der Einwand, daB in den Lagern, also im Unendlichen,
die Verschiebung Null und im Mittelteil, etwa dort, wo die Kraft angreift, die
Verschiebung unendlich gro8 sein muf}, beriihrt uns nicht, denn wir kénnen uns
immer vorstellen, dafl wir von u die ‘Konstante’ oo abziehen. Wo der Nullpunkt
der Verschiebungsskala liegt, ist gleichgiltig.

Die Langsverschiebung eines unendlich langen Stabs unter dem Angriff
einer Einzelkraft in einem Punkt z ist also eine stiickweise lineare Funktion mit
einem Knick im Aufpunkt. Der analytische Ausdruck fir solch eine Funktion
mit Knick lautet
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1 (l-z)y+1, y<=z, (links von der Kraft),
g0(y, z)

"~ EA (1-y)z+1, z<uy, (rechts von der Kraft) .

Liegt der Punkt y links von z, dann gilt die obere Formel, liegt er rechts von
z, dann die untere Formel.

Die Koordinate £ markiert den Aufpunkt, und die Koordinate y ist die
Laufvariable, d.h. die Koordinate des Punkts, in dem wir die Verschiebung
wissen wollen. Vom Nullpunkt des Koordinatensystems gehen also zwei Skalen
aus: Eine Skala z und eine Skala y. Beide Skalen sind identisch, und beide haben
denselben Nullpunkt. Auf der Skala z markieren wir die Lage des Aufpunkts,
und auf der anderen Skala y die Lage des uns gerade interessierenden Punkts,
des Punkts in dem wir die Verschiebung wissen wollen, die die Kraft P = 1
verursacht.

Die Funktion mit dem Knick go(y, z) heifit Grundlésung. Allgemeiner ver-
steht man darunter die Verformungsfigur eines unendlichen elastischen Medi-
ums unter dem Angriff einer Einzelkraft.

Mit der Grundl6sung go(y, z) haben wir nun den gewiinschten Vorrat an
Gleichgewichtszustanden. Wir brauchen nur den Aufpunkt in zwei verschiedene
Punkte, z.B. £ = 1 und z = 2, zu legen und haben so zwei verschiedene Gleich-
gewichtszustande konstruiert, s. Abb.6. Jedes Teilstiick eines so belasteten
unendlich langen Stabs ist fiir sich im Gleichgewicht, denn die Normalkraft
ist, bis auf den Faktor EA, die Neigung der Funktion go(y,z). Da nun aber
die Neigungen an den beiden Enden einer Geraden gleich groB sind, so sind
auch die Normalkrafte entgegengesetzt gleich groB. Aber auch wenn zwischen
den Schnitten der Knick liegt, wenn die Linie also gebrochen ist, dann wird
man finden, dafl die Normalkrifte in den Schnitten der zum Knick gehorigen
aufleren Kraft das Gleichgewicht halten.

Fassen wir zusammen: Mit der Grundlésung go(y,z) hat man einen un-
erschopflichen Vorrat an Gleichgewichtszustinden. So viele Punkte z, so viele
Gleichgewichtszustande gibt es, mit denen man kontrollieren kann. Praktisch
geht man dabei so vor, dafi man die Kraft P = 1 in so viele Punkte z setzt,
wie man Gleichgewichtszustande braucht, und dann jeweils das Teilstiick, das
nach Grée und Lage mit dem realen Stab iibereinstimmt, aus dem unendlich
langen Stab herausschneidet.

In der oberen Reihe von Abb. 7 sind die Gleichgewichtszustande angetra-
gen, die wir zuerst vorgeschlagen hatten. Darunter sind zwei mogliche Lastfalle

4 7z

2 J - 7

1 2
i R

Abb. 7 Alternative Kontrollzustinde



des unendlich langen Stabs angezeichnet mit denen man statt dessen kontrol-
lieren kann. Einmal greift die Kraft im Punkt z = ! an und einmal im Punkt
z = 0. Diese Zustinde haben gegeniiber den ersteren den Vorteil, daB sie so-
zusagen fertig tabelliert sind. Die Stabendverformungen der Teilstiicke kann
man direkt aus (2) entnehmen und die Stabendkrifte aus der Formel fiir die
Normalkraft der Grundlésung

(1-z), y<r, (links von der Kraft),
No(y,z) =

-z, z<y, (rechts von der Kraft).

Geht man so vor, formuliert man also den Satz von Betti einmal mit der
Grundlésung go(y,z = 0) und einmal mit der Grundlésung go(y,z = l) und
dem unbekannten Zustand, dann erhilt man, nach einem kleinen Zwischen-
schritt, s. Kap.2, als Resultat das Gleichungssystem

2 ] =15+ 2] @

dessen Matrix genau die Steifigkeitsmatrix des Stabs ist. Die Komponenten
p; sind die negativen Festhaltekrifte, d.h. die Auflagerdriicke, die die verteilte
Belastung p verursacht, wenn beide Stabenden festgehalten werden. Uber das
Vorzeichen, das die p; haben miissen, orientiert man sich am einfachsten, indem
man die Verschiebungen u; = 0 setzt (feste Einspannung), denn dann mu8
gelten f; = —p, . Die Werte p, sind im ibrigen in bautechnischen Handbiichern
tabelliert.

Von den insgesamt vier GroéBen u; und f; in (3) sind immer zwei vorge-
schrieben und die dazu konjugierten GréBen unbekannt. In unserem Fall sind
dies

u; = 0 , U9 = 7

=17, f2=0,

und daher kann man aus den zwei Gleichungen (po =100, ! = 4)

7 -8 )

die zwei Unbekannten bestimmen,
u3=0,8m,  f, = —400kN, (#:250).

Setzt man diese Werte zusammen mit den bekannten Werten, u; = 0, f2=0,
in die Einflufunktion (1) ein, so erhalt man schlielich die gesuchte Stabver-
schiebung

u(z) = 0,4z — 0,05z%° m.



