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VORWORT

In diesem dritten Teil der mathematischen Physik habe ich versucht, die
Quantenmechanik axiomatisch aufzubauen und zu relevanten Anwendungen zu
gelangen. In der axiomatischen Literatur gewinnt man manchmal den Eindruck,
es gehe vornehmlich darum, durch veredelnde Abstraktionsprozesse die Physik
von allen irdischen Schlacken zu befreien und sie dementsprechend dem ein-
fachen Verstand zu entriicken. Hier wird jedoch das Ziel verfolgt, konkrete
Resultate zu liefern, die sich mit experimentellen Tatsachen vergleichen lassen.
Alles andere ist nur als Hilfsmittel zu betrachten und nach pragmatischen Ge-
sichtspunkten auszuwihlen. Aber gerade deswegen scheint es mir geboten, die
Methoden der neueren Mathematik heranzuziehen. Nur durch sie gewinnt das
Gewebe des logischen Fadens eine glatte Struktur, sonst verfilzt es sich, be-
sonders bei der Theorie unbeschrinkter Operatoren, in einem Gestriipp uniiber-
schaubarer Details. Ich habe mich bemiiht, dieses mathematische Riistzeug,
welches auch den Grundstock firr den nichsten Band bildet, moglichst voll-
stindig zu bringen. Viele Beweise mufiten allerdings in Ubungsaufgaben unter-
gebracht werden. Das Hauptaugenmerk habe ich darauf gelegt, die ublichen
Rechnungen ungewisser Genauigkeit durch solche mit Fehlergrenzen zu er-
setzen, um so die rauhen Sitten der theoretischen Physik zu den kultivierteren
der Experimentalphysik zu verfeinern.

Die vorangegangenen Binde werden im Text mit (I, ...) und (11, ...) zitiert,
die allgemeine mathematische Terminologie ist in [ zu finden. Die riesige
Literatur iiber den Gegenstand konnte nur sporadisch angefiihrt werden, der
historisch interessierte Leser kann etwas mehr dariiber in dem umfassenden
Werk von M. Reed und B. Simon finden.

Unter den vielen Kollegen, denen ich Dank fiir ihre Hilfe schulde, seien
F. Gesztesy, H. Grosse, P. Hertel, M. und T. Hoffmann-Ostenhof, H. Narnhofer,
L. Pittner, A. Wehrl, E. Weimar genannt und last but not least F. Wagner, die
unleserliche Skizzen in ein kalligraphisches Meisterwerk verwandelte.

Wien, im Februar 1979 Walter Thirring
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1. EINLEITUNG
1.1 Die Struktur der Quantentheorie

Die Quantenmechanik verdndert die Struktur der klassischen Theorie auf
eine unerwartete Art. Wir haben in I gesehen, dafy in der klassischen Mechanik
die Observablen eine Algebra von Funktionen iiber dem Phasenraum (der p und
q) bilden und Zustinde Wahrscheinlichkeitsmafie darauf sind. Die Zeitentwick-
lung wird durch ein Hamiltonsches Vektorfeld bestimmt. Man kdonnte nun
vermuten, dafd fir die Atomphysik dieses Vektorfeld etwas abgeidndert werden
mufd oder gar seine Hamiltonsche Struktur verliert. Tatsidchlich tritt ein wesent-
lich drastischerer Bruch mit den klassischen Vorstellungen ein. Die Algebra der
Observablen ist nicht mehr kommutativ, vielmehr geniigen Ort und Impuls den
beriihmten Vertauschungsrelationen

qp -pq=ih. (1.1.1)

Da Matrixalgebren nicht kommutativ sind, hat man dies zundchst Matrix-
mechanik genannt. Allerdings sieht man sofort, daf® fiir endlichdimensionale
Matrizen der Kommutator (1.1,1) nie proportional zur Einheitsmatrix sein
kann (man nehme die Spur), und so hat man zunichst versucht, p und q durch
unendlichdimensionale Matrizen darzustellen. Dies hat jedoch auf eine schlechte
Fihrte gefiihrt, unendlichdimensionale Matrizen sind kein giinstiger mathema-
tischer Rahmen. Den richtigen Weg hat J. v. Neumann gewiesen, und durch die
Theorie der C*- und W*-Algebren hat man heute ein ausgefeiltes und verhiilt-
nismafig durchsichtiges Werkzeug fiir die Quantentheorie zur Verfigung. Es
gibt allerdings etliche technische Komplikationen, wenn man mit unbeschrink-
ten Operatoren hantiert, so da die bessere Charakterisierung der Nichtkommu-
tativitit die Form (h= 1)

eiad oifp o-iaq = i(pa) (1.1,2)
hat.

Historisch hat freilich Schrodinger die Quantenmechanik zunichst in eine
andere Richtung gelenkt. In der nach ihm benannten Gleichung werden q und
p durch Multiplikations- und Differentialoperatoren dargestellt, die auf die
Schrodingersche y-Funktion wirken. Diese wurde als Wahrscheinlichkeitsampli-
tude gedeutet, sie ist komplexwertig,und |y|? gibt die Wahrscheinlichkeitsver-
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teilung in dem durch sie bestimmten Zustand an. Bei Superposition der Losun-
gen dieser linearen Gleichung ergibt sich dann Interferenz der Wahrscheinlich-
keiten, ein klassisch ginzlich unbegreifliches Phdanomen. ¢ wurde spéter axio-
matisch als Vektor im Hilbertraum charakterisiert, doch es blieb duferst sonder-
bar, da hier ein (komplexer) Hilbertraum auftritt, aus dem dann die Wahr-
scheinlichkeiten herauskommen.

Im Laufe der Zeit wurde nun der Ursprung dieses Hilbertraumes ausge-
graben: Fir einen Zustand wird man allgemein fordern, daf$ er durch ein
positives lineares Funktional dargestellt wird, wobei positiv heifen soll, daf
der Erwartungswert <a?) des Quadrates einer Observablen a immer positiv aus-
fallen mufd. Es stellt sich nun heraus, daf} jedem Zustand eine Darstellung der
Observablen durch lineare Operatoren in einem Hilbertraum zugeordnet ist.

Es mag zunichst beunruhigen, daf} jeder Zustand eine neue Darstellung der
durch (1.1,2) charakterisierten Algebra bringt, wie sich zeigt, sind sie jedoch
alle dquivalent. Das Schema der Quantentheorie figt also nicht neue Postulate
zu dem klassischen hinzu, es 1if3t nur dasjenige der Kommutativitit der Alge-
bra der Observablen fallen. Dies bedingt, dafd es jetzt keine Zustinde mehr
gibt, bei denen immer Erwartungswert des Produktes = Produkt der Erwartungs-
werte gilt. Ein solcher wire ja ein algebraischer Isomorphismus in die gewodhn-
lichen Zahlen, was bei einer nicht kommutativen Algebra schwer moglich ist.
Daher ist dann das Auftreten von Schwankungsquadraten (Aa)? := (a?) - (@)? #
# 0 unvermeidlich, was die indeterministischen Ziige der Theorie bewirkt. Da
die Quantenmechanik experimentell glinzend bestitigt ist, sprechen die zahl-
reichen daraus entstehenden Paradoxa nur gegen das an klassischen Objekten
geschulte menschliche Denken.

Die Quantentheorie sagt einem, an welcher Stelle die klassische Logik fehl
geht: das relative , tertium non datur’ ist nicht giiltig. Dies heifdt etwa bei dem
berthmten Zwei-Schlitz-Experiment folgendes: Nachdem ,,das Teilchen geht
durch Schlitz 1’ und ,,das Teilchen geht durch Schlitz 2 die einzigen und
einander ausschlieffenden Moglichkeiten sind, schliefst die klassische Logik, daf}
.,das Teilchen geht durch Schlitz 1 und trifft dann auf dem Schirm auf” und
,,das Teilchen geht durch Schlitz 2 und trifft dann auf dem Schirm auf” eben-
falls die einzigen und einander ausschlieffenden Moglichkeiten sind. Die Quan-
tenlogik bestreitet diesen Schlufs mit dem Hinweis auf die irreparablen Ver-
inderungen des Zustands, welche die Kontrolle der Aussagen am System be-
wirkt. Die Regeln der Quantenlogik lassen sich ebenso wie die der klassischen
Logik konsistent formalisieren. Dennoch dringt die Quantenphysik in eine dem
menschlichen Geist fremdere Welt ein als etwa die Relativititstheorie, sie for-
dert ein radikaleres Umdenken.

Die mathematischen Schwierigkeiten, die aus der Nichtkommutativitat
entstehen, hat man zu meistern gelernt. Ja, die ihr entsprechenden Schwankun-
gen vereinfachen manche Probleme. So entschirfen die Schwankungen der



1.2 Grofienordnungen atomarer Systeme 3

kinetischen Energie (Nullpunktsenergie) die Singularititen der Coulombpoten-
tiale, so dafd das in der klassischen Mechanik so lastige Problem der Zusammen-
stofibahnen wegfillt. Die eindeutige Fortsetzbarkeit der Zeitentwicklung von

t = — o0 bis t = + oo ist fiir (nichtrelativistische) Systeme mit 1/r-Potentialen in
der Quantentheorie gewiihrleistet. In einem gewissen Sinne sind letztere nur
eine kleine Storung der kinetischen Energie,und freie Teilchen sind eine
brauchbare Vergleichsbasis. Auch rechentechnisch ist man in der Quanten-
mechanik vielfach weiter als klassisch. So lassen sich etwa die Energieniveaus
des He-Atoms quantenmechanisch mit phantastischer Genauigkeit ermitteln,
wihrend fiir das entsprechende klassische Problem nur relativ grobe Abschitzun-
gen vorliegen.

1.2 Grofienordnungen atomarer Systeme

In groben Ziigen lassen sich die Eigenschaften quantenmechanischer
Systeme verstehen, indem man der klassischen Mechanik Diskretheit und
Schwankungen verschiedener Grofien aufpfropft. Thre Grofe wird durch das
Plancksche Wirkungsquantum h bestimmt, welches besser Drehimpulsquantum
heiffen sollte. Der Bahndrehimpuls L kann nidmlich in der Quantentheorie nur
die Werte ¢h, ¢ = 0,1,2 ... annehmen. Bewegt sich etwa ein Elektron im
Coulombfeld eines Kernes (Kernladung Z), so ist seine Energie

Fir Kreisbahnen (p. = 0) besagt die Quantisierung des Drehimpulses
T

oo = 2h? Ze?
L(r) = 2n]1:i - Tr - (1.2 ”‘)

Dies nimmt fur

r= Q?;zz =: %2 I, = %2  (Bohrscher Radius) (1.2,3)
mZe

das Minimum

.22 72
_(Ze’)” m _ -7 e _. _ Zz(Rydberg =: Ry) (1.2,4)

E=-""0"pp ™~ ¢ o, 0

an (Balmersche Formel). Fiir ¢ = 0 wire allerdings r = 0, E = oo, aber hier
kommt die aus (1.1,1) entspringende Ungleichung fiir die Schwankungen

Ap Aq = h/2 (Unschirferelation) zu Hilfe, um das System zu stabilisieren. Es
wird (p?) > (Ap,)? ~ h?/r? (Nullpunktsenergie) und somit trigt dieser Teil der
kinetischen Energie soviel wie der Zentrifugalterm mit € = I bei. So bekommt
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man tatsichlich die richtige Energie des Grundzustands. Natiirlich ist dies keine
mathematisch strenge Deduktion aus der Unschirferelation, es konnte ja 1/r
im Mittel grofs werden, ohne da} Ar klein werden muf’. Wir werden aber aus
der Schrodingergleichung Verallgemeinerungen von Ap Aq = h/2 ableiten, die
obigen Schluf’ rechtfertigen.

Nach dem Virialtheorem ist die Geschwindigkeit v des Elektrons durch

mv’ - _p=2%'m

=7
2 BT VTR

2
h

gegeben. Die universelle Geschwindigkeit e2/h ist etwa 1/137 x Lichtgeschwin-
digkeit. Mit wachsendem Z verliert die nichtrelativistische Theorie bald an
Genauigkeit. Die relativistischen Korrekturen (durch die Massenverinderung
und magnetische Wechselwirkungen) sind = v?/c? = 10™5 Z? und erscheinen
zunachst als Feinstruktur, erreichen aber fiir schwere Kerne beachtliche Grofien.
Bei Z = 137 geht iiberhaupt die Stabilitit des Systems verloren. Relativistisch
ist namlich die kinetische Energie +/m?c* + p2c? - mc?, steigt also fiir hohe
Impulse nur mehr = ¢p = ch/r an. Entsprechend hat man dann anstelle von
(1.2,2),

Em~h-28=chq -2, (1.2,9)

was flir Z > 137 nicht mehr von unten beschrinkt ist. Was dann geschieht,
kann nur die relativistische Quantentheorie beantworten und dies wiirde iiber
den hier behandelten Stoff hinausfiihren.

Fiigt man noch ein Elektron hinzu, wie etwa im Helium-Atom, so stort
die Abstoflung der Elektronen die Losbarkeit des Problems. Um uns iiber deren
Auswirkung zu orientieren, versuchen wir eine moglichst einfache Annahme.
Nachdem das Elektron nicht streng lokalisiert sein kann, stellen wir uns vor,
seine Ladung erfillle homogen eine Kugel mit Radius R. Eine solche Ladungs-
wolke erzeugt ein elektrostatisches Potential (Fig. 1)

_3e 4 € (I firr<
2R+ 2R(R) fur r <R
V(r) = (1.2,6)
- ?, firr=R.

Die potentielle Energie von einem Elektron und dem Kern ist somit ZeV(0) =

= - 3Ze?/2R. Die kinetische Energie eichen wir am Wasserstoffatom, bei dem

folgende Faustregel die richtige Zahl fiir die Grundzustandsenergie liefert: Eine
Ladungswolke mit potentieller Energie —Ze?/r, kostet h? /2mr? an kinetischer
Energie. Wir setzen letztere 9h*/8mR?, denn R = 3r, /2 =: Ry; liefert dieselbe

potentielle Energie. Ist das zweite Elektron ebenfalls eine homogen geladene
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Homogene
Ladungsdichte

Fig. 1 Potential einer homogenen Ladungsverteilung

Kugel, die sich mit der anderen uberdeckt, so ist die AbstoBung der Elektronen

3 5 ¥ 6e?
" R 4me* [ 2 drV(r) = ”—SeR’ (1.2,7)
(]

somit wird das Verhiltnis

|Anziehung Kern - Elektronen| _ < "R _5Z (1.2.8)
Abstofung der Elektronen 6e? 2 h

Die Gesamtenergie wird somit
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E(R) = Kinetische Energie + Kernanziehung + Elektronenabstoflung =

= . 9h347 - . EQZ ~ ,2,, )
2 SR> 2 R (1 SZ)’ (1.2,9)
Das Minimum beziglich R ergibt sich bei R = R . = R, N(Z - %):
E(R,,) = - Ry-2Z2(1 - 2,)?. (1.2,10)

Ist Z = 2, wird R ;, = 5Ry;/8,und die Energie hat den Wert - 2Ry*64/25 =

= - 2Ry*2,56. Fir so eine primitive Abschitzung kommt dies dem experimen-
tellen Resultat — 2Ry*2.,9 recht nahe,und tatsichlich ist ein Helium-Atom nur
etwa halb so groft wie das Wasserstoff-Atom. Aber in Wirklichkeit ist sogar fir
Z = 1 (H") die Energie etwas unter - Ry, wihrend (1.2,10) nur - 18/25 Ry
anzeigt. Hier wird die Vorstellung zweier gleicher Kugeln unzutreffend, das
dufiere Elektron kann weit entweichen.

Hat man mehr als zwei Elektronen, so miissen einige parallele Spins
haben,und das Ausschliefungsprinzip wird fiir den raumlichen Aufbau der
Atome wesentlich. Es verbietet Elektronen, denselben Platz einzunehmen. So
steht in einem Atom mit N Elektronen und Radius R nur ein Volumen
~ R3/N pro Teilchen zur Verfiigung. Dadurch wird in ganz roher Néiherung
die Nullpunktsenergie eines Elektrons ~ h?N?3/2mR?, wihrend die potentielle
Energie ~ - ¢2Z/R sein wird. Das Minimum wird fir R .= h?N??3/me?Z er-
reicht und ist fiir die Gesamtenergie aller Elektronen

min

y=-eZ2m N3 " (1.2,11)

E(R -
( 2h?

min
R, ist ein mittlerer Radius, er geht fir N = Z wie N™ ', und dementsprechend
ist E & N3 . Die dufiersten Elektronen, welche fir die Chemie maf3geblich

sind, sehen allerdings nur die abgeschirmte Kernladung,und ihre Bahnen haben
Radien ~ h?/me?. Ihr Beitrag =~ 10 eV zur Gesamtenergie (1.2,11) = MeV fur
Z ~ 107 ist jedoch unwesentlich.

Die chemischen Kriifte werden ebenfalls durch den energetisch giinstigsten
Kompromifs zwischen elektrostatischer und Nullpunktsenergie bedingt, wofir
sich die ungliickliche Bezeichnung Austauschkrifte eingebiirgert hat. Betrachten
wir zunachst H;, also ein System von zwei Protonen und einem Elektron.
Offensichtlich ergibt sich eine negative potentielle Energie, wenn das Elektron
gerade in der Mitte zwischen den Protonen sitzt. Aber kann man geniigend ge-
winnen, um unter die Energie von H zu kommen, oder muf3 man das Elektron
zu sehr einengen, so daf sich seine Nullpunktsenergie ungebiihrlich erhoht?

Um diese Frage etwas quantitativer anzugehen, stellen wir uns das Elektron
wieder als homogen geladene Kugel mit dem Potential (1.2,6) vor. Dabei sei
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R wie bei H gewihlt, so dafd beziiglich der Nullpunktsenergie relativ zu Wasser-
stoff kein Unterschied besteht. Setzen wir, wie bei H, ein Proton in den Mittel-
punkt (Fig. 2a), wird die potentielle Energie e V(0). Beriicksichtigt man die
Coulomb-AbstoBung der Protonen, so verspiirt das zweite Proton kein Poten-
tial, solange es auflerhalb der Kugel ist. Dringt es bis zu einem Abstand r < R
ein, so wichst seine Energie, denn

V(0) + V(r) + € = V(0). (1.2,12)

So ergibt sich daher keine Bindung. Setzen wir jedoch die Protonen diametral
zueinander im Abstand r vom Zentrum (Fig. 2b), so hat die gesamte potentielle
Energie

V) + G = -3 + S (L + S (1.2.13)

fur r = 2~ %3+ R das Minimum

_3ery _ 137 = _ 3€? )
5 [2-2 ] IR 152 (1.2.14)
Sie ist um den Faktor 1,2 gegeniiber V(0), der Energie von einem Proton
auflerhalb der Kuge!, verstirkt, und es ist eine Bindung von H;’ zu erwarten.

Elektronenwolke

Fig. 2 Zwei Elektronenverteilungen fiir H;
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Minimisieren wir die Gesamtenergie beziiglich R, ist R ;. = Ry /1,2 und
E(Ri,) = -(1,2)* Ry. Der Abstand 2r der Protonen ist am Minimum 23R,
= 1,57 r,, betrdchtlich kleiner als der experimentelle Wert 2r,. Die Bindungsener-
gie ((1,2)2 - 1)Ry = 5,9 ¢ betrigt auch mehr als das Doppelte des gemessenen
Wertes, so daf} hier das einfache Bild recht ungenau ist.

Betrachten wir schliefSlich noch das H,-Molekiil,und nehmen wir die H-
Atome wieder als Kugeln an. Uberlappen sie sich nicht, dann ist die elektro-
statische Energie 2 x derjenigen eines H-Atoms, und sie iben keine Krifte auf-
einander aus. Durchdringen sich die Kugeln, so sinkt zunichst die Energie, da
sich die Abstofiung der Elektronen vermindert (die Energie zweier homogen
geladener Kugeln mit Abstand r < 2R ist < e?/r), wihrend die anderen Ver-
hiltnisse gleich bleiben. Um zu sehen, wieviel Energie man gewinnen kann,
bringen wir die Kugeln zur Uberdeckung und setzen die Protonen wieder dia-
metral zueinander im Abstand r vom Zentrum. Die AbstoBung der Elektronen
ist wie beim He-Atom wieder 6e?/5r,und dadurch wird die gesamte potentielle
Energie

=_6e? 4 gelr? e’ 6e?
Vi, (@) R 2% +2r+ 2 (1.2,15)

Das Minimum bei r = R/2 ist jetzt mit 2 V(0) zu vergleichen:

2

B=-23511. (1.2,16)
Hier wird das Minimum beziiglich R bei Ry, /1,1 erreicht,und der entsprechende
Protonenabstand 3r,/2-1,1 = 1,36 1, stimmt ausgezeichnet mit dem tatsich-
lichen Abstand iiberein. Dementsprechend ist die resultierende Bindungsenergie
2Ry ((1,1)?2 = 1) ~ 5,7 eV ziemlich nahe an der gemessenen Dissoziations-
energie 4,74 eV. Wesentlich ist dabei, daf} die Elektronen antiparallele Spins
haben, damit durch das AusschlieBungsprinzip ihr Lebensraum nicht beschnit-
ten wird.

Diese rohen Uberlegungen zeigen, dafd es bei delikateren Fragen wie
Stabilititsproblemen auf kleine Differenzen der Energien ankommt. Nur eine
feingeschliffene Rechentechnik wird hier imstande sein, schliissige Aussagen zu
liefern.



2. DIE MATHEMATISCHE FORMULIERUNG
DER QUANTENMECHANIK

2.1 Lineare Riaume

Die unendlich vielen Richtungen eines unendlichdimensionalen
Raumes bieten erstaunliche Aspekte. Sie gebieten, sorgfiltig zu
untersuchen, was sich vom Endlichdimensionalen direkt iiber-
tragen ldfit und woran man scheitert.

Wir beginnen mit einer Zusammenstellung der wesentlichen Definitionen
und Sitze:

Definition (2.1,1)

Ein linearer Raum (oder Vektorraum) E 3 v; iiber den komplexen Zahlen

C> e ist eine Menge, in der die Summe: E x E > E, (vyu) > vtu=utv und
das Produkt mit Skalaren: E x C = E, (v,a) = av so erklirt ist, dafs o (o v) =
= (o, )V, a(v+u) = avtou, 1'v=yv, (g ta)v=ovioV gilt.

Beispiele (2.1,2)

1. Vektoren in C".
2. Komplexe nx n-Matrizen.
3. Polynome in komplexen Variablen.
4. C": r-mal stetig differenzierbare Funktionen.
5. Analytische Funktionen.
etc.
Summe und Produkt mit o seien wie iiblich erklart.

Bemerkung (2.1,3)

Eine Untermenge E, C E, die Vektorraum ist, heifst Unterraum. (Etwa 5) ist
Unterraum von 4), 3) von 5).) Der Quotientenraum E/E; hat als Elemente
Aquivalenzklassen von Vektoren, die sich nur um Elemente aus E, unterschei-
den. Mangels eines Skalarprodukts ist eine Zerlegung EDv=v,+tv,,v, €E;,
zunichst nicht eindeutig definiert. Gibt man aber E, so vor, daB E, + E, = E,
E, N E, = {0}, dann ist obige Zerlegung mit v, € E, eindeutig (E ist Summe
von E, und E,, E, ist ein Komplement zu E, ). Durch induktives Vorgehen
kann man gemil dem Auswahlaxiom immer eine Hamelbasis e, € 1, finden,
so daf sich jeder Vektor eindeutig
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v= 2 a.e_, a €C,
endlich ' i !

schreiben 14f3t. I ist aber im Unendlichdimensionalen meistens nicht abzihlbar,
und die Hamelbasis hat kaum praktische Bedeutung. Die Kardinalzahl von I ist
die sogenannte algebraische Dimension des Raumes.

Definition (2.1,4)

Ein normierter linearer Raum ist ein Vektorraum E, in dem eine Abbildung
(Norm): E = R, v = |Ivll so erklart ist, daf floevl| = [af [IV]l, [Iv + ull < [Iv]] +
+ lull, vl = 0 & v = 0 gilt.

Beispiele (2.1,5)

LE=C" v = (vivaeyy) M, = [ P12, 1< p < oo fvll, = max Iv,|.
1= 1

2. E = nxn-Matrizen, m = (mij), Imll = (2 Imijlz)”2 = (Tr m m*)'2.
iLj
3. E = nxn-Matrizen, |lm||> = sup X |Zm, v, |*.

vl*=1 ik
4. Polynome P(z,), z € Kompaktum K C C", |[P| = su?( IP(zi)I.
VAS

S. r-mal stetig differenzierbare Funktionen f(zi) uber K, |If]| = sus)( If(zi)l.
zE

=)

. Ist auf K ein Mafd u gegeben, definiert es die Normen |lf|lp = [f duIf|P]VP,
I < p < oo (Wir verwenden Ma = positives Ma.) L?(K,u) := {f: llfllp < o0},

Bemerkungen (2.1,6)

1. Fir p = oo geht Hfllp gegen die Norm aus 5) und sei mit || || notiert.

2. Ist p Summe von n Punktmafien, ist der Raum von Beispiel 6 gleich dem
von Beispiel 1. Mit n unendlich bezeichnet man ihn mit 2.

3. Wir sehen, daf$ auf einem Raum verschiedene Normen gegeben sein kénnen,
andererseits mufd man einen Raum manchmal einengen, damit die Norm
tiberall endlich bleibt.

Definition (2.1,7)

Erfiillt eine Norm die Bedingung [lu + v|[2 + |lu = v||? = 2|lull? + 2|Iv]|?, dann
heifit E ein Prihilbertraum. Es existiert dann ein Skalarprodukt: E x E = C,
(u,v) = v == 1/4(lu + vlI? = Jlu = v|I? =illu + ivl? + illu - iv]?), so daf®

vl = vIv), (vlu) = @lw*, (view) = adviw), ulvtw) = wlv) + lw) und vy = 0 &
& v =0 gilt.

Beispiele (2.1,8)

In (2.1,5) sind (fir n > 1) nur 1) mit p = 2, 2) und 6) mit p = 2 Prihilbert-
raume.



