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Vorwort

Die Verfahren der numerischen Mathematik werden in den unter-
sohiedlichsten Bereiohen von Naturwissenschaft und Technik ange-
wendet., Von den in der Mechanik gebrduchlichen Methoden (und in
diesem Sinne ist der Titel dieses Buches zu verstehen) sollen
einige besonders héufig angewendete hier vorgestellt werden,

Die zwangsliufig zu treffende Auswahl war nicht einfach, Die Ent-
soheidungen wurden schlieflich von der Absicht diktiert, erprobte
wnd vielseitig anwendbare Verfahren anzugeben, die den Praktiker
in die Lage versetzen, eine mdgliohst groBe Palette von Problemen
zu behandeln,

Der Ingenieur ist es gewshnt, auf den gesicherten Erkenntnissen
der Physik und der Mathematik aufzubauen, nicht kritiklos, wohl
aber im (berechtigten) guten Vertrauen auf deren Gilltigkeit, Er
ist fir Existenz- und Konvergenzbeweise dankbar, scheut jedoch

gegebenenfalls auch das "numerische Experiment" nicht, Sein In-
teresse konzentriert sich in erster Linie auf die Realisierbar-
keit der angebotenen Methoden, Dieser Aspekt stand bei der Be-

sochreibung der Berechnungsverfahren im Mittelpunkt, Dem Leser,

.der an theoretischen Fragen stiérker interessiert ist, steht in

der mathematischen Literatur eine Vielzahl ausgezeichneter Pu-

blikationen zur Verfligung.

Das vorliegende Buoch setzt die Kenntnisse der Grundausbildung

in dexr Technischen Mechanik voraus, die an einigen Stellen jedoch
nicht ganz ausreichen, In jedem Fall werden die benttigten For-
meln und Differentialbeziehungen sowie die Voraussetzungen der
zugrunde liegenden Theorien in knapper Form zusammengestellt,
Ausfiihrlichere Informationen liefert die Literatur zur Techni-
schen Mechanik und ihrer Spezialgebiete, die Literaturstellen

/1/ bis /10/ werden (neben vielen anderen) in dieser Hinsioht
empfohlen,

Auf die Herleitung der Verfahren der numerischen Mathematik wird
nur dann eingegangen, wenn daraus niitzliche Erkenntnisse fiir ihra
Anwendung zu ziehen sind, Im iibrigen wird auch hier auf die Spe-
zialliteratur verwiesen (z. B, /11/ bis /20/).,



Die erfolgreiche Anwendung moderner Bereohnungsverfahren setzt
die Nutzung des elektronischen Digitalrechners voraus. Bel allen
behandelten Verfahren wird deshaldb auch auf Programmierungspro-
bleme eingegangen. Dem Ingenieur werden Entscheidungshilfen gege-
ben, wann er auf Bibliotheksprogramme zurtickgreifen sollte und in
welohen Fillen die Handrechnung bzw, eine Kombination von Hand-
wnd Automatenrechnung glinstiger ist.

Die angegebenen Unterprogramme sind weitgehend rechenzeit- und
speicheroptimal, Sie sind der vom Verfasser geschriebenen Pro-
grammbibliothek "Grundaufgaben der angewandten Mathematik und
Meohanik" entnommen., Um Druckfehler zu vermeiden, wurden von den
getesteten Programmen Lochstreifenkopien hergestellt, die maschi-
nell auf die Druckvorlage iibertragen wurden,

Die bewuBt einfach gewihlten Beispiele sollen das 'Wesentliche
verdeutlichen und durch den Vergleich mit analytischen Lisungen
die Leistungsfdhigkeit der numerischen Verfahren demonstrieren,
Das induktive Vorgehen, bei dem gelegentlich sogar ein Beispiel
an die Spitze gestellt wird, erleiohtert sicher die Durcharbei-
tung des Stoffes, Die zum Teil kurz gehaltene Darstellung kommt
dem Leser entgegen, der sich einen Uberblick iiber die Verfahren
verschaffen will, Ein tieferes Eindringen ist ohne aktive Mitar-
beit (mit Bleistift wnd Papier, im Idealfall unter Einbeziehung
des Computers) ohnehin wohl kaum mSglich.

Filr zahlreiche wertvolle Hinweise bei der Erarbeitung des Manu~
skripts dankt der Verfasser den Herren Prof.Dr.sc.techn. J. Al=
‘tenbach, Prof, Dr.sc.teohn, U, Fischer, Dr.-Ing. U, Gabbert,

Doz, Dr.-Ing. S. Koczyk, Doz, Dr.,-Ing, W, Wenzke und nicht zu-
letzt seiner Frau Dr.-Ing., Ingrid Dankert, Herr Dipl.-Ing.

H, Mohr hat mit groBSer Mihe und viel FleiB das Manuskript durch-
gesehen und die Beispiele nachgerechnet. Das druckreife Manu=
skript wurde von Frau Heinemann geschrieben. Frau Kersten hat die
Zeichnungen angefertigt und die Formeln eingesetzt, Fir die sorg-
fdltige Arbeit soll auch ihnen an dieser Stelle gedankt werden.

Magdeburg
J. Dankert
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1., Numerische Methoden und Digitalrechentechnik

1.1. Vorbemerkungen

Der Ingenieur nutzt die Technische Mechanik, um Beanspruchungen,
Verformungen, Funktionsweise und Sicherheit von technischen Sy-
stemen zu untersuchen, Er ist dabei immer gezwungen, das reale
Objekt durch Vereinfachungen und Idealisierungen in ein Modell zu
ilberfilhren, das unter Ausnutzung gesicherter Gesetze und bewdhr-
ter Hypothesen berechnet werden kann,

Die zur Verfiigung stehenden mathematischen Methoden und die
Hilfsmittel zu ihrer praktischen Realisierung beeinflussen den
ProzeB der Modellfindung, zumal der Praktiker in der Regel die
Ergebnisse moglichst schnell erhalten will, Erst durch den Ein-
satz der elektronischen Rechentechnik ist es mdglich, Berech-
nungsmodelle zu verwenden, die auch die Verhaltensweise kompli-
zierter Gebilde ausreichend genau widerspiegeln.

Dabei haben besonders die numerischen Methoden an Bedeutung ge-
wonnen, Viele dieser Verfahren wurden erst durch den Einsatz von
Rechenautomaten effektiv, andere wurden der Arbeitsweise dieses
neuen Hilfsmittels angepaBt oder direkt dafiir entwickelt.

Berechnungsverfahren, fiir die ein Rechenprogramm vorliegt, ktnnen
genutzt werden, ohne daB der Nutzer den zugrunde liegenden Algo-
rithmus kennt. Vielfach braucht er nicht einmal zu programmieren,
die Beachtung der Vorschriften zur Dateneingabe und einige ele-
mentare Kenntnisse iiber das Betriebssystem des verwendeten Rech=-
ners geniigen,

Fiir die wichtigsten mathematischen Verfahren (L&sung von Glei-
chungssystemen, Differentialgleichungen usw.) sind in den Biblio=-
theken vieler Rechenzentren solche Programme vorhanden. Es ist
jedoch such mSglich, unter Verwendung spezieller Verfahren (z.B.,
der Finite-Elemente-Methode) Programme zu schreiben, die die un-
terschiedlichsten Aufgabenstellungen ganzer Problemklassen der
Technischen Mechanik erledigen ktnnen, Auch solche Programme
(z.T. umfangreiche Programmsysteme) existieren schon in relativ
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grofer Zahl, Trotz dieses Angebots ist es zweckmiBig, die verwen-
" deten Algorithmen zu kennen, so da8 alle Miglichkeiten ausge-
schtpft und die Grenzen und Nebeneffekte der Verfahren beriick-
sichtigt werden kinnen,

Fiir zahlreiche Aufgaben ist es jedoch immer wieder erforderlich,
spézielle Programme zu schreiben., Die noch weit verbreitete Mei-
nung, de8 dafiir Programmierer eingesetzt werden sollten, ist
falsch., Um einen Programmierer zu bef#higen, einen Algorithmus in
die Sprache des Rechenautomaten umzusetzen, muB dieser exakt be-
schrieben werden., Dazu stehen aber die leicht erlernbaren pro-
blemorientierten Programmiersprachen zur Verfiigung, die von spe-
ziellen Programmen automatisch in die Maschinensprache iibersetzt
werden,

Der Ingenieur muB8 auch selbst programmieren, um alle Vorteile der
elektronischen Rechentechnik zu nutzen, Dabei bedient er sich
selbstverstindlich der in Programmbibliotheken fiir Standardpro-
zesse vorhandenen Unterprogramme.

1.2, Programmierung

1.2.1, Assembler- und Compilersprachen

Eine programmgesteuerte elektronische Digitalrechenanlage kann
nur in ihrer Maschinensprache geschriebene Programme verarbeiten,
Diese bestehen aus Maschinenbefehlen, die als Bindrzahl ver-
schliisselt im Operativspeicher stehen und die arithmetischen, lo-
gischen, Kontroll- und Steueroperationen sowie die Ein- und Aus-
gabe initiieren, Ein Maschinenbefehl enthilt den Befehlscode und
ein oder mehrere Adressen von Speicherplétzen, auf deren Inhalt
sich der Befehl bezieht.

Das Programmieren in dieser anlagenspezifischen Sprache ist sehr
mithsam und fehleranfdllig und wird selbst von den dazu beféhigten
Spezialisten vermieden, wenn, wie fiir moderne Anlagen selbstver-
stdndlich, eine sogenannte Assemblersprache zur Verfiigung steht.
In dieser Sprache wird der Befehlscode durch leicht versténdliche
Symbole ersetzt (z.B, ADD fiir die Addition zweier Zahlen), und
statt der Speicheradressen werden Namen (symbolische Adressen)
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geschrieben, fiir die zum Beispiel Formelsymbole verwendet werden
kénnen, Vor der Abarbeitung werden diese Symbole vom Assembler,
einem Programm im Maschinencode, ersetzt, wobei in der Regel aus
jedem Befehl der Assemblersprache ein Maschinenbefehl entsteht.
Bei einigen Anlagen kdnnen hHufig vorkommende, aus mehreren Ma-
schinenbefehlen bestehende Routinen durch einen Assemblerbefehl
(sog. MAKRO) beschrieben werden,

Im Gegensatz zu den maschinenabhingigen Assemblersprachen sind
die problemorientierten Compilersprachen weitgehend maschinenun-
abhiéingig., Von den speziell fiir wissenschaftlich-technische Rech=-
nungen entwickelten Sprachen sind ALGOL und FORTRAN besonders
verbreitet. Ihre Befehlsstruktur ist der in der Mathematik iibli-
chen Formelsprache &hnlich und wird durch leicht versténdliche
Wortsymbole ergiénzt,

Vor der eigentlichen Rechnung miissen die in einer Compilersprache
geschriebenen Programme (Quellen-Programme) von einem Ubersetzer-
programm (Compiler) in die Maschinensprache iibertragen werden,
Leistungsfiéihige FORTRAN- und ALGOL-Compiler existieren fiir alle
modernen Rechenanlagen.,

Dies ist leider fiir die Sprache PL/1 noch nicht gegeben. PL/1
vereinigt in sich die von ALGOL, FORTRAN und der auf 8konomische
Probleme orientierten Sprache COBOL gegebenen Mdglichkeiten.

Selbst der wenig geiibte Programmierer ist in der Lage, seine Auf-
gaben mit Hilfe der problemorientierten Sprachen fiir die Arbeit
einer Rechenanlage aufzubereiten, Er wird dabei von den Compilern
unterstiitzt, die die Programme auf (syntaktische) Richtigkeit un-
tersuchen und entsprechende diagnostische Informationen ausgeben,
Der Nachteil, daB schon die Ubersetzung Rechenzeit benttigt, wird
durch den wesentlich geringeren manuellen Arbeitsaufwand ausge=-
glichen, Dariliber hinaus ist im allgemeinen der gesamte Rechen=-
zeitverbrauch fiir das Einfahren (Test auf syntaktische und algo-
rithmische Richtigkeit) des Programms geringer. Schwerwiegender
kann der Nachteil sein, daB ein vom Compiler erzeugtes Maschinen-
programm nicht so effektiv arbeitet wie ein entsprechendes Assem-
blerprogramm., Dies gilt besonders fiir Programme, die fiir héufige
Nutzung mit unterschiedlichen Eingabedaten vorgesehen sind,



4

Der Grund dafiir, daB heute FORTRAN die meistgenutzte Sprache fiir
die Programmierung wissenschaftlich-technischer Prculeme ist,
liegt sicher darin, daB sie einen besonders gliicklichen Kompromif
darstellt zwischen den Einschréinkungen, die dem Programmierer
auferlegt werden miissen und der dem Compiler gegebenen Mtglich-
keit, ein leistungsfihiges Maschinenprogramm zu erzeugen.

Die weitaus griferen Freiheiten, die ALGOL dem Programmiefer
1dB8t, machen diese Sprache ideal fiir die Beschreibung von Algo-
rithmen, filhren aber zu weniger effektiven Maschinenprogrammen,
Hinzu kommt, daB im ersten ALGOL-Bericht (1960) die Ein- und Aus-
gabe von Daten noch nicht definiert war. Dies fiihrte dazu, daB
fast alle Rechenanlagen dafiir andere Routinen vorsehen, was die
Verwendung der Programme auf unterschiedlichen Rechnertypen er-
schwert,

PL/1 bietet fiir rein numerische Rechnungen gegeniiber FORTRAN kaum
Vorteile, obwohl das wesentlich groBere Befehlsspektrum ein be-
quemeres Programmieren gestattet. Dies muB jedoch mit langsamer
arbeitenden Maschinenprogrammen bezahlt werden., Die Universalitét
dieser Sprache kann ihr jedoch trotzdem schon sehr bald zum end-
giltigen Durchbruch verhelfen,

Die Problematik des Programmierens in problemorientierten Spra-
chen besteht nicht in der Beachtung der syntaktischen Regeln ei-
‘ner bestimmten Sprache, sondern fast ausschlieBlich in der Formu-
lierung des Algorithmus. Man sollte sich deshalb nicht scheuen,
sich der jeweils gegebenen Situation (zur Verfiigung stehende Re-
chenanlagen, Compiler usw.) anzupassen, Das Erlernen der Program-
mierung erfordert einige praktische Ubung, der Ubergang zu einer
neuen Programmiersprache ist demgegeniiber unproblematisch.

102426 Einige allggmeine Bemerkungen gur Programmierung

Eine klare und {ibersichtliche Formulierung des zu programmieren-
den Problems ist die beste Voraussetzung fiir das Schreiben eines
Programms, Flir umfangreiche Aufgaben empfiehlt es sich, einen
Programmablaufplan anzufertigen, der in groben Schritten den Re=-
chengang verdeutlicht, Detaillierte Programmablaufpléne sind bei
der Anwendung problemorientierter Sprachen nicht erforderlich.,



Vor der Festlegung der zu verwendenden numerischen Verfahren
sollte man iiberpriifen, ob geeignete Routinen aus einer Programm-
bibliothek oder der Literatur genutzt werden kdonnen, Die Wahl der
Programmiersprache muB mit Riicksicht auf die Moglichkeiten des zu
nutzenden Rechenautomaten getroffen werden.

Ein Programm, das fiir die Losung eines aktuellen Problems ge-
schrieben wird, kann oft ohne wesentlichen Mehraufwand so ange=-
legt werden, daB es gleichartige oder &dhnliche Aufgaben erledigen
kann, wenn nur wenige Parameter variabel gehalten werden, wobei
die aktuelle Wertzuweisung liber die Dateneingabe gesteuert wird.
Man sollte auch iiberpriifen, ob Teile des Programms fiir andere
Programmierungsprobleme verwendbar sein kdnnten. Diese werden
dann zweckmdfig als Unterprogramme geschrieben.

Fiir Programme, die zur mehrfachen Nutzung vorgesehen sind, miissen
Dokumentationen erarbeitet werden. Diese enthalten Informationen
iiber die Moglichkeiten und Grenzen des Programms, den verwendeten
Algorithmus, benotigte Unterprogramme, die Programmiersprache,
reguldre und irregulédre Programmstopps, eine ausfilhrliche Be-
schreibung der Dateneingabe und, falls erforderlich, Hinweise
iiber die Ausgabe der Ergebnisse., Im Zusammenhang mit den Angaben
iiber die Speicherung des Programms (z.B, Quellenprogramm oder
ladefdhiges Programm auf Lochkarten oder Magnetband) mit Hinwei=-
sen auf die erforderlichen Steuerbefehle wird so die Nutzung
durch verschiedene Anwender ermdglicht, Mitteilungen iiber Erfah-
rungen bei der Programmnutzung, die etwa zu erwartenden Rechen-
zeiten und ein Beispiel zur Dateneingabe erleichtern die Anwen-
dung.

Der Umgang mit groBeren Eingabedatenmengen erfordert besonders
sorgfidltiges Arbeiten. Prinzipiell sollten alle Eingabedaten so=-
fort nach dem Einlesen gedruckt werden, Ein Druckbild, das mit
geniigend Textinformation versehen ist, erhht die Nutzerfreund-
lichkeit., Programme, die fiir grBere Rechnungen vorgesehen sind,
miissen die Eingabewerte auf Vollstédndigkeit und, wenn mtglich,
auch darauf kontrollieren, ob ein sinnvolles Berechnungsmodell
beschrieben wird, Féllt ein Test negativ aus, wird die nachfol-
gende Rechnung verhindert.

Die Zeit, die fiir eine sorgféltige Programmierung aufgewendet
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wird, spart man beim Einfahren des Programms ganz sicher wieder
ein, Man programmiere iibersichtlich und spare nicht mit Kommentar
im Programm,

In der Regel erfordert das Testen wesentlich mehr Zeit als das
Programmieren., Geeignete Testbeispiele mit bekannten LBsungen
sollten so ausgewidhlt werden, daf jeder Programmteil wenigstens
einmal durchlaufen wird, Die Werte 1 und O werden bei den Einga-
bedaten und, wenn das iiberschaubar ist, als Zwischenergebnisse

in der Testphase mdglichst vermieden, da sich sonst ein vérgease-
ner Faktor bzw, Summand eventuell nicht bemerkbar macht., Zusétz-
liche Druckanweisungen, die bei der Nutzrechnung entweder nicht
angesteuert oder ganz aus dem Programm herausgenommen werden,
erleichtern die Fehlersuche.,

Fiir besonders komplizierte Teile des Programms empfiehlt sich ein
"Trockentest", die Simulierung der Automatenrechnung durch den
Programmierer,

Trotz sorgfiltigster Testung konnen Programme bei Nutzrechnungen
gelegentlich versagen, Gute Programme reagieren auf solche Aus-
nahmesituationen (z.B. schlechte Konvergenz iterativer Verfahren)
mit einer entsprechenden Druckanweisung.

1.2.3, FORTRAN-Programmierung numerischer Methoden

Charakteristisch fiir zahlreiche Programme, die numerische Verfah-
ren enthalten, ist, da8 sie den weitaus grtfSten Teil der Rechen-
zeit in einem relativ kurzen Programmstiick, das sehr oft durch-
laufen wird, verbrauchen., Dies gilt gleichermafien fiir direkte
Verfahren wie fiir Iterationsalgorithmen, Solche Programmstrecken
muB man mit besonderer Sorgfalt programmieren, wofiir nachfolgend
einige Hinweise gegeben werden. Sie werden an FORTRAN-Beispielen
demonstriert, gelten aber zu einem groSen Teil sinngem#f auch
fiir andere problemorientierte Sprachen., Fiir diese miiBte der Kata-
log der Empfehlungen fiir rechenzeitoptimales Programmieren aller-
dings erweitert werden, da viele der dort erlaubten Freiheiten,
die mit lédngeren Rechenzeiten bezahlt werden miissen, in FORTRAN
nicht vorgesehen sind,



