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VORWORT

Die stiirmische Entwicklung der Informationstechnik und Datenverarbeitung bringt
es mit sich, daB unter den vielen Klassen technischer Systeme die digitalen Systeme
eine stindig wachsende Bedeutung erhalten. Die hier entwickelten Begriffsbildungen
und Methoden haben nicht nur die iibrigen Teilgebiete der Systemtheorie in be-
deutendem MaBe befruchtet, sondern werden mehr und mehr — zusammen mit
Begriffen dlterer Teilgebiete der Systemtheorie — zum allgemeinen theoretischen Fun-
dament der Theorie von den dynamischen Systemen iiberhaupt. Diese sich gegen-
wirtig herausbildende ,, Allgemeine Systemtheorie“ (,,Mathematische Systemtheo-
rie“) benutzt in groBem Umfang das Ideengut und die Sprache der Mengenlehre,
der Relationentheorie und der Algebra, und beim Studium nichtdigitaler Systeme
kommen noch funktionalanalytische Methoden hinzu.
Bei der Abfassung des dritten Bandes der ,,Systemanalyse® waren daher besonders
diese allgemeinen Tendenzen zur hSheren Abstraktheit und Allgemeinheit zu be-
riicksichtigen und in einer fiir Studenten mit dem Grundstudium ,,Elektroingenieur-
wesen® moglichst leicht verstidndlichen Form darzulegen. DaB das Studium des
dritten Bandes moglicherweise trotzdem mehr Schwierigkeiten bereiten wird, liegt
nicht an der Kompliziertheit der Gedankengéinge an sich, sondern an der mangeln-
den Vertrautheit mit einer ganz neuen Hierarchie von Begriffen.
Wie in den ersten beiden Bédnden wird daher das Hauptgewicht auf eine erste Ein-
fithrung in die allgemeine und moderne Begriffs- und Denkwelt der Systemtheorie,
‘hier speziell der Theorie digitaler Systeme, gelegt. Damit wurde auch den Auf-
fassungen iiber moderne und zeitgemiBe Ausbildungsweisen Rechnung getragen.
Spezielle Analyseverfahren und insbesondere Probleme der Synthese wurden nicht
aufgenommen und bleiben — dem Hochschulunterricht angepaBt — Gegenstand spe-
zieller Vorlesungen iiber digitale Systeme und Automaten. Es liegt in der Natur der
Sache, daB bei einer solchen Zielstellung die mathematische Fundierung noch stir-
ker als bei den beiden anderen Binden zu beriicksichtigen war, da keinerlei mathe-
matische Vorkenntnisse auf dem Gebiet der Mengenlehre und Algebra voraus-
.gesetzt werden sollten und bei dem angesprochenen Leserkreis — zumindest gegen-
wirtig — auch nicht vorausgesetzt werden konnen.
Meinem ehemaligen Assistenten, Herrn Dr.-Ing. W. Schwarz, méchte ich an dieser
Stelle fiir seine wertvolle und aktive Unterstiitzung bei der Anfertigung des Manu-
skriptes meinen Dank aussprechen. Frau Dipl.-Ing. Rumpf gilt mein Dank fiir die
gute Zusammenarbeit bei der Herstellung des Manuskriptes.

G. Wunsch
’”
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i MENGEN

1.1. Mengeneigenschaften

1.1.1.  Menge und Teilmenge

Menge und Element. Zu den elementaren Grundbegriffen der Mathematik gehort der
Begriff der Menge. Man kann den Mengenbegriff daher nicht durch eine strenge
Definition auf andere Begriffsbildungen zuriickfiihren, sondern muB versuchen, an-
hand von Beispielen und allgemeinen Umschreibungen eine ausreichende Vorstel-
lung von dem Inhalt dieses elementaren Grundbegriffs zu erhalten.

Mengen sind z.B.

1. die Gesamtheit M, der Einwohner Dresdens,

2. die Gesamtheit M, der Primzahlen kleiner als 10,

3. die Gesamtheit M der reellen Losungen einer algebraischen Gleichung,

4. die Gesamtheit M, aller Kreise mit einem Radius r aus dem Intervall 1 < r < 3.

Eine Menge ist also eine Zusammenfassung von Dingen (der Erfahrung oder des
Denkens). Durch Nennung von Merkmalen, Eigenschaften oder Bedingungen wer-
den bestimmte Dinge ausgewihlt und zu einer Gesamtheit oder einer Menge zu-
sammengestellt. Dabei setzen wir voraus, daB die Auswahlkriterien so beschaffen
sind, daB immer eindeutig entschieden werden kann, ob ein bestimmtes Ding zur
genannten Menge gehort oder nicht.

Dié ausgesonderten und zu einer Menge zusammengefaBten Dinge werden mit klei-
nen lateinischen Buchstaben a, b, ..., m, n, ... bezeichnet. Die Mengen selbst erhal-
ten zur Kennzeichnung groBe lateinische Buchstaben, z.B. 4, B, ..., M, N, ... Sehr
oft werden diese Symbole auch noch zur weiteren Unterscheidung mit Indizes ver-
sehen, z.B. m,, m,, ... usw.

Ist das Ding m (genauer: das durch m bezeichnete Ding) Bestandteil der Menge M
(der durch M bezeichneten Menge), so sagen Wwir, ,,m ist (ein) Element von M*, und
schreiben

meM (oder M>3m). ) (1.1a)
Ist das nicht der Fall, so schreiben wir
mé¢ M. (1.1b)

Beispielsweise ist in den obengenannten Mengen 7 € M,, aber 4 ¢ M,. Um eine
Menge zu fixieren, schreibt man auch kurz

M = {m| --- (Bedingungen) --} (1.1¢)
und liest: Menge aller m, fiir die gilt ...
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Die Mengen, die nach den vorstehenden Erkldrungen gebildet werden kénnen, kon-
nen endlich oder auch unendlich viele Elemente enthalten. So ist beispielsweise die
Menge aller natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... eine unendliche Menge (Menge mit un-
endlich vielen Elementen), die Mengen M; und M, in obiger Aufstellung sind da-
gegen endlich.

Bei endlichen Mengen konnen wir die einzelnen Elemente angeben und _damit
gleichzeitig die Menge genauer charakterisieren, z.B. nach vorstehendem

M, ={2,3,57}
und allgemeiner

M= {m;, my,...,m,}. (1.2a)
Anstelle der letzten Schreibweise kann man auch notieren

M={m,vel}, I={l1,2,...,n}. (1.2b)

Man nennt I die Indexmenge der Menge M. Durch jede Zahl » aus der Menge I wird
ein bestimmtes Element m, aus M fixiert.

Die zuletzt angegebene Schreibweise hat den Vorteil, daB sie leicht auf unendliche
Mengen iibertragen werden kann, indem man nur die Indexmenge I entsprechend
wihlt, z.B. fiir I die Menge der natiirlichen oder der reellen Zahlen vorgibt.

Es ist erforderlich, die mit dem Mengenbegriff verkniipften Grenzfille noch genauer
zu betrachten.

Zundchst bemerken wir, daB die durch eine geschweifte Klammer zusammengefaB-
ten Elemente m, in (1.2a) in jeder beliebigen Reihenfolge angegeben werden kon-
nen; z.B. bedeutet {1, 3, 5} dasselbe wie beispiclsweise {3, 1, 5}, ndmlich die Menge
der ersten drei ungeraden natiirlichen Zahlen.

Eine Menge M enthilt in der Regel mehrere, wenn nicht gar unendlich viele Ele-
mente. Im Sonderfall kann M aber auch nur ein einziges Element enthalten. Zum
Beispiel ist die Menge aller geradzahligen Losungen der Gleichung

X2 —-5%x4+6=0

eine einelementige Menge, nimlich die Menge M = {2}, da x;, =2 und x, = 3
die beiden Losungen der Gleichung sind. Man muB also logisch die einelementige
Menge {m} von ihrem einen Element m unterscheiden:

m e {m}.

Damit sind aber die Grenzfille fiir ,,kleine® Mengen noch nicht erschopft. Es ist
niitzlich, auch die Menge zu betrachten, die gar kein Element enthilt. Diese Menge
heiBt leere Menge und erhilt das Symbol §.

Wenn eine die Menge M definierende Bedingung gegeben ist, so steht nicht immer
von vornherein sofort fest, ob es iiberhaupt wenigstens ein Ding gibt, das die ge-
nannte Bedingung erfiillt. Wenn es kein die Mengenbedingung erfiillendes Ding
gibt, ist — wie wir sagen - die zugehdrige Menge leer. Es gilt also stets m ¢0.
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Ist beispielsweise M gegeben durch die Menge aller Losungen der Gleichung
x+2=x++3,

so gilt M = @, denn diese Gleichung 1. Grades hat offenbar keine Losungen.
Teilmenge. Bildet man verschiedene Mengen M, M,, ..., M,, so kann es sein, daB
einzelne dieser Mengen bestimmte Elemente gemeinsam haben. Ist beispielsweise

M1 . {1,27 3,4}7
M2 = {2, 4: 63 8}:
M3 = {25 4},

so haben M, und M, die Elemente 2 und 4 gemeinsam. In M, gibt es dann noch
Elemente, die nicht in M, enthalten sind, und umgekehrt. Anders verhilt sich die
Menge M;: In M; gibt es keine Elemente, die nicht auch in M, bzw. M, vorkom-
men.
Wir definieren nun:
Ist jedes Element der Menge M auch Element der Menge N, so heiBt M
eine Teilmenge von N. Man schreibt symbolisch

McN oder No M. (1.32)

Werden die Elemente einer Menge durch Punkte angedeutet, so kann man die Teil-
menge M einer Menge N wie im Bild 1.1 veranschaulichen.

N

0 M SN Bild 1.1. Menge und Teilmenge

M

Beispielsweise ist {2, 3} < {2, 3,4}, aber nach Definition auch {2,3} = {2, 3}.
Allgemein gilt '

Mc M. | (1.3b)

In Worten: Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst.

Zur bequemeren Schreibweise und zur besseren Wiedergabe der logischen Struktur
einer Aussage werden wir weiterhin eine besondere Symbolik verwenden.

Wenn aus einem Sachverhalt % ein Sachverhalt % folgt, so schreiben wir kurz

A= B, - (1.4a)
Damit ist also auch folgendes gemeint:

»Wenn U (gilt), so (gilt) B,

»aus U folgt B,

»2 zieht B nach sich®.
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Wenn z.B. 9 bedeutet, daB festgestellt wurde, x ist eine natiirliche Zahl, so gilt

A= B,

wenn B die Eigenschaft einer Zahl, zu den reellen Zahlen zu gehoren, bezeichnet.
In diesem Beispiel gilt dann aber nicht allgemein auch B = 9. Ist aber in einem
anderen Fall sowohl % = B als auch B = ¥ richtig, so schreiben wir

A< B, (1.4b)
was also bedeutet
»genau dann, wenn (U gilt, gilt B)“,
»aus U folgt B und umgekehrt®,
» U ist gleichbedeutend mit B*.

Die Teilmengeneigenschaft (Inklusion) hatten wir in dieser Symbolik wie folgt
wiederzugeben: '

M c N<{(fir alleyme M= me N). ' (1.5a)

Man kann aber auch noch eine andere, fiir manche Betrachtungen niitzlichere und
mit der vorstehenden gleichwertige Definition fiir die Teilmenge angeben. Wir be-
haupten den (vgl. Bild 1.1)

Satz: Es gilt

Mc N<((firallymé N=>m¢ M). (1.5b)

Dieser Satz 148t sich (in ausfiihrlicher Aufgliederung) wie folgt beweisen.
Teil 1: Es wird gezeigt, daB die rechte Seite aus der linken folgt.

Voraussetzung: (Fiir alle)me M = me N.
Behauptung : (Firalleym¢ N=m¢ M.

Wir nehmen an, diese Behauptung sei falsch, d.h., wir nehmen an, daB nicht fiir
alle m¢ N=m ¢ M, daB also mindestens ein m, ¢ N existiert, so daB gilt m, e M.
Dann miiBite nach Voraussetzung auch gelten m, e N. Diese Folgerung aber steht
im Widerspruch zur Annahme m; ¢ N, d.h., ein m, mit den angenommenen Eigen-
schaften kann es nicht geben, und die ausgesprochene Behauptung ist damit
richtig.

In gleicher Weise zeigt man, daB die in (1.5b) auf der linken Seite stehende Aussage
aus der auf der rechten Seite stehenden folgt. Der obige Satz ist damit bewiesen.
Speziell ist die rechte Seite von (1.5b) fiir die leere Menge M = § bei beliebiger
Menge N richtig; denn natiirlich gilt stets

(fiir alleym¢ N=>m¢ § (N beliebig)
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oder, was mit (1.5b) dasselbe ist, A
0 < N. (1.5¢)

In Worten: Die leere Menge ist Teilmenge einer jeden Menge.
Erginzend zum Teilmengenbegriff sei noch folgender Satz angefiihrt.

Satzi  AusM < N und Nc Py=Mc P. (1.6)

Beweis: Nach Voraussetzung gilt
(fiir alle) me M= me N
und (fiir alle) me N=>me P.
Somit gilt auch
(fir alleyme M= me P

oder M < P, was zu zeigen war.
Die Richtigkeit dieses Satzes wird auch unmittelbar aus B11d 1.2 versténdlich.

P
My
N Bild 1.2. Menge und Teilmenge
M

Gleichheit von Mengen. Wir definieren zunéchst :

Zwei Mengen M und N, die ,,die gleichen Elemente“ enthalten, heiBen gleich, in
Zeichen

M = N. (1.7a)
Dabei sagen wir, zwei Mengen M und N haben die gleichen Elemente, wenn gilt
firalleme M= meN

und .
fiir alle me N=>me M

oder - was das gleiche ist — wenn gilt M = N und N = M. Damit kommen wir
zur folgenden prézisierten Gleichheitsdefinition:

M=N<{McN und Nc M). (1.7b)

Sind M und N nicht gleich, d.h., gilt mindestens eine der Beziehungen M < N,
N < M nicht, so schreiben wir

M+ N. (1.7¢)
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Ist M = N, so kann, wie dargelegt, auch M = N sein. Ist das nicht der Fall, ist
M %+ N, so heiBt M < N eine echte Teilmenge von N.
DefinitionsgemiB ist dann z.B.

{1,2,2,2 ={1,2} = {2, 1}
{9, 9, s, 8F = {d}.

Man erhélt also keine neue Menge aus einer gegebenen dadurch, daB man ihre

Elemente mehrfach aufnimmt.
Wir bemerken noch, daB natiirlich fiir beliebige Mengen M, N, P analog zu (1.3b)

und (1.6) gilt
M=M (1.8a)
(AusM =N und N=Pd= M = P. (1.8b)

Die Beweise sind elementar und kénnen dem Leser iiberlassen werden.

und

1.1.2.  Mengen hiherer Stufe

Mengensysteme und -familien. Mengen sind selbst Dinge, die man wieder zu einer
Menge (von Mengen) zusammenfassen kann:

M= {M,M,,..,M,} (1.9a)
oder, bei unendlich vielen Mengen M,,
M={M,vel}. ' (1.9b)

Solche Mengen von Mengen heiBen Mengensysteme und werden durch halbfett
gesetzte groBe lateinische Buchstaben (oder durch Unterstreichung) gekennzeich-
net.

Ebenso kann man mehrere (unendlich viele) Mengensysteme zusammenfassen und
erhilt eine Menge von Mengensystemen, die wir als Mengenfamilie bezeichnen
wollen:

M={M,,M,,.. M, (1.10a)
oder auch
M={M,rel}. (1.10b)

Mengenfamilien erhalten als Symbol einen halbfett gesetzten (oder unterstrichenen)
deutschen Buchstaben.

Man nennt Mengensysteme auch Mengen 2. Stufe und Mengenfamilien entsprechend
Mengen 3. Stufe. Die bisher betrachteten (gewohnlichen) Mengen M werden dann
folgerichtig auch als Mengen 1. Stufe bezeichnet. (Die Elemente m von M sind bei
dieser Auffassung Mengen 0. Stufe.) N

Das oben dargelegte Prinzip der Bildung von Mengen aus Mengen kann offenbar
beliebig fortgesetzt werden, wobei man zu Mengen einer beliebigen Stufenzahl k&
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(k =1,2,..., n) gelangt, die man auch mit M symbolisiert. Speziell ist dann zu
setzen y

M© = m,
M = M,
(1.11)
M2 = M,
M3 = 9%,

Eine Menge k-ter Stufe besteht dann ausschlieBlich aus Mengen (k — 1)-ter Stufe,
d.h., die Elemente von M sind die Mengen M*—11;

MUTk=11 g pfIk1 (1.12)

Beispielsweise ist eine Schachtel Streichhélzer eine Menge 1.Stufe, wenn die ein-
zelnen (als verschieden angesehenen) Hélzer als Mengen 0.Stufe (Urdinge, Indi-
viduen) genommen werden. Ein Paket Streichhélzer bildet dann ein Mengensystem
und ein Karton mit Paketen eine Mengenfamilie.

Geht man von den natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... aus, so kann man in der Menge’
{1,2, 3, ..., 10} folgende Teilmengen bilden:

M, = Menge aller Primzahlen = {2, 3, 5, 7},

M, = Menge aller geraden Zahlen = {2, 4, 6, 8, 10},

M; = Menge aller Vielfachen von 3 = {3, 6, 9}.
Dann ist

M={M,M,, M;} = {{2,3,5,7},{2,4,6,8, 10}, {3, 6, 9}}
ein Mengensystem und z. B.

® = {{M,, M}, {M,, Ms}}

eine Mengenfamilie.
Allgemein erhélt man immer ein Mengensystem, wenn man Teilmengen M, = M
einer Menge M zu einer neuen Menge zusammenfaBt:

M={M1’M25-”’Mn}’ MvCM- (1'13)

Der Teilmengen- und Gleichheitsbegriff wird in natiirlicher Weise auf Mengen be-
liebiger Stufe iibertragen. So ist (in Mengensystemen) M eine Teilmenge von N,
wenn [analog (1.5a)] jedes Element M aus M auch in N enthalten ist:

Mc Ne(firalle Me M= Me N). (1.14)

Analog zu (1.7b) ist die Gleichheit fiir Mengensysteme definiert.
Es bereitet keine Schwierigkeiten, diese Definitionen auf Mengen k-ter Stufe zu
iibertragen:

M™ c N™ < (fiir alle M™% =11 e MIH = pflk-11¢ NI

|
MM = Nt o (MK = NII ypd NI MUYy, i,

/



16 1. Mengen

Man beachte, daB die durch = und = symbolisierten Mengenbeziehungen per
definitionem aber nur zwischen Mengen gleicher Stufe einen Sinn haben. M <« M
oder m = M sind also z. B. sinnlose Ausdriicke.
Da nach (1.15) die im Abschn. 1.1.1. gegebenen Definitionen ungeéndert auf alle
Mengenstufen iibertragen werden, ergeben sich auch fiir Mengen beliebiger Stufe
gleichartige Folgerungen, die wir im einzelnen aber nicht mehr zu wiederholen
brauchen, da ja entsprechend (1.15) nur M, N, ... durch M™, NUK  __ ersetzt wer-
den miiBte. Insbesondere ist jeder Menge ML* k-ter Stufe eine leere Menge gleicher
Stufe zuzuordnen. Wir werden das leere Mengensystem mit § oder 2], die leere
Mengenfamilie mit § oder §'*1 kennzeichnen. Dann ist § = M, § < Ik usw. Man
beachte auch, daB z.B. die leere Ménge @ ein Element des nicht leeren Mengen-
systems {@} ist: § € {#}. Andererseits ist wieder stets M ¢ @, also auch @ ¢ @.
Potenzmenge. Man kann von einer Menge M die Menge aller ihrer Teilmengen
bilden. Dieses Mengensystem M heilit Potenzmenge der Menge M, und man
schreibt

M = W(M). (1.16)

Zur Menge aller Teilmengen von M gehéren definitionsgemdB auch die leere
Menge @ und die Menge M selbst; denn es gilt mit (1.3b) und (1.5¢) § = M und
M < M und somit § € U(M) und M e W(M).

Ist beispielsweise M = {a, b, c}, so ist

W) = {8, {a}, {8}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, c}, M}.

Um also die Potenzmenge (M) der n-clementigen Menge M zu erhalten, muBl man
alle einelementigen, weiter alle zweielementigen, alle dreielementigen Teilmengen
bilden usw. Dieses Mengenbildungsverfahren fiihrt bis zur Menge aller (n — 1)-
elementigen Teilmengen. Nimmt man dann noch @ und M hinzu, so erhilt man
).

Natiirlich kann man zu M = W(M) wieder die Potenzmenge bilden usw. Fiir die
Potenzmenge von U(M) schreiben wir dann

M =UM) = U [Nl (1.17)

Dabei erhilt man nun eine Mengenfamilie. Offenbar gilt allgemein: Ist M eine
Menge k-ter Stufe, so ist W(M™) von (k + 1)-ter Stufe.

Als Beispiel bilden wir U [U(M)] fiir M = {a}.

Es ist zunéchst

W(M) = {0, M}
und deshalb
uun)] = {6, {9}, {M}, {6, M}}.
AbschlieBend beweisen wir noch folgenden Satz iiber endliche Mengen.

Satz: Die Potenzmenge 1(M) einer Menge M mit n Elementen enthdlt 2" Elemente.



