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Vorwort

Die Theorie der quasikonformen Abbildungen gehort éegenwﬁrtig zZu.
einem der modernsten Forschungszweige innerhalb der Analysis bzw. der

Funktionentheorie. Aus diesem Grunde ist es sicher gegeben, iiber dieses
. Gebiet eine Zusammenfassung in Form eines Ergebnisbandes zu schrei-
ben. DaB aber bei einer ersten derartigen Darstellung verschiedene
Schwierigkeiten' zu iiberwinden sind, nicht zuletzt auch in rein’didakti-

~ scher Hinsicht, stellt sich wihrend der Bearbeitung eines solchen Stoffes ;
ofters heraus. So hat es sich unter anderem als recht heikel erwiesen,

schon nur die verschiedenen Definitionen, welche tiber quasikonforme

Abbildungen ex1st1eren, auf einen einigermaBen glelchen Nenner zu =~

bringen.

Da. neben einer russischen Darstellung (VoLxovyskiy [2]) itber das
vorliegende Forschungsgebiet noch keinerlei Lehrbiicher existieren, habe
ich besonders Wert darauf gelegt, an cinigen Stellen etwas tlefer in die
Beweisverfahren einzudringen, als dies iiblicherweise in der vorhegenden
Reihe der Ergebnishefte der Fall ist.

In verdankenswerter Weise hat mir Herr A TEBLING verschiedene

russische Arbeiten ins Deutsche itbersetzt, wodurch es mir ermdglich:

wurde, auch die sonst nur schwer zugir‘xgliche russische Literatur zu

beriicksichtigen.

Neben dem hier dargestellten zweidimensionalen Fall beschiftigt sich :

die neueste Forschung auch schon mit dem Studium der quasikonformen
Abbildungen in héherdimensionalen Riumen; doch befindet sich diese
‘Untersuchung noch derart im Flusse, da8 eine zusammenhéingende Dar-
stellung dariiber heute noch nicht moéglich ist; in einem Nachtrag wird
lediglich auf einige der jiingsten Ergebnisse hingewiesen. :
Ich erachte es als eine besonders angenehme Pflicht, an verschiedene
Adressen meinen herzlichsten Dank zu richten. An erster Stelle danke ick:

meinen Lehrern der Funktionentheorie, den Herren’ Professoren R. »

NEVANLINNA, A. PrLUGER und H. WitTICH, die durch zahlreiche, wert-

volle Ratschlige dazu beigetragen haben, daB dieser Bericht in der vor-

liegenden Form zustande gekommen ist. Zudem verdanke ich Herrn
Professor L. BERs verschiedene Anregungen bei der Gestaltung des
- 7. Kapitels. Weiteren Dank schulde ich meinen Freunden F. GEHRING,

J. Hegrsch, O. Lento, H. RoyDEN und K. STREBEL, mit denen ich in -
verschiedenen Diskussionen den zu gesta.ltenden Text besprochen habe.
Hermn Professor L. AHLFORS sowie dem Springer-Verlag danke ich -

ebenfalls fiir das Interesse, das sie G.eser Arbeit entgegenbrachten.

Zirich, im Juni 1960 | ‘ JLP. KONz, . 00
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i I{apitel
- Uber konforme Abbildungen

1.1. Einleitung. Als Vorbereitung zu den folgenden Kapiteln werden
suerst verschiedene Eigenschaften der konformen Abbildungen zusam- .

mengestellt, ohne auf Einzelheiten der Beweise einzugehen. Vor allem

sollen einige Kenntnisse iiber den Medul von Ringgebieten und Vier-

ecken erworben werden; fiir spezielle Untersuchungen in dieser Rich-

tung wird auf die Arbeiten von GROTZSCH [1, 3], TeicaMULLER [2] und = - s

WitticH [2] verwiesen. .

1.2. Definition eines Ringgebietes. Unter einem Ringgebiet G versteht =
man ein zweifach zusammenhingendes Gebiet der z-Ebene!. Sein Rand .

zerfillt in zwei Komponenten R; und R,, die in je einen Punkt ausarten
konnen. ' <
Die beiden nicht zu G gehorenden Mengen nennt man die Kom-
plementirmengen K; und K, beziiglich des Ringes G. Das Ringgebiet
_G trennt die Punkte P, uad P, wenn P; auf K, und P, auf K, liegen.
Sind K, und K, Kontinuen, so spricht man von einem Ringgebiet
schlechthin oder auch von einem eigentlithen Ringgebiet. In den anderen
Fillen handelt es sich um ausgeartete Ringgebiete. :
°  Fir eigentliche Ringgebiete gilt der fundamentale Satz, wonach sich
jedes, Ringgebiet G konform auf einen konzentrischen  Kreisring

¢ < |w| < R abbilden 148t, dessen Radienverhiltnis Rjr eindeutig durch -

das Gebiet bestimmt ist.
Die GroBe :
M = logR-—1logr - At vyl
ist eine konforme Invariante und heiBt Modul des Ringgebietes.
1.3. Modulabschitzungen. Fir die weiteren Untersuchungen ist es
zWeg:kmiiBig, eine logarithmischg Metrik einzufithren durch ;
Sl SR EChE L (dsz;iﬁdy“

g )

Fiir dic logarithmische Linge L einer Kurve C, dienicht durch den Null- y

punkt geht, erhdlt man

a4

'Lﬁh“%4=J = Gl

1 Ist nichts Besonderes vermerkt, so meint man unter der 2-Ebene die ab-

geschlossene Ebene, welche sich konform Zquivalent zur Fiemannschen Zahlenkugel

verhilt.

< P
- Ergebn. d. Matkem. N. F. B. 25, Kinzi d : 1 e




2 : Uber konforme Abbildungen ;

~

und fin' den loganthrmschen Flachenmha.lt F eines Gebietes G, das den
Nullpunkt nicht enthalt ¢

o[ o [[ 4

In diesen Formeln bedeutet da, bzw. doy,,, das Flichenelement in der
z- bzw. in der logz-Ebene (do, = d x dy). Die logarithmische Linge eines
Kreises |z| = » ist dann 2z, der logarithmische Flicheninhalt von
r << |z| < R entsprechend 2z (logR — log7). )

1.4. Eine Beziehung zwischen dem Modul und dem logarithmischen -
Flicheninhailt. Ein Ringgebiet G trenne 0 und o, F sei sein logarith-
mischer Flicheninhalt, M sein Modul, dann gilt die Ungleichung

2xM <F. (1,2)

Gleichheit gllt nur fiir einen Kreisring 7 < |2 < R.
~ Dieser Satz wird bewiesen, indem man G konform auf » < lwj< R
"abbildet (z = 7¢'®, w = ge'?). |w| = o entspricht in G eine einfach ge-
schlossene Kurve y, die die beiden Randkomponenten voneinander
. trennt und deren logarithmischer Lange nicht kleiner als 27 ist. Es gilt

/}dlogz] /’ dlogz ¥

Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt

ad.

2x

al is
/dt? . |2l gra

_/ ‘dlogz

Integration iiber ¢ von 7 bis' R hefert

und weiter

.F R2=x :
dg dlogz |*
2n [ < T2 et0so- [ [ ..
¥ r 0

mit anderen Worten ;
2aM =2n (log R—1log?) = F .

Falls G mit einem Kreisring zusammenfillt, so ist
2nM = F .

. Es gilt auch das Umgekehrte, denn im Falle 2z M = F muB in der obigen
- Entwicklung iiberall das Gleichheitszeichen Stehen, was nur méglich ist,



Al \ Monotonieeigenschaft des Moduls 3

wenn 4 logz/d logw = +1 ist und somit.
z=kw oder z=i.
w

" 1.5. Monotonieeigenschaft des Moduls. Aus der soeben he{geléiteten
Abschidtzung des Moduls durch den logarithmischen* Flicheninhalt
ergeben sich die beiden Folgerungen:

< a) Wenn ein Ringgebiet G’ mit dem Modul M’ Teil eines Ring-
gebietes G mit dem Modul M ist und dessen Komplementarkontmuen
voneinander trennt, so ist .

T e

MsM. 5 ; (1,3)
- Gleichheit gilt nur im Falle von G'= G /(Fig. 1a).

|

Fig. 1a Fig. 1b

Zum Beweise bildet man G konform auf r < |w| < R ab. G’ geht
~dann in einen Teil dieses Kreisringgebietes liber mit dem logarithmischen
. Flicheninhalt 7', und es ist.

2aM' = F'= 27 (log R —log7) = 2aM .

o i A e R R

b) Wenn ein Ringgebiet G mit dem Modul M zwei punktfremde
Ringgebiete G' und"G’* mit den Moduln M’ und M"’ enthilt, von denen
jedes die beiden Komplementarkontmuen von G trennt (Fig. 1b),

; ; so folgt:

M+M'<sM.. (1,4)

' iblich fiir G vom Kreisring 7 < |2| < R ausgeht. Sind dann ¥’ und F”

| ] Dieser von GROTZSCH stammende Satz wird bewiesen, indem man wie
i dle logarithmischen Flicheninhalte von G’ und G”, so 1st

i+ 2a(M'+ M") < F'+ F"< 2n(logR——lpgf).-—2nM.
b
3 - Im vorliegenden Falle, wo G ein Kreisringgebiet 7 < |z| < R ist, kann
Bt mcher nur dann das Gleichheitszeichen stehen, wenn G’ : 7 < |z| < g und
G":p < |zl < R ist oder umgekehrt.

1.6. Der reduzierte Modul. Ist ein Gebiet einfach zusammenhingend
~ und von der punktierten Ebene verschieden, so kann man den reduzierten
o v 1*

'3:;:-'J£’37'\]ifﬁ§@_, T B BPDRIE 1 n] ;. www. ertongbook. com
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4 Uber konforme Abbildungen

SModul cinfiicer Bif tolches Gebist G exthalle fien Fakkt £.0 ot

aber z = oc. Fiir ein hinreichend kleines g verlduft dann der Kreis |z| = ¢
ganz in G (Fig. 2). , ,
Der Durchschnitt von G mit |2| > ¢ heiBe G, und bilde ein Ring-

gebiet mit dem Modul M,; fiir ¢ - 0 gilt M, - co.

Fig. 2

Um das Verhalten von M, ndher zu untersuchen, bildet man das
Gebiet G vermittels w = f(2) konform so auf einen Kreis |w| < R ab,
daB sich die Nullpunkte entsprechen und dort die Normierung [f' (0)| = 1
besteht. R ist dann bekanntlich der Abbildungsradius von G. Durch

- diese konforme Abbildung g'eht der Kreis [2| = ¢ in eine einfach ge-

schlossene Kurve iiber, und es ist
log —Ig—+o(1) - M,
oder

M,=log5 +log R+o(l) fir g—0.

Wegen M, logg 1 log R bezeichnet man -
‘ - log R = lim (M, + log p) (1,5)
e—0 7

als den reduzierten Modul M des Gebietes G.
- Dieser reduzierte Modul verhilt sich natiirlich gegeniiber konformen
Abbildungen nicht mehr invariant. .

Enthilt das von der punktierten Ebene verschiedene, einfach zu-
sammenhingende Gebiet G den Punkt z = oo, so ist fiir geniigend groBes
o der Durchschnitt von |z| < ¢ und G ein Ringgebiet G, mit dem Modul
M, oo fiir g = oo. Gleich wie oben nennt man den entsprechenden

Grenzwert lim (M,— logg) = M den reduzierten Modul von G. Betrach-
g~

tet man die Greensche Funktion g(z, o, G) des Gebietes G mit dem Pol
in z = oo, so_istin ’ ;

g(z, 0, G) = log |2| + u(2)

lim % (z) = (1,6)

23—>00



Weitere Satze iiber den reduzierten Modul 5

die Robinsche Kgnstante von G. Somit ist also der reduzierte Modul
von G gleich der Robinschen Konstanten y des Gebietes G. :
1.7. Reduzierter Modul und reduzierter logarithmischer Flicheninhalt,
G enthalte wieder den Punkt z = 0, nicht aber z = oo und sei von der in
z = oo punktierten Ebene verschieden. Entsprechend dem reduzierten

‘Modul (1,5) fiihrt man jetzt den reduzierten logarithmischen Flichen- = 5

inhalt von G ein. Ist o so klein, daB |z = ¢ ganz in G verlduft, und
/ist G, der Teil von G mit |z] > g und F, der logarithmische Flichen-
‘inhalt von G,, dann ist die GroBe F,+ 2% logp von p unabhingig, denn
fiir o’ < g ist : : et e
iy Fy=2mn(logg—log o) + F, .
Man bezeichnet diese von g unabhingige GréBe :
; F=F+2nlogo it (17)

als den reduzierten logarithmischen Flicheninhalt von G. e
Zwischen dem reduzierten Modul M und dem reduzierten logarith- s

mischen Flicheninhalt F besteht die Ungleichung 7

‘ : oxMl <F. - : (1,29

Der Beweis ergibt sich aus der entsprechenden Beziehung (1,2), nach

welcher 27 M,< F, gilt und somit ist ; ‘

27 (M,+ log @) = Fo+ 27mlog g .
Durch den Grenziibergang ¢ — 0 wird der Beweis geljefert.'Gléichheit

ist nur dann erfiillt, wenn G ein Kreis mit [z] < R ist.

1.8. Weitere Sitze iiber den reduzierten Modul. Fiir den reduzierten
Modul gelten analoge Sitze wie fiir den gewohnlichen Modul: :

a) G sei ein einfach zusammenhingendes Gebiet in der z-Ebene,
welches den Punkt z = 0, nicht aber-z = cc enthalte, mit dem reduzierten
Modul M. Fiir ein z = 0 enthaltendes einfach zusammenhingendes Teil-
gebiet G’ von G ist M<M ,da M; < M, gilt. Ist weiter G'* noch ein zu 6!
punktfremdes Ringgebiet, das G’ vom Rande von G trennt, dann besteht
zwischen den Moduln M', M und M die Relation

M+ MY <M. st

Zum Beweise nimmt man an, G sei der Kreis loglz| < M mit dem
reduzierten logarithmischen Flicheninhalt 27 M. Mit F’ bzw. F" wird

der logarithmische Flicheninhalt von G’, bzw. von G” bezeichnet,~' %4

dann ist :
2a(M'+ M")y<F'4 F'< 27M .
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-

Unter der gemachten Voraussetzung, daB G den Kreis |2] < et darstellt
kann das Gleichheitszeichen nur dann stehen, wenn G’ der Kreis
log|z| < M' und G" der Kreisring M'< log |z} < M ist. :

b) Sind G’ und G” punktfremde, einfach zusammenhingénde Ge-

biete, wobei G’ den Punkt z = 0 und G’ den Punkt z = oo enthilt, mit

den reduzierten Moduln M’ und M"’, dann gilt
: i+ M<o0. ‘ (1,8
Gleichheit besteht nur, wenn G’ : |z| < R und G” : |z| > R sind.
Bewe:is: Liegt |2] = p ganz in G’ und |z| = P ganz in G”, so ist
M'< Fi+ 2mlog o : (1,9)
M"<Fj—2nlogP. £ (1,9
Addition auf belden Seiten der Ungleichungen ergibt
M+ 11”SF’ + Fp— 27 (log P—1logp) <0,

weil F, und F’ die logarithmischen Flicheninhalte von fremden .Teilen
des Krelsnnges 0 < |2| < P sind.

Soll in der Relation (1,8) das Glexchheltszelchen auftreten dann muB
es auch in (1,9) stehen, d. h. &’ ist ein Kreis |z| < R’, weiter muB es auch
in (1,9’) gelten, d. h. G" ist ein Kreis |z| > R” und drittens muB das
Gleichheitszeichen in F, 4+ Fp' < 2n(logP —logp) stehen, woraus folgt,
da R'= R" ist :

1.9. Das Normalgebiet von Grorzsca. Im folgenden wird aus einige Ver-
zerrungssidtze hingewiesen, die den Zusammenhang zwischen der Modul-

groBe und der geometrischen Gestalt des Gebietes weiter beleuchten.

et

P

o

. Fig. 3+

G sei ein eigentliches Ringgebiet mit den Randkomponenten Ryl =
und R,, wobei R, die Randkomponente R, von z =  trennt. Der Punkt
z2="P>1 sei mcht in G enthalten. Gp bezeichne das Normalgebiet von
GRrOTzSCH,bei dem R, mit dem geradlinigen Schlitz P > 1 bis cc zusammen-
fallt (Fig. 3). Dann gilt, wenn M der Modul von G und log@(P) derjenige
von Gp ist g

M < log®@(P) . (1,10)
Das Gleichheitszeichen steht nur dann, wenn G und Gp zusammenfallen.



Das Normalgebiet-von TEICHMULLER 7

t

Fir eine Beweisskizze bildet man das Extremalgebiet Gp konform auf
1< |lw| < R = @(P) ab. Durch Spiegelung am Schlitz z = P bis oc und
an dem entsprechenden ®reis |w| = R erhdlt man eine konforme Ab-
bildung desselben Gp auf den Kreisring R < |w| < R2. Durch kreuz-
weises Verheften zweier Exemplare von G, ergibt sich eine konforme
Abbildung dieser Riemannschen Fliche auf 1< |w| < R2. Nach dem
Monodromiesatz erkennt man, daB die beiden Zweige von w = f(2) in G
eindeutig sind; sie bilden G auf zwei punktfremde Ringgebiete im Kreis—;
iring 1 < |w| < R? ab, von denen jedes einen der Kreise jw] =1, |w| =
als Randkontinuen hat. Beide Gebiete besitzen den Modnl M, also gllt
nach (1,4), daB die Summe 2M héchstens gleich dem Modul 2 log @ (P)
des Kreisringes 1 <-lw| < R? ist und nur dann Gleichheit besteht, wenn
die w-Bilder von G Kreisringe mit dem Modul log @ (P) sind, also G = Gp ist.

Bildet man Gp auf den oben erwihnten Kreisring 1< |w| < @(P)
konform ab, so erhilt man unter Zuhilfenahme von elliptischen Integra.len :

K (k&
log ®(P) = 22 K,‘(k)) (1,11)
it - : \ ;
dix sy yp—1 *
K / K’ .18 B e iatis
(k) V=) d—z% x7) K (%) Vl #2) und (VP T | )
Aus , J :
lim K’ (k) = %
k—>1
und
lim Vl — k2 eK () — 4
: k—1 >
folgt danpn die wichtige Relation
e T g (1,12)
P—>oo

dabei strebt @ (P)/P monoton wachsend gegen 4. Eine weitere Rechnung
zeigt, daB

— A ceP<ar (1,13)

. gy
gt .
1.10. Das Normalgebiet von TeicamtiLer. Eathilt von den beiden
Komplementirkontinuen eines Ringgebietes G das eine 0 und gei?, das

‘andere o und Pe??, so ist der Modul héchstens gleich log ¥ (%) , also

Mglog'[’(g—). Sl



i Uber konforme Abbildungen

Hier ist log ¥ (%) der Modul der von — ¢ bis 0 und von P bis oo lings der
reellen Achse aufgeschlitzten Ebene. Diese ‘aufgeschlitzte Ebene be-
seichnet man als Teichmiillersches Normalgebiet. Gleichheit gilt in (1,14) -
nur fiir solche Gebiete, fiir die /= —¢'?, d. h. G ist lings einer Geraden
- aufgeschlitzt von g¢f® bis 0 und von Pe? bis co. ’ :
Man kann diesen Satz zhnlich beweisen wie den vorhergehenden
spezielleren, indem man voriibergehend das oo enthaltende Kom-

~ plementérkontinuum zu G hinzunimmt. Das neue, einfach zusammen-

hingende Gebiet wird konform auf [s| >1 so abgebildet, daB o in oo
iibergeht. Bei dieser Abbildung entspricht G einem Bildgebiet, das seine
eine Randkomponente [s| = 1 von co trennt. Nachher bildet man dieses
Ringgebiet noch konform auf 0 < log |w| < M ab, daraus aber folgt die
Behauptung. : 3

Mit Hilfe der Zwischenabbildung auf die s-Ebene 1aBt sich'_Y’(T’;—)
niher abschitzen. Die von —p bis 0 geradlinig aufgeschlitzte z-Ebene
wird auf |s| > 1 durch \ :

e(s—1)? 21 e
& oiwerey e 'S"—"1+T(1+V;+-?)

so konform abgebildet, daBl co in oo iibergeht. Dem Punkt z = P ent-

spricht dabei
: 2P 0
£ ‘+-T(‘+ |/"+‘F)

und G geht dann in das von dort bis oo lings der reellen Achse auf-
geschlitzte AuBere des Einheitskreises itber, und es ist somit

RER I

Eine andere Berechnung fiihrt auf

A3 SR

Nach (1,12) schlieBt man aus (1,15) und (1,15") auf

alt3
lig o280 46 o (1159

P/g—bm

% e
Fiir eine obere Abschitzung von ¥ gilt weiter

{2 8P g) ok
W(9)<4+ 3 (1+|/1+,, <165+8.  (1157)

; g 'Einé_z' Berechnung fiir den Fall ¢ = P fiihrt auf (1) = & Setzt man

- voraus, daBA%vg 1, d. h. daB kein Kreis |z| = ¢ existiert, der ganz in G
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verlﬁuft, =) fc;lgt aus diesen Voraussetzungen
Ms< lég‘[/(%) <log¥ (1) = 7. (1,16)

Das heiBit umgekehrt, daB im Innern eines schlichten konformen Bildes
eines konzentrischen Kreisringes mit einem Radienquotienten > €%,
das 0 und « trennt, stets eine Kreisperipherie mit dem Zentrum 0 ver-
lauft. : B : 3

Fiir weitere Abschitzungen des Moduls durch geometrische, GroBen
des Gebietes G sei auf Sar1o [1] verwiesen. :

1.11. Das Normalgebiet von Mori. Bei vorgegebenem A (0 < 4 = 2) :

bezeichnet man mit 4, den Ring, dessen zwei Komplementdrkontinuen

aus 2 :

{z; 2| = 1, |Jargz| < sin—lé}

und
; {2; —0<Rez=<0,Imz=0}

bestehen und schreibt S ;

mod A ;= log X (4) . (1,17)

Dann gilt nach Morr [2] der

Satz: Es sei A ein Ring in der z-Ebene und I", [ seine beiden Kom- 5

plementéirkontinuén. Unter der Voraussetfung
diam [I'n{jd S B2 4 >0,

: I"3z=0, z=e0 -
- wird : 4 ;

modd < modA,. - (1,18)
Weiter ist . ; ax
X(h)=0 {% 2+ ]/4__7?}
S (119) -
und :

AX()416 wenn A—>+0. (1,20)

Beweis: Es bedéutet keine Einschrinkung anzunehmen, da8 z =1
und ein Punkt z, (%) =<1, |s%— 1/ = 4) in I" enthalten seien. Dann
wird die Riemannsche Fliche F der analytischen Funktion { .= J/z tiber

der z-Ebene gebildet. B bezeichne den Ring, der durch Elimination der

beiden Bilder von I' auf F erhalten wird. Da B diese beiden Bilder von

A enthalt, wobei jedes- die Randkontinuen von B trennt, so gilt pach .

TEICHMULLER [2]

W}

/\:\,,\_\;‘;} == 3 A e 3 ¢ L
el BE, /5 22 56 BEPDETE ) H] © www. ertongbook. COll

modA4 < {modB . g ; (1,21) =

.
-
-

-
- -

=t

-

%

&

*
%



