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Vorwort

Das Zeitverhalten eines dynamischen Systems 1aBt sich berechnen,
wenn das mathematische Modell dieses Systems gegeben ist, und
wenn man auBer den EingangsgrdBen auch den Anfangszustand kennt.
Die Kenntnis des Zustandsvektors ist daher sowohl beim Ermitteln
des Zeitverhaltens eines gegebenen dynamischen Systems als auch
bei der Erzeugung der Steuerfunktionen, die das Systemverhalten
im gewiinschten Sinne beeinflussen sollen, von fundamentaler Be-

deutung.

Hiufig ist aber der Zustandsvektor meftechnisch nicht zugdnglich.
Er muB dann aus den meBbaren Ausgangsgrofen des Systems berechnet
werden. Wegen der MeBfehler liefert die Rechnung im allgemeinen
keinen exakten, sondern nur einen Niherungswert, den sogenannten
Schiatzwert fur den Zustandsvektor. .

Wird diese Aufgabe mit deterministischen Verfahren geldst, werden
also die zufdlligen MeBfehler nicht explizit beriicksichtigt, so
spricht man von Ausgleichsrechnung bzw. von deterministischer
Beobachtung. Wenn man jedoch Ndheres {iber die MeBfehler weiB, z.B.
deren Mittelwerte und Streuungen kennt, dann lassen sich mit den
Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung bessere bzw. optimale
Schiatzwerte erzielen. Die MeBfehler der Sensoren und ebenso die
unbekannten EingangsgréBen (Stérgrofen) werden dann als vektorielle
Zufallsprozesse (stochastische Prozesse ) beschrieben, und man
spricht von stochastischer Filterung. Die lineare Filteraufgabe,
urspriinglich von Wiener und Kolmogoroff fiir Spezialfalle behandelt,
ist mittlerweile von Kalman und Bucy umfassend geldst worden.
Zahlreiche Anwendungen beweisen den Erfolg ihrer Theorie. In

diese Theorie will das vorliegende Buch einfiihren. Dabei wird

das Thema stufenweise aufgebaut und mit mdglichst elementaren
Methoden behandelt.

Im ersten Kapitel wird die Beobachtungsaufgabe fiir lineare
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Systeme in diskreter und kontinuierlicher Zeit formuliert und
geldst. Daneben werden die Begriffe der Beobachtbarkeit,
Dualitdt und Steuerbarkeit eingefiihrt. Als Vorstufe zur Kalman-
Filterung wird die GauBsche Ausgleichsrechnung dargestellt.

Im zweiten Kapitel, das den Hauptteil des Buches bildet, werden
—-ausgehend von der Ausgleichsrechnung und dem Verfahren der
minimalen Varianz- die Aufgabenstellung, die Voraussetzungen
und die Losung der Kalmanschen Filteraufgabe (fiir lineare Systeme
in diskreter Zeit) behandelt. Daraus wird anschlieBend das
Kalman-Bucy-Filter (fiir lineare Systeme in kontinuierlicher Zeit)
in neuartiger Weise durch einen Grenziibergang abgeleitet. Es
wurde versucht, trotz des begrenzten Umfangs eine vollstdndige
und exakte Darstellung der Grundbegriffe, Herleitungen und Er-
gebnisse zu bringen, um ein in sich abgeschlossenes Bild der
Theorie vorzulegen. Daneben werden auch die bei der Erstellung
des mathematischen Modells des beobachteten Systems und bei der
Realisierung des Filters auftretenden Fragen angeschnitten.

Das dritte und letzte Kapitel geht auf ausgewdhlte Probleme

ein, die daswlhema abrunden: Beobachter im geschlossenen Regel-
kreis und algebraische Separation, Filter im Regelkreis und
stochastische Separation, Wiener-Filter als Spezialfall des
Kalman-Bucy-Filters, Filter mit verringerter Ordnung. Es schliefBt
mit einem Ausblick auf den Ité-Kalkiil und die nichtlineare
Filterung.

Zum griindlichen Verstdndnis des Kalman-Bucy-Filters muB die
Beherrschung der notwendigen Grundlagen aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und aus der Theorie der Zufallsprozesse voraus-
gesetzt werden. Neulinge auf diesen Gebieten stehen dabei vor
zwei Problemen. Erfahrungsgemi#B bereitet es ihnen einerseits
erhebliche begriffliche Schwierigkeiten, den Ubergang von der
gewohnten Betrachtungsweise deterministischer Vorginge zur
mathematischen Beschreibung von zufallsbedingten Vorgingen zu
vollziehen. Andererseits ist es HduBerst miihsam und zeltraubend,
sich die zur Kalman-Bucy-Filterung erforderlichen Grundlagen aus
dem umfangreichen Schrifttum iiber Wahrscheinlichkeitstheorie
herauszusuchen, da nur bestimmte Ausschnitte davon bendtigt werden.
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Um beiden Problemen gerecht zu werden, hat G. Siffling das
in der gleichen Reihe erscheinende Buch

STOCHASTISCHE GRUNDLAGEN DES KALMAN-BUCY-FILTERS
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Zufallsprozesse

geschrieben. Es bildet mit dem vorliegenden, von K. Brammer

verfaBBten Buch

KALMAN-BUCY-FILTER
Deterministische Beobachtung und Stochastische

Filterung

eine inhaltlich abgestimmte Einheit.

Im Grundlagenband wird zundchst in knapper Form die Beschreibung
dynamischer Systeme durch Zustandsvariable behandelt. Der Haupt-
teil fiihrt den Leser dann auf elementarem Wege in die Wahrschein-
lichkeitsrechnung und in die Theorie der Zufallsprozesse ein,
wobei keinerlei Vorkenntnisse auf diesem Gebiet vorausgesetzt
werden. SchlieBlich wird gezeigt, wie sich die Eigenschaften

eines Zufallsprozesses bei der Ubertragung durch ein lineares
System verdndern und wie diese verdnderten Eigenschaften berechnet
werden konnen.

Der Inhalt jedes der beiden Biicher wird durch einen von K. Brammer
verfaBten Anhang iiber Matrizenrechnung erginzt.

Urspringlich sollte der gesamte Stoff in einem einzigen Band er-
scheinen. Die nun vorgenommene Teilung hat aber zwei Vorteile:

1. Der mit den Grundlagen bereits vertraute Leser braucht nur
das zweite Buch zu kaufen.

2. Das erste Buch bringt die stochastischen Grundlagen so aus-
fihrlich und geniigend allgemein, daf es auch als eigenstin-
diges Lehrbuch Verwendung finden kann.

Um aber das gemeinsame Konzept des Entstehens, die Begriindung
fir die Auswahl der Grundlagen und die inhaltliche Abstimmung
beider Biicher auch #HuBerlich in Erscheinung treten zu lassen,
werden die gemeinsamen Verfasser der Gesamtarbeit sowie der
Passus "Kalman-Bucy-Filter" auf beiden Biichern genannt.
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Am Zustandekommen eines Buches sind aber nicht allein die Autoren

beteiligt. Wir mdchten uns daher bei all denen bedanken, die beim

Entstehen der beiden Bilicher mitgeholfen haben. Zundchst gilt unser
Dank der Geduld und Nachsicht der Herausgeber der Reihe "Methoden

der Regelungstechnik". Vor allem aber schulden wir Herrn Professor
Follinger Dank. Ohne seine stete Ermutigung und tatkraftige Unter-
stitzung hitte diese Buchidee nicht verwirklicht werden kdnnen.

Wir bedanken uns bei Frau Rita Bellm, die das schwierige Manuskript
in so sorgfédltiger Weise mit der Maschine geschrieben hat, bei

Frau Ilse Kober fir das Anfertigen der Zeichnungen sowie bei Herrn
Dr. Erich Ziegler, der das miihsame Erstellen des Stichwort-Ver-—
zeichnisses ibernommen hat.

Minchen Im Oktober 1974 Karlsruhe

/(%mwuf quw'“c\



1. Die Beobachtung des Zustandsvektors

1.1 Einleitung

Naturwissenschaftler und Ingenieure sind von alters her an der
Erfassung ihrer physikalischen bzw. technischen Umwelt inter-
essiert. Um einen bestimmten Vorgang in seinem Wesen erkldren
zu kdnnen, miissen die zugrunde liegenden GesetzmiBigkeiten
durch Versuche und Beobachtungen aufgespiirt und in die Form
mathematischer Modelle gebracht werden. Einer der gréfiten
Fortschritte auf diesem Gebiet war die Einfiihrung dynamischer
Modelle, die mit der Entdeckung der bekannten Gesetze von
Newton begann. Das Ziel der Modellbildung ist gewdhnlich,
quantitative Aussagen iiber das Verhalten des betrachteten
Systems zu gewinnen, sei es zur Beschreibung eines in der
Gegenwart ablaufenden Vorganges oder zur Vorhersage zukiinftiger

Ereignisse und Versuche.

Im Laufe der Zeit wurden die mathematischen Modelle der
physikalischen Umwelt immer mehr verfeinert. In gleichem

MaBe stiegen die Anforderungen an die Genauigkeit der MeB-,
Schdtz- und Vorhersageverfahren filir die interessierenden
GroBen. Als beispielsweise im Jahre 1801 der erste, gerade
entdeckte Planetoid Ceres in der Sonnenstrahlung verloren
ging, nachdem er nur auf einem Vierzigstel seiner Umlauf-
bahn beobachtet worden war, versuchten es die Astronomen
vergeblich, ihn jenseits der Sonne wieder zu orten. C.F. GauB
jedoch gelang es, die Bahn von Ceres mit Hilfe seiner 1795
entwickelten Methode der kleinsten Quadrate so genau zu be-
stimmen, daB der Planetoid wiedergefunden werden konnte [1l.1].

Die Methode der kleinsten Quadrate, die im einfachsten Sonder-
fall den algebraischen Mittelwert liefert, ist das klassische
Verfahren fiir den systematischen Ausgleich zufallsbedingter
MeBfehler (Ausgleichsrechnung). Bereits im Jahre 1821 gab GauB
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auch noch eine rekursive Variante an, die es ermdglicht, einen
zuvor errechneten Schidtzwert nach Eintreffen eines zusitzlichen
MeBwertes zu korrigieren, ohne die gesamte Rechnung von vorne
an wiederholen zu miissen [1.2]. Dieses Konzept ist 1950 von
Plackett wieder aufgegriffen und auf mehrere gleichzeitige
Zusatzmessungen verallgemeinert worden [1.3].

Im vorliegenden Kapitel wird die Beobachtungsaufgabe im rege-
lungstechnischen Sinne wie {iblich so formuliert, daB der un-
zugdngliche Zustandsvektor einer Regelstrecke auf Grund von
Messungen der AusgangsgriBen abgeschitzt werden soll. StorgréBen
am Eingang der Strecke werden bei der Beobachtungsaufgabe nicht
beriicksichtigt; MeBfehler bei den AusgangsgriBen werden zwar
einbezogen, aber nicht spezifiziert. Insofern ist dieses Problem
ein Vorldufer und Sonderfall der Filteraufgabe.

Die Behandlung geschieht durchgehend im Zustandsraum, wobei

die von Kalman ausgearbeiteten Begriffe der Beobachtbarkeit,
der Dualitdt und der Steuerbarkeit ebenfalls erklirt werden
(1.4], [1.5]. Die wesentlichsten Ergebnisse dieses Kapitels
sind die Beobachtungsgesetze in den verschiedenen Formen, die
die L8sung der Beobachtungsaufgabe bilden. Kontinuierliche und
diskrete Zeit wird dabei gleichermaBen beriicksichtigt. Es wird
gezeigt, daB die Schitzung des Zustandsvektors durch blockweise
Verarbeitung kumulierter MeBgroBen in den Rahmen der GauBschen
Ausgleichsrechnung gestellt werden kann, und daB die Kalmansche
Beobachtbarkeitsmatrix eine dem Problem entsprechende GauBsche
Normalmatrix ist.

Die kumulativen Beobachtungsgesetze fiir kontinuierliche und
diskrete Zeit haben die Form von Integralen bzw. Summen. Diese
lassen sich in geeigneter Weise zu Systemen von Differential-
bzw. Differenzengleichungen umformen, so daB nun Beobachtungs-
gesetze flir die rekursive Verarbeitung sequentiell eintreffen—
der MeBwerte gegeben sind. Das Interesse fiir diese Form der
Beobachtung und Schétzung stieg Ende der 50er Jahre sprunghaft
an. Einerseits entstand damals ein einschldgiger Bedarf durch
die aufkommende Raumfahrt und andererseits boten die inzwischen
entwickelten, leistungsstarken Digitalrechner die Moglichkeit,
die rekursive Schitzung in Echtzeit auszufiihren. In diesem
Zusammenhang vollzog sich auch ein Wandel in der Auffassung
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von Beobachtern bzw. Filtern: Sie wurden nicht mehr als
Frequenzginge oder Ubertragungssysteme gesehen wie noch zu
Zeiten von Wiener, Bode und Shannon, sondern als Rechenalgo-
rithmen zur Echtzeitberechnung von GauBschen, GauB-Markoffschen
bzw. Minimum-Varianz-Schitzwerten, von bedingten Erwartungs-

werten oder sogar ganzer bedingter Verteilungen.

Die rekursiven Beobachtungs- und Filtergesetze in der Form von
Differential- bzw. Differenzengleichungen lassen sich unmittel-
bar hardware- oder softwaremdBig realisieren. Sie sind auch fiir
zeitvariable Regelstrecken und endliche Beobachtungsintervalle
gliltig. Zahlreiche Anwendungen der Beobachtungs- und Filter-
technik, insbesondere bei der Bahnbestimmung von Luft-, Raum-
und Unterwasserfahrzeugen, belegen die praktische Bedeutung
dieser Theorie. Die ersten Anwendungen sind in [1.6] und (1.7]
beschrieben.

Die Filteraufgabe ist eine Verallgemeinerung der in diesem
Kapitel als Vorstufe behandelten Beobachtungsaufgabe. Bei der
Filterung werden die stochastischen Stdrgrofen und MeRfehler
explizit beriicksichtigt. Das Filter hat die gleiche Struktur
wie der entsprechende Beobachter. Der Unterschied besteht
darin, daB die Verstdrkungsgrade des Filters optimal bezlig-
lich der gegebenen statistischen Eigenschaften der stochasti-
schen Stor- und MeBgerdusche sind, wdhrend die Verstarkungs-
grade des Beobachters nach anderen Gesichtspunkten ausgewidhlt
werden kdénnen. Wir kommen auf die Filteraufgabe im 2. Kapitel
zuriick.

1.2 Die Beobachtungsaufgabe

In der Regelungstechnik entstand der Bedarf an Schiatz- und
Filterverfahren in besonderem MaBe, als die moderne Theorie

der optimalen Regelung entwickelt wurde. Die Regelgesetze,

die sich nach Anwendung der Variationsrechnung (Carathéodory
[1.8]), des dynamischen Programmierens (Bellman , [1.9]) und

des Maximumprinzips (Pontryagin [1.10]) ergeben, verlangen
gewohnlich die Riickfiilhrung des gesamten Zustandsvektors der
Regelstrecke. Die klassische Riickfithrung der'AusgangsgrBBe
allein reicht nun nicht mehr aus. Vielmehr entsteht das Problem,
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aus der oder den gemessenen AusgangsgroBen den Zustandsvektor
der Strecke zu bestimmen. Sind StdrgroBen und MeBgeridusche
dabei so geringfiligig, daB sie beim Entwurf keine wesentliche
Rolle spielen, dann sprechen wir von einem Beobachtungsproblem,
andernfalls von einem Filterproblem. In diesem Abschnitt wird
das Beobachtungsproblem mathematisch formuliert und erértert.

Die Beobachtungsaufgabe: Gegeben sei ein dynamisches System

in der Form

A
ot

x(t) = A(E)x(t) + B(t)u(t) fg (1.1a)

[

x(t) = C(t)x(t) (1.1b)

Dabei ist x der n-dimensionale unbekannte Zustandsvektor,

u der p-gliedrige bekannte Stellvektor und Y der Vektor der

m simultan gemessenen AusgangsgroBen; A, B und C sind ent-
sprechend dimensionierte, gegebene Matrizen (Bild 1.1, oberer
Teil). Gesucht ist ein Schitzwert fiir E(to) oder x(t).

Anmerkung: Die Kenntnis von z(to) bzw. von x(t) ist beim
Beobachtungsproblem im Prinzip dquivalent, denn der eine Zu-
stand 148t sich jeweils durch Vorwirts- bzw. Riickwirtsinte-
gration der Dgl. (l.la) aus dem anderen errechnen.—

Die LSsung der Beobachtungsaufgabe ist trivial, wenn die MeB-
matrix C(t) quadratisch-regulir ist, denn dann gilt offenbar

x(t) = c7H(e)g(e). (1.2)

Dieser Fall kommt z.B. vor, wenn geniigend Sensoren zur Er—
fassung sdmtlicher Zustandsvariablen der Strecke eingesetzt
werden kdnnen und systematische und zufdllige MeBfehler

vernachldssigbar sind.

Abgesehen davon, daB in der Praxis jeder zusitzliche Sensor
neue Kosten verursacht, ist eine quadratisch-reguldare MeB-
matrix in den meisten Fidllen iiberhaupt nicht realisierbar.
Flir Strecken mit weniger AusgangsgrdBen als Zustandsvariablen
miissen daher andere Beobachtungsverfahren gefunden werden.

Der n#chstliegende Gedanke ist, die AusgangsgriBe y(t) geniigend
Oft zu differenzieren und die Matrix C durch Anfiligen entsprechen-
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der Zeilen solange zu vergrdBern, bis eine reguldre Matrix bei-
sammen ist. Um das Wesentliche dabei zu erkennen, geniigt es
hier, ein System n-ter Ordnung mit konstanten Parametern und

einer Eingangs- und einer AusgangsgroBe zu betrachten:

x(t) = A x(t) + b u(t) (1.%a)

(%) ' (1.3p)

n
o
1%
PAN
o
o

Die Gleichung (1.3b) wird nun wiederholt nach t abgeleitet,
wobei X jedesmal gemdB (l.3a) substituiert wird:

y o= =c'x
y o=c'x =c'Ax +c'bu
5 -cAk+cbd =cA’x +ehbu+chi
: . |
(n-1) o . (1)
T =2 e =A™y s e'a 2 p u

(1.3¢)

Anmerkung: Dieses Vorgehen 1&8t sich auch bei dem allgemeinen
System (1.1) durchfiihren, wobei die Produktregel der Differential-
rechnung anzuwenden ist. Ausreichende Differenzierbarkeit der
Matrizen A(t), B(t) und C(t) muB allerdings vorausgesetzt

werden. Das Ergebnis enthilt auBer den obigen Termen noch

Glieder mit den Ableitungen von A, B und C (siehe Gl. (1.25)).-

Die Zeilenvektoren, die beim Gleichungssystem (1.3c) im Skalar-
produkt mit x stehen, werden zu einer nxn-Matrix aufgeschichtet,
wihrend alle bekannten GroBen auf die andere Seite gebracht

werden:
[ e’ ] B |
c'A y(t) - ¢'b ult)
. l{(t) = s (lv}d)
-1 n-2 ) ]
Y (ny )(t) - 9'5“-2-1_(33@
L i=0
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Wenn die Matrix links von x(t) reguldr ist, 1dBt sich diese
Gleichung nach x(t) aufldsen. Andernfalls ist die Berechnung
von x prinzipiell unméglich, wie spdter im Abschnitt iiber
Beobachtbarkeit ausgefiihrt wird. Dort wird auch gezeigt, daB
es unmdglich ist, durch weiteres Ableiten bzw. Anfiigen der
Zeilen g'éﬁ, g'§?+l usw. zusdtzliche linear unabhingige
Gleichungen fiir x zu gewinnen (Cayley-Hamilton-Theorem).

Im iibrigen ist gegen diese Methode vom rein theoretischen
Standpunkt aus wenig einzuwenden. Bei Systemen hoherer Ordnung
(n = 3) ist sie aber praktisch kaum realisierbar, weil durch
das wiederholte Differenzieren selbst ganz geringe MeBgerdusche
unzulidssig verstarkt wiirden, wdhrend Unstetigkeiten in der
StellgroBe u und ihren Ableitungen schnell zur Sdttigung der
Differenzierglieder fiihren wiirden. AuBerdem tragen die bisher
vernachlidssigten, eingangsseitigen Stérgrdfen ihre Ableitungen
in #hnlicher Weise wie u zur rechten Seite der Gl.(1.3d) bei
und wiirden, da sie nicht erfaBbar sind, das Ergebnis weiter
verschlechtern.

Als niachstes Konzept zur Losung der Beobachtungsaufgabe unter-
suchen wir die Verwendbarkeit eines Modells der Regelstrecke.
Die Losung der Dgl.(l.la) hat bekanntlich die allgemeine Form
t
x(6) = (6,50)x(ty) + [ @ (5,7)B(r)ur)ar (1.4)
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Dabei ist ?(t,to) die Transitionsmatrix zu A(t), siehe [1.20].
Die LOsung setzt sich additiv aus einem freien und einem er-
zwungenen Anteil zusammen. Wenn das System geniligend stabil ist,
klingt die freie Ldsung Q(t,to)z(_(to) bald ab, und der Zustand
x(t) wird danach nur noch durch die erzwungene Losung

tﬁy(t,r)g(r)g(r)dr bestimmt. Dieser Ldsungsanteil 1&B8t sich

%o

z.B. durch ein Modell der Strecke erzeugen, das die Anfangs-
bedingung null erhdlt und mit der gleichen StellgrdBe wie die
Strecke beaufschlagt wird. Der Beobachter hat demnach die Form:

£ X)) = AGE)R(E) + B()u(t), x(ty) = 0 (1.5)

Dabei ist g(t) der Schatzwert fir x(t), Bild 1.1 . Von der
AusgangsgroBe y(t) wird offenbar keinerlei Gebrauch gemacht.



