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Vorwort

Der vorliegende Band stellt eine Ergdnzung zu meinem Buch
"Elementare Einfiihrung in die angewandte Statistik" (vieweg
studium - Basiswissen, Bd. 27) dar. In dem Statistik-Band
konnten aus Platzgriinden keine Ubungsaufgaben aufgenommen
werden. Da jedoch im Fach Statistik das Rechnen von Ubungs-
aufgaben unumganglich ist, erfiille ich hiermit die vielen
Winsche aus dem Leserkreis nach geeigneten Ubungsaufgaben.

Die Gliederung wurde nach dem Statistik-Buch vorgenommen. Zu
jeder der 140 Aufgaben ist ein fast vollstandiger LOosungsweg
angegeben. Dabei wird groBer Wert auf die Modellvorausset-
zungen und die Interpretation der Ergebnisse gelegt.

Fr1. S. Reichelt danke ich fir das sorgfdltige Schreiben der

Druckvorlage. SchlieBlich danke ich fiir kritische Bemerkungen
und Verbesserungsvorschldge aus dem Leserkreis.

Stuttgart-Hohenheim, im Marz 1983

Kar1l Bosch
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1. Beschreibende Statistik

® AUFGABE 1

Bei einem Eignungstest war ein Eignungsgrad von 0 bis 10 zu
erreichen. Dabei ergaben sich folgende Werte:

Eignungsgrad| O 1 2 3 - 5 6 7 8 9|10
Haufigkeit 1 5 8112 | 15|17 |14 ] 12 7

Bestimmen Sie folgende GroBen der Stichprobe

den Mittelwert;
den Median;

a)

b)

c) die Standardabweichung;

d) die mittlere Abweichung beziiglich des Mittelwerts;
e)

die mittlere Abweichung beziiglich des Medians.

® AUFGABE 2

Bestimmen Sie mit Hilfe einer geeiagneten Transformation
Mittelwert, Median und Streuung der folgenden Stichprobe

x| 100 | 350 l 600 l 850| 1100 | 1350 |1600 l 1850 |21oo |2350|
nlt 3l s Te]l sl 7] s ] 31l 2
o AUFGABE 3

Die Verkaufspreise (in DM) eines bestimmten Artikels betragen
in 7 Kaufhdusern 190, 210, 195, 209, 199, 189, 215.

a) Berechnen Sie den Mittelwert und den Median der Stichprobe.
b) Wie d@ndern sich Mittelwert und Median, falls in einem ach-
ten Kaufhaus der Artikel zu 149 DM angeboten wird?

® AUFGABE 4

Von einer Stichprobe vom Umfang n=30 wurde der Mittelwert
y=15,8 und die Streuung Sy=3’5 berechnet. Nachtrdglich stellte
sich heraus, daB die beiden Stichprobenwerte x31=16,5 und
x32=18,3 bei der Rechnung vergessen wurden. Wie lautet x und
Sy flir die gesamte Stichprobe vom Umfang n=327?



2 Aufgaben

® AUFGABE 5

Ii einer Stichprobe x sollen nur die Merkmalswerte xf=0 und
x,=1 vorkommen, wobei die Hdufigkeiten hy und h, nicht bekannt
sind. Man kennt jedoch die Parameter x=0,5 und 5. =1J3.
Berechnen Sie hieraus die beiden Haufigkeiten.

® AUFGBABE 6

Ein Unternehmen besteht aus 8 Betrieben. Die Anzahl der Be-
schdaftigten und deren monatliche Durchschnittseinkommen seien
in der folgenden Tabelle zusammengestellt

Anzahl der monatlicher Durch-
Betrieb Beschdaftigten schnittsverdienst
1 150 2150
2 235 2345
3 780 2574
4 578 2830
5 148 3115
6 640 2640
7 374 2960
8 295 3250

Berechnen Sie daraus

a) die gesamte Lohnsumme, die das Unternehmen pro Monat bezah-
len muB;
b) den monatlichen Durchschnittsverdienst aller im Unternehmen

Beschaftigten.

® AUFGABE 7

In einer Automobilfabrik wurden die Hochstgeschwindigkeiten von
400 kraftfahrzeugen eines bestimmten Typs gemessen. Dabei er-
gaben sich folgende MeBergebnisse

Hochstgeschwindigkeit (km/h) absolute Haufigkeit
135 < x < 140 18
140 < x < 142 38
142 < x < 144 82
144 < x < 146 105
146 < x < 148 89
148 < x < 150 46
150 < x < 155 22

a) Zeichnen Sie ein Histogramm,
b) Geben Sie einen Bereich an, in dem der Mittelwert x der



1. Beschreibende Statistik 3

Stichprobe liegt. Bestimmen Sie Naherungswerte fir den Mit-
telwert x und den Median X.

® AUFGABE 8

Bei der Messung von 250 Widerstdnden ergaben sich folgende

Werte
Widerstand Haufigkeit a) Zeichnen Sie ein Histo-
(94;95] 2 gramm .
(95;96] 4 b) Geben Sie Schdtzwerte fiir
gg?ég;% ég Mittelwert, Median und
(983;99] 33 Streuung der Stichprobe an.
(ﬁggi%g?% 3; c) Geben Sie Ober-und Unter-
(101;102] 42 grenzen fir den Mittelwert
E%gg;%gz} 58 und den Median der Stich-
(1055106 ] / prope an-
® AUFGABE 9

Die Altersverteilung derjenigen Personen, die im Jahre 1980 in
der Bundesrepublik Deutschland gestorben sind, ist in der nach-
folgenden Tabelle nach Geschlecht getrennt dargestellt

(Ouelle: Stat. Jahrbuch 1982)

Alter mannlich weiblich
0 - 1 ... 4 455 3 366
1 = 5 soowua 801 647
5 -10 .....| 677 404
10 - 15 .....| 830 487
15 - 20 .....| 3 114 1 147
20 - 25 ... 3 562 1 058
25 = 30 iuwewwy 2 848 1 218 .
30 - 35 ......, 2 963 1 472
35 - 40 ...... 4 732 2 376
40 - 45 ..... | 8 564 4 011
45 - 50 ...... 10 903 5 237
50 - 55 ...... 16 020 8 181
55 = 60 c.wesd 20 380 13 810
60 - 65 ...... 19 751 14 182
65 - 70 ...... 43 560 32 834
70 - 75 ... 61 700 53 893
75 - 80 ...... 66 049 71 968
80 - 85 ......| 44 658 74 262
85 - 90 ...... 22 487 51 312
90 und mehr .. 9 961 24 237
Insgesamt 348 015 366 102




4 Aufgaben

a) Zeichnen Sie die entsprechenden Histogramme.

b) Berechnen Sie Naherungswerte fiir die jeweiliaen Mittelwerte
und Streuungen. Als Mittelwert der obersten Klasse setze man
95.

c) Um wieviel d@ndern sich die Mittelwerte, wenn man als Klassen-

mitte der obersten Klasse 92,5 wahl1t?

® AUFGABE 10

Die Altersverteilung derjenigen Personen, die in der Bundesre-
publik Deutschland im Jahre 1980 als ledige geheiratet haben,

ist  in der nachfolgenden Tabelle nach Geschlecht getrennt dar-

gestellt (OQuelle: Stat. Jahrbuch 1982)
Manner Frauen

unter 18 ..... 165 unter 16 ..... 112
18 - 19 ..... 2 885 16 - 17 ..... 1 910
19 = 20 wwass 10 364 17 - 18 ..... 5 420
20 = 21 saess 16 834 18 = 19 auin. 25 007
21 - 22 ..... 22 301 19 = 20 wuws. 31 750
22 - 23 ..... 28 348 20 - 21 ..... 38 684
23 - 24 ..... 31 406 21 - 22 ..... 38 260
24 - 25 ..., 31 124 22 - 23 ..... 34 126
25 = 26 waies s 28 928 23 = 24 ... 28 276
26 = 27 v 24 991 24 - 25 ..... 22 633
27 - 28 ..... 20 849 25 - 26 ..... 17 622
28 - 29 ..... 16 660 26 - 27 ..... 13 114
29 - 30 ..... 12 913 27 - 28 ..... 9 607
30 = 31 ... 10 425 28 = 29 siws s 7 035
31 - 32 ..... 7 970 29 - 30 ..... 5 305
32 - 33 ..... 5 667 30 - 31 ..... 3 987
33 - 34 ..... 4 325 31 - 32 ..... 2 861
34 = 35 i 2 759 32 = 33 54 1 921
35 = 40 s.:s 10 193 33 - 34 ..... 1 490
40 - 45 ... .. 4 377 34 - 35 ..... 974
45 - 50 ..... 1 221 35 - 40 ..... 3 681
50 « 55 wieus 510 40 - 45 .. ... 2 112
55 - 60 ..... 206 45 = 50 sies s 1 208
60 - 65 ..... 108 50 - 55 ..... 952
65 - 70 ..... 99 56 - 60 ..... 728
70 und mehr 106 60 - 65 ..... 260
65 = J0 s 164
Insgesamt 295 734 70 und mehr 71
Insgesamt 299 270

Zeichnen Sie jeweils ein Histogramm und bestimmen Sie Ndhe-

rungswerte fir das mittlere Erstheiratsalter der Mdnner bzw.

Frauen und fiir die entsprechenden Standardabweichungen.
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® AUFGABE 11
Gegeben ist die Stichprobe
x = (33;1544532;6585451:5)

a) Zeichnen Sie die (empirische) Verteilungsfunktion der Stich-
probe.
b) Bestimmen Sie graphisch den Median der Stichprobe.

® AUFGABE 12

Bei einem Landwirt ferkelten im Jahr 25 Sdue. Die Anzahl der
Ferkel pro Wurf sei in der nachfolgenden Tabelle zusammenge-
stellt

*

Xk hy
5 1
7 3
8 6
9 7
10 5
11 2
14 1

a) Zeichnen Sie die (empirische) Verteilungsfunktion der Stich-
probe.

b) Berechnen Sie Mittelwert und Streuung der Stichprobe.

c) Bestimmen Sie aus der Verteilungsfunktion graphisch den Me-
dian der Stichprobe.

e AUFGABE 13

Lassen sich aus der (empirischen) Verteilungsfunktion F(x) die
absoluten Hiufigkeiten der Merkmalswerte berechnen?

e AUFGABE 14

X = (xl’XZ""’Xn) sei eine beliebige Stichprobe. Zeigen Sie,

dap fiir c=x die Quadratsumme
n
Z (X1 = €)%
i1

am kleinsten ist.



6 Aufgaben

2. Zufallsstichproben

® AUFGABE 1

Die Teilnehmer an der Fernsehsendung Pro und Contra werden aus
dem Telefonbuch der Stadt Stuttgart zufdllig ausgewahlt. Han-
delt es sich bei diesem Auswahlverfahren um eine reprasentative
Stichprobe der Stuttgarter Bevolkerung?

® AUFGABE 2

In einer Schule soll fiir eine bestimmte Reise ein Schiiler zu-
fallig ausgewdhlt werden. Das Auswahlverfahren wird folgender-
maBen durchgefiihrt: Zundchst wird eine Klasse zufdllig ausge-
wahlt und daraus anschlieBend ein Schiiler. Ist dieses Auswahl-
verfahren gerecht, d.h. hat jeder Schiiler der Schule die
gleiche Chance, ausgewdhlt zu werden?

e AUFGABE 3

Nach dem statistischen Jahrbuch 1982 lebten im Jahre 1980 in
der Bundesrepublik Deutschland durchschnittlich 29,417 Mio
Manner und 32,149 Mio Frauen. Kann daraus geschlossen werden,
daB allgemein mehr Frauen als Mdnner geboren werden?

® AUFGABE 4

Bei einer Meinungsumfrage liber den Koalitionswechsel einer be-
stimmten Partei kritisierten 41% der befragten Personen diesen
Wechsel. Konnen daraus Schliisse fir den Stimmenanteil dieser
Partei bei der ndchsten Wahl gezogen werden?

® AUFGABE 5

An einem Auslosungsverfahren fir 1 000 Studienpldtze fir Medi-
zin nahmen sechs Abiturienten der gleichen Schule teil. Sie
erhielten die Platznummern 601, 610, 623, 680, 910, 941. Die
Chancengleichheit der Auslosung wurde von ihnen angezweifelt
mit dem Hinweis, daR 4 bzw. 2 von ihnen in der gleichen Hundertergruppe
sind. Sie meinten, bei einer gleichwahrscheinlichen Auslosung miiSten die

6 Zahlen gleichmdBiger verteilt sein. Ist dieser Einwand richtig?



3. Parameterschatzung

® AUFGABE 1

Zur Schdtzung einer unbekannten Wahrscheinlichkeit p=P(A)

werde ein Bernoulli-Experiment vom Umfang n durchgefiihrt. Be-
stimmen Sie den minimalen Stichprobenumfang n so, daB fiir die
Zufallsvariable der relativen Haufigkeit Rn(A) des Ereignisses

A 9Tt (IR, () - bl > 0,01) s 0,05

a) falls liber p nichts bekannt ist,
b) falls p=<0,25 bekannt ist.
Interpretieren Sie die Eragebnisse!

® AUFGABE 2

Von einer Zufallsvariablen X sei der Erwartunaswert Mo bekannt,
nicht jedoch die Varianz o?. Zeigen Sie, daf im Falle unabhan-
giger Wiederholungen Xi die Schdatzfunktion

=1

n
_Zl(Xi - uo)2 erwartungstreu fir o? ist.
1=

® AUFGABE 3

Ein Betrieb besteht aus zwei Werken mit 1450 bzw. 2550 Beschaf-
tigten. Einige Tage vor einer geplanten Urabstimmung iliber ein-
en moglichen Streik mdochte die Betriebsleitung den relativen
Anteil p der Streikwilligen im gesamten Betrieb schdatzen. Dazu
werden im Werk 1 ny und im Werk 2 n, Personen zufdllig ausge-
wahlt. Die Zufallsvariablen X1 bzw. Xy beschreiben die rela-
tiven Anteile der Streikwilligen in den beiden Stichproben.

a) Bestimmen Sie die Konstanten <1 und c, SO, daB cl-i +c2-X2
eine erwartungstreue Schdtzfunktion fir p ist.

b) Schatzen Sie p aus §1=0,28 und §2=0,51

c) Wann ist %(il+iz) erwartungstreu fir p?

® AUFGABE 4

Die (stoch.) unabhdngigen Zufallsvariablen X und Y seien
N(ul,oi) - bzw. N(uz,oé)—verteilt, wobei die Varianzen bekannt
sind.



Aufgaben

Zur Schdtzung von My bzw. Uo werden aus zwei unabhdngigen
Stichproben vom Umfang n, bzw. n, die Mittelwerte
iy n
1 - 1 2 s s
- .l x; bzw. y == ]y  benutzt, wobei die Ge-
1 i=1 2 k=1

samtzahl n=n,+n, fest vorgegeben ist. Wie miissen ny und n,
gewdhlt werden, damit die Schidtzfunktion X-Y die kleinste
Varianz besitzt?

X =

Zahlenbeispiel: o5 = 40} , n = 300

AUFGABE 5

a) Welche Bedingungen miissen die Koeffizienten oy erfiillen,

damit bei unabhd@ngigen Wiederholunaen Xi
n
T = izl a; Xy
eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir den Erwartungswert
v o= E(Xi) ist?
b) Wann hat die erwartungstreue Schdtzfunktion T minimale Va-
rianz?

AUFGABE 6

Eine geometrisch verteilte Zufallsvariable X besitze die unab-
hdangige Stichprobe (kl’kZ"“’kn)' Bestimmen Sie hieraus fir
den unbekannten Parameter p dieser geometrischen Verteilung
die Maximum-Likelihood-Schatzung.

AUFGABE 7

Die Dichte einer Zufallsvariablen besitze die Gestalt
‘ Ji fir 0sx<cvZ

sonst

wobei die Konstante ¢ nicht bekannt ist. Bestimmen Sie aus der

Stichprobe (xl’XZ""’xn) die Maximum-Likelihood-Schdatzung fir

den unbekannten Parameter c.
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® AUFGABE 8

Eine Grundgesamtheit sei im Intervall [a,b] gleichmdBig ver-
teilt, wobei die Parameter a und b nicht bekannt sind.

a) Bestimmen Sie filir diese Parameter die Maximum-Likelihood-
Schatzungen.

b) Zeigen Sie, daB diese Schatzungen konsistent und asympto-
tisch erwartungstreu sind.

® AUFGABE 9

Die Zufallsvariable X sei im Intervall [u-1/2;u+1/2] gleich-

mdRig verteilt. Zeigen Sie, daB bei einer Stichprobe vom Um-

fang n die Zufallsvariable %(Xmin+xmax) eine erwartungstreue
Schatzfunktion fir den Parameter p ist.

e AUFGABE 10

Gegeben sei eine normalverteilte Grundgesamtheit mit bekanntem
Erwartungswert Yo und unbekannter Varianz o?.

a) Bestimmen Sie die Maximum-Likelihood-Schdtzung fir o?.

b) Leiten Sie in Abhdngigkeit des Stichprobenumfangs n ein
Konfidenzintervall fiir o? zur Konfidenzzahl y ab. Benutzen
Sie dabei die Eigenschaft, daf die Quadratsumme von n un-
abhdangigen N(0;1)-verteilten Zufallsvariablen Chi-Quadrat-
verteilt ist mit n Freiheitsgraden.

c) Bestimmen Sie das Konfidenzintervall fir yv=0,95; u0=50 aus
einer Stichprobe vom Umfang n=10 mit x=49,5 und s2=4.

d) Bestimmen Sie aus den Angaben aus c) das Konfidenzintervall
fiir o?, falls der Erwartungswert pu nicht bekannt ist. Inter-
pretieren Sie die gewonnenen Ergebnisse.

® AUFGABE 11

Die Durchmesser der von einer bestimmten Maschine gefertigten
Stahlkugeln fir Kugellager seien ungefahr normalverteilt. Bei
einer Stichprobe vom Umfang n=30 erhdlt man einen mittleren
Durchmesser x=10,2 mm und eine Streuung s=0,62 mm. Bestimmen
Sie hieraus Konfidenzintervalle fir den Erwartungswert pu und
die Varianz o?fiir y=0,95.
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AUFGABE 12

Bei einer Reprdsentativumfrage kurz vor einer Wahl geben von
den Befragten, die zur Wahl gehen wollen, 51,5% an, sie werden
die Partei A wdhlen. Daraus schlieBt die Partei sofort, dap
sie bei der bevorstehenden Wahl mindestens 50% der Wihlerstim-
men erhalten werde. Welche Bedingung mupB erfiillt sein, damit
die Aussage der Partei mit 95%-iger Sicherheit richtig ist?

AUFGABE 13

Herr Schlau kandidiert fiir den Gemeinderat. In der Gemeinde
sind nur 955 Personen stimmberechtigt. Um eine Prognose iiber
den Stimmenanteil fiir den Kandidaten zu geben, sollen n Per-
sonen filir eine Reprdsentativumfrage ausgewdhlt werden.

Wie groB muB n mindestens sein, damit das Ergebnis mit dem
Sicherheitsgrad 95% auf 3 Prozentpunkte genau ist?

Benutzen Sie dabei einmal zur Approximation die Binomialver-
teilung und zum anderen - um n mdglichst gering zu halten -
die Varianz der hypergeometrischen Verteilung (endliche Grund-
gesamtheit!).

AUFGABE 14

Bei einer Meinungsumfrage Uber den Bekanntheitsgrad eines be-
stimmten Artikels wurde festgestellt, daB 65% der zufdllig
ausgewdahlten befragten Personen den Artikel kennen. Berechnen
Sie ein Konfidenzinte<ivall fir den Bekanntheitsgrad (in Pro-
zent) fir y=0,99, falls

a) n=1 000 , b) n=10 000 , c) n=100 000 , d) n=1 000 000
Personen befragt wurden.

AUFGABE 15

Die Zufallsvariable, welche die Leistung von Automotoren be-
schreibt, sei ungefdahr normalverteilt. Die Uberpriifung von 10
zufdllig ausgewdhlten Motoren ergab eine mittlere Leistung von
40,9 PS bei einer Standardabweichung von 3,1 PS. Bestimmen Sie
hieraus Konfidenzintervalle fir die Parameter der Normalver-
teilung zu y=0,95.
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AUFGABE 16

Ein Anthropologe untersucht einen bestimmten Volksstamm. Er
vermutet, daB die Ma@nner dieses Stammes aufgrund der Zivilisa-
tionseinflisse jetzt groRer werden als friiher. Altere Unter-
suchungen ergaben, daB die KdrpergroBe anndhernd normalverteilt
ist mit 00=15 cm.

a) Berechnen Sie unter der Annahme, daB die Streuung gleich ge-
blieben ist, wieviele Manner mindestens gemessen werden
missen, damit die Ldnge des 95%-Konfidenzintervalles fiir u
hochstens 2 cm ist.

b) 1 000 zufdllig ausgewahlte Mdnner besitzen eine mittlere
KorpergroBe von 172,5 cm. Berechnen Sie daraus ein 95%-Kon-
fidenzintervall fir u.

AUFGABE 17

Um die Anzahl der Fische in einem Teich zu schdtzen, wird fol-
gendes Verfahren gewdhlt: Es werden 250 Fische gefangen, ge-
kennzeichnet und wieder in den Teich zuriickgebracht. Nach eini-
ger Zeit werden 150 Fische gefangen. Darunter befinden sich

22 gekennzeichnete. Bestimmen Sie hieraus einen Schdatzwert so-
wie ein Konfidenzintervall fiir die Gesamtzahl der Fische im
Teich zu y=0,95.

o AUFGABE 18

Die Zufallsvariable X sei Poisson-verteilt. Leiten Sie mit
Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes ein (zweiseitiges) Konfi-
denzintervall filir den Parameter X her.

® AUFGABE 19

Die Anzahl der Anrufe pro Minute in einer Telefonzentrale
wahrend einer gewissen Tageszeit sei Poisson-verteilt mit dem
Parameter A. Wdahrend einer Stunde gingen 200 Anrufe ein. Be-
stimmen Sie mit Hilfe der Aufgabe 18 ein 95%-Konfidenzintervall
flir A.
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e AUFGABE 20

Die Zufallsvariable, welche die Anzahl der Tore pro Spiel in
der Bundesliga beschreibt, sei ungefdhr Poisson-verteilt mit
dem Parameter X. In der Saison 1981/82 bestand die Bundesliga
aus 18 Mannschaften, wobei jede Mannschaft gegen jede zweimal
spielte. Insgesamt wurden 1 081 Tore geschossen. Berechnen Sie
hieraus mit Hilfe von Aufgabe 18 ein Konfidenzintervall fir A
zur Konfidenzzahl y=0,95.

® AUFGABE 21

Die Zufallsvariable X sei in [0;a] gleichmd@Big verteilt. Be-
rechnen Sie mit Hilfe der TestgrofRe Xmax ein Konfidenzintervall
fir den Parameter a.

Zahlenbeispiel: n = 100 ; Riay = 9,99 3 y= 0,95

® AUFGABE 22

Die Zufallsvariable X sei in [0,a] gleichmdBig verteilt.

a) Zeigen Sie: Bei einem Stichprobenumfang n ist 3%1x

ma x

eine erwartungstreue Sc?étzfunktion fir den Parameter a
. 2 ,n+1l - a

mit D%( n Xmax) n-(n+2

b) 2:X ist ebenfalls eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir a.
Welche der beiden Schdtzfunktionen ist wirksamer?

e AUFGABE 23

Die Zufallsvariable X sei in [u-1/2;u+1/2] gleichmdBig ver-
teilt. Zeigen Sie, daB Z = XmaX - % + E%T eine erwartungstreue
Schatzfunktion fiir den Parameter u ist mit D2(Z) = —— N |
(n+1)2-(n+2)
® AUFGABE 24

Die Zufallsvariable X sei in [a,b] gleichmdBig verteilt. Dann
; _ X-a . . s .

ist Y = g7 in [0,1] gleichmdBig verteilt.

1.) Zeigen Sie, daB bei einer Stichprobe vom Umfang n fiir

- 14 -1 - 3
Z = Ym_ln + Ymax g]]t. E(Z) =1 5 DZ(Z) = m—ﬂ .

235 Bestimmen Sie hieraus den Erwartungswert und die Varianz

- . 1
der Schdtzfunktion W = ?(Xmin * %oax)-



