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Yorwort der ersten Auflage.

Die kombinatorische Topologie hat ihren ersten systematischen Nieder-
schlag in dem von Dehn und Heegaard verfaiten Artikel der Enzyklo-
pidie der Mathematischen Wissenschaften gefunden. Die exakten Be-
griffsbildungen sind hier jedoch nur bis zur dritten Dimension durchgefiihrt,
und der Erweiterung des Ansatzes auf Komplexe hoherer Dimension haben
gich erhebliche Schwierigkeiten in den Weg gestellt. Es ist wesentlich das
Verdienst von M. A. H. Newman, diese Kluft durch eine Theorie der
Simplizialkomplexe iiberbriickt zu haben. Er bestéitigte dabei zugleich
eine Auffassung, die in dem genannten Enzyklopédieartikel gesuBert ist:
daB die kombinatorische Topologie ein primitivster Abschnitt der Geo-
metrie ist, in welchem der Grenzwertbegriff noch keine Rolle spielt. Wie
in der nachfolgenden Einleitung néher geschildert ist, stellt sich némlich
die kombinatorische Topologie als ein wohlumrissenes Teilgebiet der Poly-
edertheorie heraus — eine Tatsache, die geeignet ist, den elementaren
Charakter der kombinatorischen Topologie zu beleuchten und eine neue
systematische Darstellung derselben zu rechtfertigen.

Bei der Fassung des Polyederbegriffs (§ 5) konnte ich an Arbeiten von
Lennes und Veblen ankniipfen. Durch die Einfiihrung in die Theorie
der Homotopieketten (§ 17), die sich bisher nur mit kombinatorischen
Methoden fassen lieBen, hoffe ich den Zugang in ein Gebiet geebnet zu
haben, das mit seinen mannigfachen Beziehungen zu Algebra und Zahlen-
theorie die Fruchtbarkeit der kombinatorischen Betrachtungsweise zeigt.
Weiteren AufschluB iiber Inhalt und Anlage des Buches geben die Ein-
leitung und die zusammenfassende Inhaltsiibersicht (S. 191).

Das Buch setzt nur wenige Vorkenntnisse aus der linearen Algebra
und der linearen Geometrie voraus.

Marburg, April 1938.



Yorwort zur zweiten Auflage.

DafB3 die neue Auflage keine wesentlichen Verianderungen gegeniiber
der ersten Auflage aufweist, liegt in der Natur der Sache. Die Defi-
nition der Polyeder durch ihre Zerlegungen in konvexe Raumstiicke und
die Begrindung der kombinatorischen Topologie der Verwandschaft
von Polyedern in Kapitel I bis IIl beruht auf so einfachen Voraus-
setzungen, daB der Aufbau nahezu zwangsldufig ist, sobald man ge-
lernt hat, mit Simplizialkomplexen umzugehen. Andererseits hat die
Aufgabe, zu entscheiden, ob Polyeder verwandt sind, in der Zwischen-
zeit keine prinzipielle Forderung erfahren und so konnte auch Kapitel
IV in seiner bisherigen Gestalt belassen werden.

Noch eine Bemerkung fiir den Leser: Das Verstindnis wird erleich-
tert, wenn man sich den Inhalt der Sitze der n-dimensionalen Geome-
trie, die im folgenden dargestellt werden, zunichst fiir die Fille n = 2
und n =3 veranschaulicht. Dies gilt auch fiir die Theorie der Sim-
plizialkomplexe in Paragraph 11 und 12, in denen es sich hauptsich-
lich um rein kombinatorische Sachverhalte handelt. Kapitel IV ist
im einzelnen nicht von Kapitel 1II abhingig und kann deswegen als
Fortsetzung von Kapitel II gelesen werden.

Marburg, Juli 1952
Kurt Reidemeister.
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Einleitung.

Einige einfache Figuren, die iiblicherweise Polygone oder Polyeder ge-
nannt werden, Dreiecke, Vierecke, Streckenziige, Wiirfel, Parallelepipede,
sind jedermann bekannte und unentbehrliche Hilfsmittel der euklidischen
Geometrie. Der allgemeine Begriff des zwei- oder dreidimensionalen Poly-
eders spielt jedoch bei der Definition dieser Figuren keine Rolle. Dreiecke
und Wiirfel werden direkt aus den geometrischen Axiomen erklart. Auch
die umfassende Klasse der konvexen Polyeder fithrt man als besondere
konvexe Bereiche, etwa als Durchschnitt endlich vieler Halbraume ein,
nicht als Polyeder mit der zusétzlichen Eigenschaft der Konvexitit. Wie
gelaufig uns auch die aus den vielen elementaren Einzelbeispielen abstra-
hierte Vorstellung ,,Polyeder* ist — dem Begriff des Polyeders fehlt zu-
nichst jene exakte Eindeutigkeit, die fiir eine systematische Untersuchung
erforderlich ist, und so sicht man sich gleich beim ersten Schritt in die
Polyedertheorie vor eine Entscheidung gestellt, die fiir den weiteren Auf-
bau folgenschwer ist.

Die hier zugrunde gelegte Definition besagt: Ein Polyeder P ist eine
Punktmenge eines linearen n-dimensionalen Raumes R", welche sich
durch die mengentheoretischen Prozesse der Durchschnitt- und Summen-
bildung aus endlich vielen Halbrdumen und linearen Unterrdumen erzeugen
14Bt. Diese Definition setzt nur die Verkniipfungs- und Anordnungsaxiome
der linearen Geometrie, nicht aber Stetigkeitseigenschaften derselbenvoraus;
sie ist eine Erweiterung der oben fiir konvexe Polyeder angegebenen. Die
Gesamtheit der Polyeder eines R" bildet einen sogenannten Mengenring —
d. h. Summe und Durchschnitt zweier Polyeder ist wieder ein Polyeder —,
und zwar den kleinsten Mengenring, welcher die simtlichen Halbraume und
linearen Unterrdume des R" enthalt.

Ein Polyeder P 1iBt sich natiirlich auf verschiedene Weise erzeugen,
und so ergibt sich aus unserer Definition die zweifache Aufgabe, den Zu-
sammenhang zwischen den verschiedenen Darstellungsweisen von P und die
von der Darstellungsweise unabhiingigen Eigenschaften von P aus einer
einzelnen Darstellung zu ermitteln. Die Losung dieser formalen Aufgabe
erfolgt durch die Untersuchung der geometrisch bedeutungsvollen Be-
randungsbeziehungen zwischen Polyedern, und zwar in zwei Etappen.

Bd. XVII: Reidemeister, Topologie der Polyeder. 1



2 Einleitung.

Zuerst wird (Kapitel I) gezeigt, daB ein d-dimensionales konvexes
Raumstiick C?, das ist der Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen

H? und einem d-dimensionalen linearen Unterraum R?¢, einen Rand be-
sitzt, der aus konvexen Raumstiicken von geringerer Dimension als d,
den Randseiten von C¢ besteht. Die (d —1)-dimensionalen Seiten
legen eine Durchschnittdarstellung von C¢ mit einer Minimalzahl

von Halbriumen fest.

Mit Hilfe der Berandungsbeziehungen zwischen konvexen Raumstiicken
lassen sich nun unter den Erzeugungsweisen beliebiger Polyeder die rand-
treuen Zerlegungen in konvexe Raumstiicke aussondern. Die Raum-
stiicke

C”ii t=12,..,0%d=0,1,...,m)
bilden eine Zerlegung von P, wenn jeder Punkt von P in einem und nur
einem C¢ vorkommt; P ist also Summe der Cf. Und diese Zerlegung ist
randtreu, wenn ein C%, das einen Randpunkt eines Cf: .enthélt, ganz
dem Rand von Cf: aﬁgehb’rt; es ist dann d, < d,. Zwei verschiedene
~ randtreue Zerlegungen desselben Polyeders gehen durch eine Folge von
‘Zweiteilungen in dieselbe Zerlegung des Polyeders iiber; bei einer Zwei-
teilung wird ein Raumstiick C¢ durch zwei Raumstiicke der gleichen Dimen-
sion C¢,, C%. und ein Raumstiick C{,; von einer um 1 geringeren Dimension
ersetzt. Damit sind auch die Eigenschaften einer randtreuen Zerlegung,
welche dem Polyeder selbst zukommen, gekennzeichnet: es sind genau die-
jenigen Eigenschaften von Zerlegungen, welche bei Zweiteilung erhalten
bleiben.

In der bisher geschilderten ersten Etappe sind Sétze iiber konvexe Punkt-
mengen. das wichtigste Hilfsmittel: in der zweiten Etappe (Kapitel II) ist
die Tatsache ausschlaggebend, daf3 die randtreuen Zerlegungen Komplexe
im Sinne der kombinatorischen Topologie sind — d. h. Systeme von Zellen,
denen je eine Dimension zugeordnet ist und zwischen denen gewisse Be-
randungsbeziehungen bestehen. Jedes Polyeder hat ein Randpolyeder, ge-
nauer ein d-dimensionales Polyeder ein (d — 1)-dimensionales Rand-
polyeder. Ein d-dimensionales Polyeder besitzt ferner bestimmte Kompo-
nenten, die ihrerseits d-dimensionale Polyeder eines R sind. Und die
(d —1)-dimensionalen Randseiten der Komponenten bestimmen eine
normierte randtreue Zerlegung des Polyeders. So findet die durch unsere
Definition gestellte formale Aufgabe ihre Losung in einer Beschreibung der
Polyeder, welche ganz der elementaren Vorstellung entspricht. Ubrigens
188t sich erst an dieser Stelle zeigen, daf ein konvexes Polyeder ein konvexes
Raumstiick ist, d. h. daB eine durch Durchschnitt- und Summenbildung
aus Halbrdumen und linearen Unterrdumen erzeugte Punktmenge, die

[y



Einleitung. 3

konvex ist, Durchschnitt gewisser Halbriume und Unterrdume ist. Die
Moglichkeit, ein d-dimensionales Polyeder eines R¢ durch seine Randseiten
zu kennzeichnen, erhellt aus dem Jordanschen Satz fiir Polyeder: Ein
Randpolyeder ist stets geschlossen, und ein endliches (d — 1)-dimensionales
geschlossenes Polyeder eines R? bestimmt genau ein endliches d-dimen-
sionales Polyeder, dessen Rand es ist. — Gleichlaufend mit dieser Be-
schreibung der Polyeder ergibt sich eine schrittweise sich verfeinernde
axiomatische Beschreibung der Zerlegungskomplexe.

Ist die bisherige Entwicklung im wesentlichen durch den Ausgangspunkt,
die Definition der Polyeder, bestimmt, so tritt fiir den weiteren Ausbau der
Theorie eine durch die randtreuen Zerlegungen vermittelte Aquivalenz-
beziehung zwischen Polyedern als maBgeblicher Gesichtspunkt hinzu
(Kapitel ITI). Zwei Polyeder heiflen verwandt, wenn sie isomorphe Zer-
legungen besitzen, d. h. Zerlegungen, deren Raumstiicke sich so einander
zuordnen lassen, dafl entsprechende Raumstiicke in denselben Bera,ndungs-
beziehungen stehen. Die Verwandtschaft ist transitiv, und Grundaufgabe
ist fernerhin, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Verwandt-
schaft aufzustellen. Die durch diese Frage gestiftete Teildisziplin der Poly-
edertheorie ist die kombinatorische Topologie. In der Tat, sind Z,
und Z, Zerlegungen der verwandten Polyeder P; und P,, so muf} die not-
wendige und hinreichende Bedingung der Verwandtschaft von P; und P,
allein durch die Komplexstruktur von Z, und Z, bestimmt sein. Der
Verwandtschaft von Polyedern entspricht daher eine rein kombinatorische
Aquivalenzbeziehung von Komplexen. Da sich konvexe Raumstiicke
in Simplizes zerlegen lassen, ist die Untersuchung simplizialer Kom-
plexe, d. h. solcher Komplexe, deren Zellen simtlich Simplizes sind,
dabei die Hauptaufgabe. Ihre Aquivalenz laBt sich nach Newman
auf eine Umformung des Zweiteilungsprozesses fiir simpliziale Kom-
plexe zuriickfithren und mit Hilfe des Verbindungspolynoms fiir
solche Komplexe sehr elegant behandeln; eine wichtige Rolle spielen
dabei die Begriffe des kombinatorischen Elementes und der kombina.-
torischen Sphéiire. Das grundlegende Ergebnis ist die Charakterisierung
der Aquivalenz von Simplizialkomplexen auf rein kombinatorischem
Wege. Das anschlieBende Kapitel berichtet iiber die wichtigsten topo-
logischen Eigenschaften der Polyeder, die Homologiegruppen, die Fun-
damentalgruppe, die Homotopiekettenringe. — Damit ist in groBen
Ziigen der Gedankengang wiedergegeben, der die Anlage des Buches
bestimmte.

1*



Erstes Kapitel.

Polyeder und Punktmengen.

§ 1. Lineare Rdume.

1-1. Geordnete Schiefkorper. Die Definition eines affinen oder line-
aren, n-dimensionalen Raumes R" erfolgt am bequemsten mit Hilfe der
Algebra.

Ein Schiefkorper K ist eine Menge von Elementen oder Zahlen «, j,
9, ..., fiur welche zwei Verkniipfungen, Addition und Multiplikation, er-
klart sind, die den folgenden Rechenregeln geniigenl): )

A.1. Die Addition ist stets ausfiihrbar, d. h. zu zwei Zahlen a, B gibt
es stets eine dritte ¢ mit

at+pf=y.

A. 2. Die Addition ist assoziativ, d. h. fiir die drei Zahlen «, §, y ist

stets
atB+9)=G@+h+v.

A.3. Es gibt ein Nullelement 0, fiir welches stets

e+ 0=04a=a
ist.

A. 4. Zu jedem Element « gibt es ein entgegengesetzt gleiches — o mit

e+ (—a)=(—a)+a=0.

A. 5. Die Addition ist kommutativ, d. h. fiir zwei Zahlen «, f ist stets

a+pf=F+a.

ZusammengefafBt besagen die Axiome A.1 bis 4.4, daB die Zahlen
des Schiefkorpers beziiglich der Addition eine Gruppe, und zwar wegen
A. 5 eine kommutative oder Abelsche Gruppe bilden.

Fiir die Multiplikation wird gefordert:

M. 1. Die Multiplikation ist stets ausfithrbar, d. h. zu zwei Zahlen «, 8
gibt es stets eine dritte y mit

af=y.

e L

1) Zur Erginzung des nachfolgenden Berichtes iiber Kérper und Sahlefkérpr,
vgl. etwa O. Haupt, Einfilhrung in die Algebra, Leipzig 1929 ; \



0662101
M. 2. Die Multiplikation ist assoziativ, d. h. fiir drei Zahlen «, f, ¥

gilt stets
x(By) = (@B)y-
M. 3. Es gibt ein Einselement 1, fiir welches stets

§ 1. Lineare Réume.

la=al=a
ist.

M. 4. Zu jedem Element o + 0 gibt es ein inverses «~1 mit

aoel=agra=1.

Fiir Addition und Multiplikation gemeinsam gilt das distributive Gesetz:

A. M. Fiir drei Zahlen o, f, y ist stets '

«(f+y) =of +ay
und
: B+ya=pFatya.

Die Axiome M. 1 bis M. 4 besagen, daB die von 0 verschiedenen Zahlen
des Schiefkorpers eine Gruppe mit der Multiplikation als Verkniipfung
bilden. Ein Schiefkorper ist ein Koérper, wenn noch das weitere Axiom
gilt: :
M. 5. Die Multiplikation ist kommutativ, d. h. fiir zwei Zahlen «, 8
ist stets

af=pfa.

Ein Schiefkérper ist geordnet, wenn zwischen je zwei verschiedenen
Zahlen eine Anordnungsrelation besteht, d. h. bei geeigneter Bezeichnung
der Zahlen «, f die eine o kleiner ist als die andere # und das Umge-
kehrte nicht gilt, in Zeichen

x<f,
und wenn diese Beziehung den folgenden Regeln geniigt:

0.1. Die Anordnungsbeziehung ist transitiv, d. h. sind «, 8, y drei
Zahlen und ist « << und B <y, so ist auch o <y.

0.2. Ist o <<B, so ist stets auch o +y < B 4 y.

0.3. Ist «<pf und 0 <y, so ist auch ay <y und yx <y f.

Das Axiom O. 2 ist das Monotoniegesetz der Addition, O. 3 das Mono-
toniegesetz der Multiplikation. Ist « kleiner als B, so ist § gréBer als a,
in Zeichen f > «. Die Zahlen, die groBer als Null sind, heilen positiv,
die kleiner als Null sind, negativ.

Ist « positiv, so ist —« negativ, und umgekehrt. Summe und Produkt
positiver Zahlen ist wieder positiv.

Aus den Verkniipfungen des Schiefkérpers lassen sich in bekannter

D=§1; §2s ) En

g



6 1. Kapitel. Polyeder und Punktmengen.

erkliren. Sind
0 =&15 &ior -5 Ein (t=1,2,3)
drei Vektoren, so ist v, + b, = v, gleichbedeutend mit

E1k + &ar = Eax k=1,2,...,m).
Unter A v wird der Vektor
A&, A&, ..., A&y

verstanden. Aus den Axiomen A.1 bis 4.5 folgt:

V.1. Die Vektoren bilden eine kommutative Gruppe mit der Vektor-
addition als Verkniipfung.

Fiir die Multiplikation mit dem Faktor 1 gelten nach M.1 bis M. 4
und 4. M.:

V.2. Der Vektor 1 v ist durch A und v stets eindeutig bestimmt.

V.3. Fird=1ist Ao=0

V. 4. Fiir zwei Zahlen 4, u gilt stets

Apo) =)o,
V.5. Die Multiplikation mit einem Faktor ist distributiv beziiglich
der Addition und der Vektoraddition, d. h. es ist

(A+mo=Av+puo
und

}.(DI+D2)=}»DI+}»D2.

Der Begriff der Vektoren lift sich folgendermafen verallgemeinern:
Eine Gesamtheit 10 von Elementen oder Vektoren w, w,, w,, . . . ist eine
n-dimensionale Vektormannigfaltigkeit iiber dem Schiefkérper K, wenn
zwischen den Vektoren eine Addition w, + w, = w; und eine Multipli-
kation mit Faktoren A aus X, A w; = w,. erklirt ist und wenn jedem
Vektor w eineindeutig ein Zahlen-n-tupel v = a(w) so zugeordnet werden
kann, daf3

a(w, + w,) = a(w;) + a(w,)
und
a (A w) = A(a(w))
ist.

Die Vektoren w erfiillen alsdann ebenfalls die Axiome V.1 bis V. 5.
Die Abbildung a(w) = v ist ein Isomorphismus von 10 auf die Zahlen-
n-tupel. Fordern wir von den Vektoren der Gesamtheit 10 an Stelle der
Abbildung a(w), daB sie die Axiome V.1 bis V. 5 erfiillen, so 1a8t sich 1D
eine Dimension zuordnen, die eine natiirliche Zahl n oder die unendlich
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ist. Falls die Dimension gleich n ist, folgt dann auch die Existenz eines
Isomorphismus a(w) = ».

1-2. Algebraische Definition des R". Eine Menge R" von Elementen
oder Punkten p;, p,, ..., in der ein System von Teilmengen, die Ge-
raden R! des R", erklart ist, ist ein linearer oder affiner n-dimensionaler
Raum iiber dem Schiefkorper K, wenn die folgenden beiden Forderungen
erfiillt sind:

I.1. Zwei verschiedene Punkte bestimmen eine und nur eine Gerade,
welche sie enthilt. Eine Gerade enthidlt mindestens zwei verschiedene
Punkte.

I*. Es gibt eine eineindeutige Abbildung der Punkte p auf die Zahlen-
n-tupel  des Schiefkorpers K, fiir die gilt: entsprechen den Punkten
p,, p, die Vektoren v;, vy, so entsprechen den Punkten p der durch
p,. P, bestimmten Geraden genau die Vektoren

D=2 0 + A0, mit A 41 =1.

Ein linearer Raum R”" iiber einem geordneten Schiefkérper X ist ein
Rawm mit Anordnung oder ein geordneter linearer Raum, wenn noch eine
zweite Klasse von Untermengen, die Strecken S, erklart sind und diese
den folgenden Axiomen geniigen:

S.1. Zwei verschiedene Punkte p;, p, bestimmen eindeutig eine
Strecke p; p, = P, p; = S, und fiir jede Strecke gibt es zwei Punkte,
durch welche sie bestimmt ist. Sie heiflen die Randpunkte der Strecke.

S*. Entsprechen den Punkten p,, p, die Vektoren v;, v,, so ent-
sprechen den Punkten p, welche der Strecke S angehoren, genau die
Punkte mit den Vektoren

D=4 0 + A;0,, M+i=1, Ays Ay >0,

Eine Strecke ist also in der durch ihre Randpunkte bestimmten Geraden
enthalten. Die durch Hinzunahme der Randpunkte aus einer Strecke
entstehende Punktmenge heillt abgeschlossene Strecke, sie wird mit p; p,
bezeichnet; im Gegensatz zu abgeschlossenen Strecken wird eine Strecke
selbst auch offene Strecke genannt.

Zunéchst einige Folgerungen aus den Axiomen I.1 und I*.

Eine Menge R von Punkten ist ein linearer Unterraum von R", wenn
sie mit je zwei Punkten p, , p, auch die Punkte der durch p,, p, bestimmten
Geraden enthilt!). Durch Induktion folgt:

Enthilt ein linearer Unterraum die Punkte p,, 9,, ..., P, denen die

1) Zur Theorie der linearen Unterrdume vgl. etwa O. Schreier und E. Sperner,
Einfithrung in die Analytische Geometrie und Algebra. I. Leipzig und Berlin 1931.



