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INTRODUCTION

De nombreuses questions en M&canique et en Contrb6le Opti-
mal conduisent 3 des Iméquations aux Dérivées Partielles. Ci-
tons, par exemple, pour la Mécanique:

. les problémes de Mécanique unilatérale,

- les problémes d'élasto-plasticité,

. les écoulements de fluides non newtoniens,

. les problémes 3 fronti&re libre du type de Stefan ou de
certaines questions d'infiltration dans les milieux poreux etc.
Pour le contrdle optimal indiquons le contrdle de systémes dis-
tribués, et toutes les questions de temps d'arrét optimaux et
de contrdle impulsionnel.

Ce sont certaines de ces questions que nous abordons ici,
par les techniques des Inéquations Variationnelles (1.V.) ou
des Tnéquations Quast Variatiomnelles (1.Q.V.), avec en outre
1'étude, au Chapitre 3, de problémes asymptotiques 1iés 3 des
questions relatives awx milieux composites et qui conduisent a
d'intéressantes questions en connection avec les problémes de
frontiére libre.

Les Chapitres 1 et 2, aprds une rapide motivation, intro-
duisent les outils principaux des I.V. stationnaires et d'évo-
lution. On montre en outre au Chapitre 2 1'&quivalence (en un

sens convenable) entre les problémes de Stefan et certaines
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I.V. d'évolution. Le Chapitre 2 donne un théoréme trés général
relatif aux solutions faibles d'I.V. d'évolution, théoréme dd 3
F. Mignot et J.P. Puel: dans 1l'ensemble, en général non réduit
a un &lément, des solutions faibles, il existe une solution
moximum. Presque tous les résultats des Chapitres 1 et 2 sont
relatifs 4 des opérateurs elliptiques ou paraboliques du 2éme
ordre.

Le Chapitre 3 donne une introduction aux méthodes asympto-
tiques d'homogénéisation d'opérateurs ellipticues & coefficients
trés rapidement oscillants de manidre prériodique. Ce Chapitre
pourra servir d'introduction & la lecture du livre de Bensoussan,
Papanicolaou et 1'Auteur [1] sur ces sujets (ol 1'on trouvera
également les questions analogues pour les problémes d'évolu-
tion, non abordés ici); cf. aussi Bibliographie du Chapitre 3.

Le Chapitre 4 &tudie les temps d'arrét optimaux, 3 partir
de 1'observation (cf. Bensoussan et 1'Auteur [1] et Bibliogra-
phie du Chapitre 4) que ces problémes sont équivalents 3 des
I.V. En particulier, dans le cas d'évolution, et avec des hy-
pothéses de régularité réduites au minimum sur les données, on
montre que la solution maximum dans 1'ensemble des solutions
faibles (Chapitre 2) coincide avec la fonection coiit optimale du
probléme des temps d'arr@t optimaux.

Le Chapitre 5 &tudie le contrdle impulsionnel, 3 partir de
1'observation (cf. Bensoussan et 1'Auteur, Bibliographie du
Chapitre 5) que ces problémes équivalent d des 1.0.V. Les
I.Q.V. sont €tudiées, au moins dans le cas stationnaire, dans
le Chapitre 5. 1I1 est intéressant de noter que des problémes
a fronti&re libre de la Physique Mathématique se réduisent, par
des transformations convenables, & des I.Q.V.; cette observa-
tion est dfie a C. Baiocchi (cf. Bibliographie du Chapitre 5) a
propos de problémes & frontidre libre de 1'hydraulique. On

donne au Chapitre 5 un autre exemple intéressant, df i J.
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Mossino, d'un probléme de Physique des plasmas se ramenant &
une 1.0.V.

Le Chapitre 6 donne une introduction aux méthodes numéri-
ques pour les I.V. et pour les 1.Q.V. Pour les I.V., il s'agit
d'une bréve introduction au livre de Glowinski, Trémoliéres et
1'Auteur sur ce sujet (cf. Bibliographie du Chapitre 6). Les
résultats numériques présentés sur les I.Q.V. sont succints,
renvoyant pour les détails aux articles cités dans la Biblio-
graphie.

Nous n'abordons pas ici toutes les questions d'I.V. ou
d'1.Q.V. rencontrées dans le contrdle des systémes distribués,
renvoyant 3 Lions [1][2][3].

Les I.V. stationnaires ont &té introduites dans Stampacchia
[1], et les I.V. d'évolution dans Lions-Stampacchia [1]; 1la mo-
tivation était alors fournie par la Mécanique Unilaté&rale.
D'autres exemples de Mécanique conduisant & des I.V., de type
parfois nouveau, ont &té &tudiés ensuite dans le livre Duvaut-
Lions [1], la théorie géndrale des I.V. &tant développée par
de nombreux auteurs, les questions les plus importantes &tant
lides & la régularité des solutions, question &tudiée par
Brézis-Stampacchia [1], Brézis [1] et de nombreux autres au-
teurs.

L'équivalence entre certains problémes de frontiére libre
avec des I.V. aprds transformation fonctionnelle a &té obser-
vée par C. Baiocchi [1], ce qui a donné lieu ensuite 3a de nom-
breux travaux. En particulier Duvaut [1] a montré (comme nous
le présentons au Chapitre 2) 1'équivalence entre le probléme
de Stefan et des I.V. d'évolution convenables.

L'équivalence entre les problémes de temps d'arrét opti-
maux et les I.V. a &té observée par Bensoussan-Lions [1].
Compte tenu de 1'équivalence signalée au Paragraphe précédent,

on en déduit 1'équivalence, apr@s une transformation fonction-



10 Introduction

nelle, entre les problémes de temps d'arrét optimaux et les
problémes de Stefan. Cette équivalence avait été antérieure-
ment €tablie par plusieurs auteurs (cf. Chernoff [1] et la bi-
bliographie de ce travail ainsi que celle du Chapitre 4) qui

ne disposaient pas de 1'outil des I.V. et qui donc faisaient
porter tous leurs efforts sur la démonstration, aprés transfor-
mation (essentiellement la transformation Znverse de celle du
type de Baiocchi: on dérivait au lieu d'intdgrer!), de 1'équi-
valence avec le probléme de Stefan, &tudié depuis longtemps
(bien avant les I.V.) par des méthodes directes, intéressantes
mais techniquement assez compliquées.

L'équivalence entre les problémes de contrdle impulsion-
nel et les 1.Q.V. (d'ailleurs <ntroduites 3 cet effet!) a été&
observée par Bensoussan-Lions [2][3] (cf. aussi Bibliographie
du Chapitre 5). C'est encore C. Baiocchi [2] qui a observé
que certains problémes de fronti&re libre se ramenaient 3 des
I.Q.V.

Des probl&mes ouverts sont indiqués dans le texte ou i la
fin de chacun des Chapitres (qui chacun contient la bibliogra-
phie correspondante).

On a fait un effort pour que ces Notes puissent &tre lues
sans trop de connaissances techniques préliminaires et pour
que les Chapitres puissent, au moins en partie, 8tre lus indé-
pendamment les uns des autres.

Ces Notes ont Até rédigé€es dans le cadre trés favorable
offert par la Chaire Aisenstadt. L'Auteur remercie vivement
le Centre de Recherches Mathématiques, son directeur A. Joffe,
les chercheurs du Centre et 1'Auditoire pour leur hospitalité
et leur accueil.

L'Auteur remercie &galement Madame Micheline Marano et
Mademoiselle Johanne Marcoux pour leur excellent travail typo-

graphique.
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