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This watercolor was made by
Stegemann in Hamburg in 1934.
Besides playing the flute

Artin also played various

keyboard instruments.
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Preface

Emil Artin was born on March 3, 1898 in Vienna. His father was an art
dealer, and his mother was an opera singer. After his father died, his mother
married again, and lived in Reichenberg, Bohemia, where Artin obtained his
“Reifepriifung’ in 1916. After studying one semester at the University in
Vienna, he was drafted and served in an infantry regiment until the end of
the war. In January 1919 he continued his studies at the University of
Leipzig. He studied there with Herglotz, towards whom he kept a heartfelt
appreciation throughout his life. Herglotz was the only person whom
Artin recognized as having been his “‘teacher.”” Artin got his PhD in 1921,
spent one year at the University of Gottingen, and then went to Hamburg
University. He became Privatdozent in 1923, Ausserordentlicher Professor in
1925, and Ordentlicher Professor in 1926 at the age of 28.

He married Natalie Jasny in 1929. They had three children, Karin,
Michael, both born in Hamburg, and Thomas, born later in America, to
which he emigrated in 1937. He spent one year at the University of Notre
Dame, then was at Indiana University in Bloomington from 1938 to 1946,
at which time he moved to Princeton, where he stayed from 1946 to 1958.
He returned to Hamburg in 1958, and remained there until his death, of a
heart attack, on December 20, 1962.

This volume includes all of Artin’s papers.

It is not our intention to discuss Artin’s mathematical works, but we
thought it might be worth while to mention briefly some of his conjectures,
not all of which were published.

The first one was, in effect, the Riemann hypothesis in function fields. In
his thesis, Artin discussed hyperelliptic fields over finite constant fields as
analogues of quadratic number fields, and pointed out that the analogue of
the classical Riemann hypothesis seemed to be true for them. The proof was
eventually given by Hasse for fields of genus 1 (Int. Congress, Oslo, 1936) and
by Weil in the general case (Compres Rendus, 1941).

A little later, he defined the non-abelian L-series, and conjectured their
integrality, as well as a Riemann hypothesis for them. Both of these con-
jectures are still unproved, but it is interesting to note that Weil’s methods
allowed him to prove them in the function field case, and showed the close
connection between the two (exhibiting them as two aspects of a more
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modification is the following. For cach square-free integer m > 0, let

Kn = H K,
qlm
be the compositum of the fields K, for primes ¢ dividing 7, and let k,, be
the absolute degree of K,,. Then the set of primes p such that the condi-
tions (*) are satisfied for no ¢ dividing 7 has density

u(4)
o) = 22552
d|m d
where u is the Moebius function, and the sum runs over the positive divisors
d of m. Hence the conjecture should be that the set of primes p for which 4
is a primitive root has density

p = tim (2 42)

where the limit is taken over all square-free 7, ordered by divisibility.
To get a more explicit expression for p, one proves that if m» is odd the
fields K, for g|m are completely linearly disjoint. Consequently, for odd m,

we have
kn = 11 &,

qlm

and k,,, is equal to &, or to 2k, according as v/« is or is not contained in
the field of m-th roots of unity. Let 4 = #¢b? with 4 square free. Then
the condition for v/ to be contained in the field of m-th roots of unity for
odd square-free  is that @ divide 7 and be congruent to 1 (mod 4). Putting
all this together one finds that the conjectured density p of the set of primes p
for which 4 is a primitive root is

8 )

1 lf ag # 1 (mod 4),
A=S1 - #@0) e 1 (mod 4),

I & -1

(1|ao

with

where 4 is the square-free part of 2. Here k, is the absolute degree of the
splitting field of the polynomial x? — &, and consequently k, = ¢(q — 1)
unless 2 is of the form =4c" for some integer ¢ and some integer » > 1.

It is interesting to note that the analogue of Artin’s conjecture on primi-
tive roots in function fields over finite fields has been proved by students of
Hasse, using the Riemann hypothesis in function fields (cf. Hasse's dis-
cussion, Annales Academiae Scientiarum Fennicae, Helsinki 1952).
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Quadratische Korper im Gebiete der hoheren
Kongruenzen. I

(Arithmetischer Teil.)

Von
E. Artin in Hamburg.

§ 1.

Einleitung.

Die Dedekindschen Untersuchungen iiber hohere Kongruenzen?)
legen folgende Erweiterung der Theorie nahe.

Es werde dem Kérper K der rationalen Funktionen modulo p die
Funktion VD (¢) adjungiert, wo D () eine ganze im Sinne Dedekinds
quadratfreie Funktion des Parameters ¢ ist. Der entstehende quadratische
Kérper K (VD (t)) weist dann &hnliche Eigenschaften auf wie ein quadra-
tischer Zahlkérper.

So gilt zum Beispiel der Satz iiber eindeutige Zerlegbarkeit der
Ideale in Primideale, der Satz von der Endlichkeit der Klassenzahl, die
Satze iiber die Einheiten.

Zur Klassenzahlformel gelangt man durch Einfithrung der Zeta-
funktionen. Hier 1aBt sich die Frage nach der Richtigkeit der Riemann-
schen Vermutung in jedem speziellen Fall entscheiden. Eine Durch-
rechnung der ersten Fille — es handelt sich um zirka vierzig Korper —
ergab stets die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung. Einem
allgemeinen Beweis ihrer Richtigkeit scheinen sich aber noch Schwierig-
keiten &hnlicher Art wie beim Riemannschen ¢(s) entgegenzustellen,
doch liegen die Verhéltnisse hier insofern klarer und durchsichtiger, als
es sich (im wesentlichen) um ganze rationale Funktionen handelt. Auf
Fragen, die damit im Zusammenhang stehen, werde ich noch zuriickkommen.

Von den sonstigen Eigenschaften unserer Zetafunktionen sei noch
hervorgehoben: Sie besitzen eine einfache Funktionalgleichung, welche als

') Journ, fiir die r. u. a. Math. 54 (1857), S, 1-26.
Mathematische Zeitschrift. XIX. 11



154 E. Artin.

Folge merkwiirdige Reziprozititsbeziehungen gewisser Charaktersummen
nach sich zieht. Ihre Nullstellen stehen in einfachem Zusammenhang
mit den Wurzeln einer algebraischen Gleichung. wodurch eben die Ent-
scheidung iiber die Riemannsche Vermutung gefillt werden kann.

Setzt man die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung fiir alle
Korper voraus, so ldBt sich fiir alle p der Nachweis erbringen, dafl es
nur endlich viele imaginire Korper mit einklassigen Geschlechtern gibt.

Endlich sei auch noch auf den Zusammenhang mit einer Arbeit von
Kornblum?), der am Schlusse des zweiten Teils dieser Arbeit hergestellt
wird, hingewiesen. Es gelingt dabei, das Kornblumsche Resultat iiber
die Existenz unendlich vieler Primfunktionen in arithmetischen Pro-
gressionen wesentlich zu verschérfen.

Bemerkt sei noch, daB ich der kiirzeren Bezeichnung halber einige
i Gebiete der Zahlen verwendete Symbole sinngemiB auf die Funktionen
(mod p) iibertragen habe. Dies rechtfertigt sich auch schon dadurch, daB
dann die Analogie unserer Resultate mit denen in Zahlkorpern deutlicher
zutage tritt. Eine Verwechslung ist dabei wohl nicht zu befiirchten, da
die Symbole nur gem&B unserer Definition verwendet werden.

§ 2.

Erste Erweiterung des Rechengebietes.

Nach Dedekind heiBen zwei Funktionen F,(¢)= Z”‘a,, t” und
F, (%) =2'].b,, t" kongruent modulo p, in Zeichen e
=0
F,(t)=F,(t) (mod p),

wenn fiir alle » gilt
a, = b, (mod p).
Dabei bedeutet p eine in den ganzen Entwicklungen festgehaltene

Primzahl.
Wir wollen in diesem Falle die Funktionen und Zahlen direkt ,,gleich¢

nennen und also einfach schreiben
F (t)=F,(t), wenn a,=20,.
Von Vielfachen von p ist hierbei eben abgesehen.
Ferner verstehen wir, wenn a = 0 (d. h. nach der vorigen Fest-
setzung a==0 (mod p)), unter% eine Zahl z, fiir welche az =b ist
(d. h. wieder @z == b (mod p)). Zum Beispiel ist, wenn p ungerade, unter

der hiufig auftretenden Zahl % die ganze Zahl 2 ;1 zu verstehen.

2) Mathem. Zeitschr. 5 (1919), S. 100.



Quadratische Korper im Gebiete der hoheren Kongruenzen. I. 155

Nun lassen wir — und darin besteht unsere Erweiterung — auch
negative Potenzen von ¢ in endlicher oder unendlicher Anzahl zu. Wir
betrachten also Fanktionen der Form

n
F(t)=Yat' =a,t"+a, " +... (n20),
wobel wieder zwei Funktionen ,,gleich* sein sollen, wenn die Koeffizienten
entsprechender ¢-Potenzen ,,gleich* sind.

Man beachte, dal dem Buchstaben ¢ keinerlei numerische Bedeutung
zukommt, und er lediglich als Rechensymbol zu betrachten ist, so daf
im Falle unendlich vieler negativer Potenzen von ¢ der Konvergenzfrage
keinerlei Bedeutung zukommt. Da er ferner im allgemeinen derselbe
bleibt, unterdriicken wir kiinftighin seine Bezeichnung, schreiben also kurz

F statt  F(t).

Zahlen mégen stets mit kleinen lateinischen Buchstaben und den all-
gemein iiblichen Summationsbuchstaben u,» bezeichnet werden, alle
iibrigen Buchstaben seien den Funktionen vorbehalten.

n
Sei nun F = } q,t”, wobei a, 4 0 vorausgesetzt sei.
-

F heille ga,nzj wenn die Koeffizienten aller negativen Potenzen von ¢
verschwinden, wenn es also eine Funktion im Dedekindschen Sinne ist.
Ferner heille fiir ganzes und nicht ganzes F':

1. Wie bet Dedekind, n der Grad von F.

2. Die Zahl p" der ,,Betrag® |F|= p" von F. Diese Bezeichnung
wird sich in der Folge rechtfertigen. Fiir jetzt sei nur bemerkt, daB im
Falle eines ganzen F die Zahl p" = |F | die Anzahl der Restklassen der
ganzen Funktionen modulo F ist. In der Dedekindschen Bezeichnung
(modd p, F(¢)). Fiir von Null verschiedene Zahlen @ gilt dann |a|=1.
Ferner werde |0| = 0 gesetzt.

5

5. Der Koeffizient a, der hochsten Potenz von ¢, der schon bei
Dedekind die Rolle des ,,Vorzeichens®“ von F spielt, werde mit
. =sgn F

bezeichnet. Diese Definition hat natiirlich nur einen Sinn, wenn F = 0
ist, d. h. wenn es nichtverschwindende Koeffizienten iiberhaupt gibt. Dann

ist sgn F < 0.
4. Mit Dedekind nennen wir die von Null verschiedenen Zahlen
1,2,...,(p — 1) die rationalen Einheiten, da sie in unserem Sinne Teiler

der Eins sind.

5. Wenn sgn F =1 ist, heile F primédr. (Es entspricht dies un-

gefahr den positiven Zahlen.)
11*



