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内 容 简 介

本书系统地介绍了模糊集的基本理论与方法。内容包含格与模糊
格、模糊集的基本理论、L 型模糊集、模糊关系、模糊逻辑、模糊推理、模
糊控制、模糊决策、模糊线性规划以及模糊信息系统与知识获取等，每章
的后面都配备了适量的习题。

本书可以作为数学、计算机科学、信息科学、管理科学专业的硕士生
及高年级本科生的选修课教材，也可以供大学教师、模糊数学工作者和
从事科研工作的科技工作者参考。
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数学是研究现实世界中数量关系和空间形式的科学。长期以来，人们在认识
世界和改造世界的过程中，数学作为一种精确的语言和一个有力的工具，在人类
文明的进步和发展中，甚至在文化的层面上，一直发挥着重要的作用。作为各门
科学的重要基础，作为人类文明的重要支柱，数学科学在很多重要的领域中已起
到关键性、甚至决定性的作用。数学在当代科技、文化、社会、经济和国防等诸
多领域中的特殊地位是不可忽视的。发展数学科学，是推进我国科学研究和技术
发展，保障我国在各个重要领域中可持续发展的战略需要。高等学校作为人才培
养的摇篮和基地，对大学生的数学教育，是所有的专业教育和文化教育中非常基
础、非常重要的一个方面，而教材建设是课程建设的重要内容，是教学思想与教
学内容的重要载体，因此显得尤为重要。

为了提高高等学校数学课程教材建设水平，由武汉大学数学与统计学院与武
汉大学出版社联合倡议、策划，组建 21 世纪高等学校数学课程系列教材编委会，
在一定范围内，联合多所高校合作编写数学课程系列教材，为高等学校从事数学
教学和科研的教师，特别是长期从事教学且具有丰富教学经验的广大教师搭建一
个交流和编写数学教材的平台。通过该平台，联合编写教材，交流教学经验，确
保教材的编写质量，同时提高教材的编写与出版速度，有利于教材的不断更新，
极力打造精品教材。

本着上述指导思想，我们组织编撰出版了这套 21 世纪高等学校数学课程系
列教材。旨在提高高等学校数学课程的教育质量和教材建设水平。

参加 21 世纪高等学校数学课程系列教材编委会的高校有: 武汉大学、华中
科技大学、云南大学、云南民族大学、云南师范大学、昆明理工大学、武汉理工
大学、湖南师范大学、重庆三峡学院、襄樊学院、华中农业大学、福州大学、长
江大学、咸宁学院、中国地质大学、孝感学院、湖北第二师范学院、武汉工业学
院、武汉科技学院、武汉科技大学、仰恩大学 ( 福建泉州) 、华中师范大学、湖
北工业大学等 20 余所院校。

高等学校数学课程系列教材涵盖面很广，为了便于区分，我们约定在封首上
以汉语拼音首写字母缩写注明教材类别，如: 数学类本科生教材，注明: SB;
理工类本科生教材，注明: LGB; 文科与经济类教材，注明: WJ; 理工类硕士
生教材，注明: LGS，如此等等，以便于读者区分。
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武汉大学出版社是中共中央宣传部与国家新闻出版署联合授予的全国优秀出
版社之一 . 在国内有较高的知名度和社会影响力、武汉大学出版社愿尽其所能为
国内高校的教学与科研服务。我们愿与各位朋友真诚合作，力争将该系列教材打
造成为国内同类教材中的精品教材，为高等教育的发展贡献力量!

21 世纪高等学校数学系列教材编委会
2007 年 7 月
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前 言

1965 年，美国控制论专家 L. A. Zadeh 在 《Information and control》发表的开
创性论文《Fuzzy sets》，创立了模糊集合论． 模糊集合作为经典集合的推广，它
概括了更加普遍，更加多样的数学概念，推广了数学理论的发展，形成了一门新
的数学学科———模糊数学． 使得经典数学的各个数学分支在更广阔、更深刻的意
义下向前推进，形成了模糊数学的相应数学分支: 模糊测度、模糊拓扑、模糊代
数、模糊概率、模糊规划等． 至今从模糊数学本身的基础理论到各个分支都形成
了自己的理论框架和应用的理论基础． 引起了国内外各领域，众多学者的关注．
是从事研究的人员众多，成果显著、应用广泛的数学学科之一．

1973 年，L. A. Zadeh又提出了用模糊语言描述系统的方法，并为模糊控制
的实施提供了有效的方法． 把模糊系统作为研究模糊性的内在规律，探讨模糊语
言和模糊逻辑． 在这方面，模糊数学与人工智能、知识工程、专家系统、神经网
络等方面的有机结合，促进了计算机科学，多媒体技术、自动控制和信息的采集
与处理等诸多技术的发展，更好地模拟人的思维，对客观事物进行识别、聚类、
决策、评价、控制和优化等． 在应用科学、管理科学、决策科学，包括理、工、
农、医及社会科学等众多领域都具有广泛的应用．

1982 年，波兰数学家 Z. Pawlak在《International Journal of Computer and Infor-
mation Sciences》上发表的文章《Rough Sets》中，首次提出了一种处理不确定性
现象的数学理论———粗糙集理论。该理论与同样处理不确定性现象的模糊理论的
区别在于，该理论无需提供所需处理的数据集合之外的任何先验信息，所以模糊
集理论和粗糙集理论的相结合，在处理不确定性问题时有很好的互补性。1990
年，Dubois. D和 Prade. H首先提出了模糊粗糙集模型，将论域上的等价关系推
广到模糊等价关系，将被近似描述对象集推广到模糊集上。到 20 世纪 90 年代末
期，模糊粗糙集模型在理论研究和实际应用中都取得了丰富的成果。模糊粗糙集
理论在机器学习与发现、数据挖掘、决策支持与分析、专家系统、模式识别、智
能控制等方面都具有广泛的应用。

本书系统地介绍了模糊集的基本理论，包括模糊集的分解定理、表现定理、
扩张原理、模糊关系等基础内容，同时还介绍了模糊聚类、模糊评价、模糊决
策、模糊规划等模糊集的应用方法。介绍了模糊逻辑、模糊推理，并以此为基
础，阐述了模糊控制理论及其实现方法。最后介绍了粗糙集和模糊粗糙集的基本
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理论，介绍了信息系统与模糊信息系统的属性约简方法。全书共分 10 章，第 1
章介绍了格和模糊格的基础知识，第 2 章、第 3 章和第 4 章介绍了模糊集的基本
理论，第 5 章、第 6 章和第 7 章介绍了模糊逻辑、模糊推理和模糊控制的基本理
论和应用方法。第 8 章、第 9 章介绍了模糊决策和模糊规划的理论与方法。第
10 章介绍了粗糙集与模糊粗糙集的基本理论和信息系统的属性约简方法。

本书与其他模糊集理论方面的书所不同的是，本书以格论为基础，在完全分
配格上阐述模糊集理论，形成具有自身特色的理论体系。另外，在应用基础方
面，本书涉及了模糊逻辑、模糊控制、模糊聚类、模糊评价、模糊决策、模糊规
划以及模糊信息系统的属性约简等的理论基础和应用方法。是在介绍模糊集理论
与方法方面较为全面的一本教材和参考书。

本书第 1 章、第 2 章、第 3 章、第 4 章由张振良编写; 第 5 章、第 6 章由张
金玲、殷允强编写; 第 7 章、第 8 章、第 9 章由殷允强、李扉编写，第 10 章由
李扉编写。全书由张振良统稿，张金玲编排。

在本书的编写过程中参考了张文修教授的 《模糊数学引论》，罗承忠教授的
《模糊集引论》，汪培庄教授和李洪兴教授的 《模糊系统理论与模糊计算机》等
著作。本书在编写和出版过程中，得到了武汉大学出版社理工事业部李汉保编辑
的大力支持，得到了昆明理工大学津桥学院的关心和支持，借此机会，表示衷心
感谢!

由于作者的学识和水平有限，书中难免有错误和疏漏之处，恳请读者和专家
批评指正。

作 者
2009 年 8 月
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第 1 章 格与模糊格

§ 1． 1 集 合

1． 1． 1 集合及其运算

集合概念是现代数学的最基本的概念．我们把所考虑的对象的全体称为一个
集合，也称为论域，记为 X． X中的对象称为元素，记为 x，y，…．若 x是 X的元素，称
为 x属于 X，记为 x∈X;若 x不是 X的元素，称为 x不属于 X，记为 xX，或 x X．
X中的一部分元素组成的集合称为 X的子集，记为 A，B，…．若 A是 X的子集，记为
AX;若 A不是 X 的子集，记为 AX．不含任何元素的集合称为空集，记为．空
集是任何集合的子集．

给定性质 P，P( x) 表示 x具有性质 P，所有具有性质 P的元素汇集成一个集合
X，记为

X = { x | P( x) } ( 1． 1)
设 X是论域，A，B是 X的两个子集，若 A中的元素都是 B中的元素，称为 A包

含于 B，或称为 B包含 A，记为 AB或 BA．
显然，ABx( x∈A) →( x∈B) ，A = B定义为 AB，BA，即

A = Bx( x∈A) →( x∈B) 且x( x∈B) →( x∈A) ．
显然，AA，A．
把论域 X的每个子集看做一个元素，由 X 的某些子集组成一个新的集合，即

集合的集合，称为集合族． 而 X 的所有子集组成的集合族称为 X 的幂集，记为
P( X) 或 2X，即

P( X)  { A | A X} ( 1． 2)
由此，AXA∈P( X) ．

定义 1． 1． 1 设 A，B∈P( X) ，记
A∪ B { x | x∈ A或 x∈ B} ( 1． 3)
A∩ B { x | x∈ A且 x∈ B} ( 1． 4)

A '  { x | x A} ( 1． 5)
分别称为 A与 B的并、交和 A的余集．
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定理 1． 1． 1 设 A，B，C∈P( X) ，则并、交、余满足下列性质:
( 1) 幂等律 A∪A = A，A∩A = A;
( 2) 交换律 A∪B = B∪A，A∩B = B∩A;
( 3) 结合集 ( A∪B) ∪C = A∪( B∪C) ，

( A∩B) ∩C = A∩( B∩C) ;
( 4) 吸收集 A∪( A∩B) = A，A∩( A∪B) = A;
( 5) 分配律 A∪( B∩C) = ( A∪B) ∩( A∪C) ，

A∩( B∪C) = ( A∩B) ∪( A∩C) ;
( 6) 同一律 A∪ = A，A∩X = A;
( 7) 两极律 A∪X = X，A∩  =;
( 8) 对合律 ( A ' ) ' = A;
( 9) 对偶律 ( A∪B) ' = A ' ∩B ' ，( A∩B) ' = A ' ∪B ' ;
( 10) 互补律 A∪A ' = X，A∩A ' =．
证明从略．
集合的并、交可以推广到任意多个集合的情况，设 T 是指标集，t∈ T，

At∈P( X) ，记
∪
t∈T

At  { x | t∈ T，x∈ At} ( 1． 6)

∩
t∈T

At  { x | t∈ T，x∈ At} ( 1． 7)

特别地，指标集 T =，则
∪
t∈T

At = 

∩
t∈T

At = X

分配律和对偶律可以推广到无穷情况:
( 5') 分配律 A∪( ∩

t∈T
At ) =∩t∈T

( A∪At ) ，

A∩( ∪
t∈T

At ) =∪t∈T
( A∩At ) ;

( 9') 对偶律 ( ∪
t∈T

At ) ' =∩
t∈T

At'，

( ∩
t∈T

At ) ' =∪t∈T
At'．

定义 1． 1． 2 设 A，B∈P( X) ，记
A － B { x | x∈ A，x B} ( 1． 8)
A B ( A － B) ∪ ( B － A) ( 1． 9)

分别称为 A与 B的差和对称差．
显然 A － B = A∩B' ( 1． 10)

A B = ( A∪ B) － ( A∩ B) ( 1． 11)
设 A∈P( X) ，X的子集 A可以用二值函数表示，当 x∈A时函数值为 1，当 xA

时函数值为 0，所以 X的子集 A可以用下列的函数唯一确定．
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定义 1． 1． 3 设 A∈P( X) ，函数 XA : X→［0，1］为

XA ( x) = 1， x∈ A
0， x{ A

( 1． 12)

称为 A的特征函数．
特别地 XX ( x) = 1， X ( x) = 0．
为了方便，简记 XA ( x) A( x) ．由此，集合的包含、相等，并、交、余用特征函数

分别表示如下:A，B∈P( X) ，则:
( 1) ABx∈X，A( x) ≤B( x) ;
( 2) A = Bx∈X，A( x) = B( x) ;
( 3) ( A∪B) ( x) = A( x) ∨B( x) ;
( 4) ( A∩B) ( x) = A( x) ∧B( x) ;
( 5) A'( x) = 1 － A( x) ．
其中“∨”表示上确界“sup”，“∧”表示下确界“inf”．
证明简单，从略．
同理，无穷多个集合的并、交用特征函数分别表示为，t∈T，At∈P( X) ，则:
( 6) ( ∪

t∈T
At ) ( x) =∨t∈T

At ( x) ;

( 7) ( ∩
t∈T

At ) ( x) =∧t∈T
At ( x) ．

1． 1． 2 映射

定义 1． 1． 4 设 X，Y是集合，如果存在一个法则 f，对于每一个 x∈X，通过法
则 f都有唯一确定的一个 y∈Y与之对应，则称 f是 X到 Y的一个映射，记为

f: X→Y
X称为映射 f的定义域，f( X) 称为 f 的值域; y 称为 x 在 f 作用下的像，记为 y =
f( x) ，而符号 f: x→y表示 x是 y的原像．

特别地，映射 IX : X→X，x→x称为 X上的恒等映射或单位映射．
在现代数学中，映射与函数是同义词．
设 f: X→Y，AX，记

f( A)  { f( x) | x∈ A} ( 1． 13)
称为 A在 f作用下的像，显然 f( A) Y．特别地，f( X) 称为映射 f的像集，记为 Imf．
一般地，f( X) Y．BY，记

f －1 ( B)  { x∈ X | f( x) ∈ B} ( 1． 14)
称为 B在 f作用下的完全原像，显然 f － 1 ( B) X，f － 1 ( Y) = X．

注: f － 1不是 Y到 X的一个映射，而是 Y到 X的一种关系．
定理 1． 1． 2 设 f: X→Y，若 A，B∈P( X) ，则:
( 1) f( A∪B) = f( A) ∪f( B) ;
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( 2) f( A∩B) f( A) ∩f( B) ．
证明 ( 1) y∈f( A∪B) x∈A∪B，f( x) = y，x∈A，f( x) = y，或
x∈B，f( x) = y．y∈f( A) 或 y∈f( B) y∈f( A) ∪f( B) ，故

f( A∪B) = f( A) ∪f( B) ．
同理证( 2) ．
一般地，f: X→Y，{ At} t∈T是 X的子集族，则:
( 3) f( ∪

t∈T
At ) =∪t∈T

f( At ) ;

( 4) f( ∩
t∈T

At ) ∩t∈T
f( At ) ．

定理 1． 1． 3 设 f: X→Y，若 A，B∈P( Y) ，则:
( 1) f － 1 ( A∪B) = f － 1 ( A) ∪f － 1 ( B) ;
( 2) f － 1 ( A∩B) = f － 1 ( A) ∩f － 1 ( B) ;
( 3) f － 1 ( A － B) = f － 1 ( A) － f － 1 ( B) ．
证明 ( 1 ) x∈ f － 1 ( A∪B )  f ( x ) ∈A∪B f ( x ) ∈A 或 f ( x ) ∈B

x∈f － 1 ( A) 或 x∈f － 1 ( B) x∈f － 1 ( A) ∪f － 1 ( B) ，故 f － 1 ( A∪B) = f － 1 ( A) ∪f － 1 ( B) ．
同理证( 2) ，现证( 3) ．
( 3) x∈f － 1 ( A － B )  f ( x ) ∈A － B f ( x ) ∈A，f ( x ) Bx∈ f － 1 ( A) ，

xf － 1 ( B) x∈f － 1 ( A) － f － 1 ( B) ，故 f － 1 ( A － B) = f － 1 ( A) － f － 1 ( B) ．
在( 3) 式中，取 Y = A，则得
( 4) f － 1 ( B') = ( f － 1 ( B) ) '．
一般地，f: X→Y，{ Bt} t∈T是 Y的子集族，则
( 5) f － 1 ( ∪

t∈T
Bt ) =∪t∈T

f － 1 ( Bt ) ．

( 6) f － 1 ( ∩
t∈T

Bt ) =∩t∈T
f － 1 ( Bt ) ．

定理 1． 1． 4 设 f: X→Y．
( 1) 若 A∈P( X) ，则 Af － 1 ( f( A) ) ;
( 2) 若 B∈P( Y) ，则 Bf( f － 1 ( B) ) ．
证明( 1) x∈Af( x) ∈f( A) x∈f － 1 ( f( A) ) ，故 Af － 1 ( f( x) ) ．同理证( 2) ．
定理 1． 1． 5 设 f: X→Y，g: Y→Z，定义 g f为:x∈X，( g f) ( x) = g( f( x) ) ，则

g f是 X到 Z的映射．
证明 x∈X，令 y = f ( x) ，则 y∈Y，又令 z = g ( y) = g ( f ( x) ) ，则 z∈Z，即

x∈X，都z∈Z，使 z和 x 对应．现在证明这种对应的唯一性，假若z1，z2∈Z，z1
≠z2，使 z1 = ( g f) ( x) = g ( f( x) ) ，z2 = ( g  f) ( x) = g ( f ( x) ) ，即 z1 = g ( y) ，z2 = g
( y) ，这与 g是 Y到 Z的映射矛盾，故 z1 = z2，即 x 在 g f的作用下，像是唯一的，所
以 g f是 X到 Z的映射．

定义 1． 1． 5 设 f: X→Y，g: Y→Z，则称 g f: X→Z，( g f) ( x) = g( f( x) ) 为 f和 g
的复合映射．
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