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内 容 提 要

本书系统地介绍了统计模拟的一些实用方法和技术，同时也介绍了 R 语
言及其编程方法．在对条件期望、条件方差、Poisson 过程和 Markov 链的基本
知识进行简单介绍之后，介绍了如何利用计算机产生随机数以及如何利用这
些随机数产生任意分布的随机变量、随机过程等知识; 介绍了一些分析统计数
据的方法和技术，如 Bootstrap、模拟精度改进技术等; 介绍了如何利用统计模
拟来判断所选的随机模型是否拟合实际的数据; 介绍了处理缺失数据的 EM
算法和进行 Bayesian 统计推断的 MCMC 算法及一些新发展起来的统计模拟
技术;最后介绍了动态模型的模拟．本书对每一章节中的例子，都给出了用 R
语言编写的模拟程序．

本书可作为统计学、计算数学与应用数学、保险学与管理学、精算学、工程
技术等专业本科生教材或其他专业研究生教材，也可供相关专业人士参考．



前 言

在当今信息时代，统计知识得到越来越多的应用，各种统计方法层出不
穷．在统计领域中，统计计算技术应运而生，而且发展非常迅速。它一方面使
得许多统计方法得到广泛应用，另一方面使得有些难以在理论上进行论证的
问题通过模拟得到证实．

2005 年以前，我国出版的有关统计模拟的著作还比较少，一般只是在理
论上对统计计算方法进行介绍，而且使用 R 软件给出具体计算程序的更少。
然而不过四五年，有关统计模拟和对 R软件使用进行介绍的书籍开始大量出
版．而我们适时出版这部书，也正是适应时代的需要．同时，本书也是省级教改
项目“适应新时期人才培养的需要，构建概率统计类课程体系”和校级研究生
创新工程项目“基于复杂数据的统计计算与模拟”的一项研究成果．提高大学
生以及研究生进行数据挖掘、建立统计模型的能力是本项目改革的重点． 因
此，本书在写作上特别注意以下 6 个显著的特点:

( 1) 统计计算方法全面，脉络分明:分别介绍了逆变量法、筛选法、条件期
望法、分层抽样法、重要抽样法、EM 算法、MCMC 法等． 既考虑了离散型随机
变量的模拟，又考虑了连续型随机变量的模拟，同时还考虑了随机过程的模
拟．不仅考虑了一维随机变量的模拟，而且考虑多维随机向量的模拟．

( 2) 统计计算方法细腻详实，所编写的程序可以通过跟踪验证其准确性．
( 3) 密切结合实际问题，例如经济中的期权策略实施、维修问题、排队问

题等．
( 4) 每章内容由浅入深，浅显易懂，但又能给人以更多的启示．同时还配

有若干练习，帮助读者加强理解与巩固相关的知识．
( 5) 本书第六章每提出一个模拟方法，都要和其他的方法相比较，尽量使

算法更有效．通篇构成一个有机的整体，读者阅读此书，会感到逻辑性强，问题
提出的背景清晰．

( 6) 本书运用 R语言将许多例子进行了编程，以供读者借鉴，使读者感觉
有种工具在手的感觉，可以增强自信心，克服畏难心理．

本书的内容和练习取舍了 Sheldon M． Ross 的 Simulation 一书的内容和练
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习，R软件的介绍借鉴了李东风的《统计软件教程》，在此表示衷心的感谢．本
书的出版得到了武汉大学出版社、华中农业大学教务处和研究生处的大力支
持，在此表示衷心的感谢! 本书适合大、中专院校从事统计或计算机方面的工
作或学习的教师和本科生、研究生阅读．章节的安排、内容的组织以及程序的
编写，都是由肖枝洪和朱强两人共同商榷而定．虽然我们在编写的过程中作了
很大努力，力求准确，但是由于水平有限，所著之书可能存在许多错误，敬请读
者批评指正．

编 者
2010 年 1 月于狮子山
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第 1 章
预 备 知 识

我们设想读者已经具备了初等概率统计的基础知识，因此本章仅对初等
概率统计中介绍得较少而在本书以后有关章节所需要的内容进行介绍．

1． 1 矩母函数与生成函数

有时直接求若干独立随机变量和的分布很不方便，下面引进矩母函数和
生成函数来解决此问题．矩母函数和生成函数在第六章介绍重要抽样法时也
会用到．

定义 1． 1 设随机变量 X的密度函数为 p( x) ，称 E［exp( tX) ］为 X 的矩
母函数，记为 gX ( t) ，或简记为 g( t) ，即

g( t) = E［exp( tX) ］ = ∫exp( tx) p( x) dx．
注:矩母函数 g( t) 与 X的分布函数相互唯一确定，通过矩母函数可计算

X的各阶矩:
E［Xn］ = g( n) ( 0) ，

式中，g ( n) ( t) 指函数 g( t) 关于 t的 n阶导数．若随机变量 X与 Y相互独立，则
gX+Y ( t) = gX ( t) gY ( t) ．

我们将一些常用分布的矩母函数列表如表 1-1．

表 1-1 一些常用分布的矩母函数

分布名称 密度函数 矩母函数

U( a，b) p( x) = 1
b － a，a ＜ x ＜ b 1

t( b － a) ( e
bt － eat )

E( λ) p( x) = λe －λx，x ＞ 0 λ
λ － t，t ＜ λ

1



续表

分布名称 密度函数 矩母函数

N( μ，σ2 ) p( x) = 1
2槡 πσ

exp － ( x － μ) 2

2σ( )2 exp( μt + 1
2 σ2 t2 )

Gamma( α，λ) p( x; α，λ) = λα

Γ( α)
xα－1 eλx，x ＞ 0 λ

λ( )－ t
α
，t ＜ λ

注: χ2 ( n) 实质上为 Gamma 1
2 ，

n( )2
．

定义 1． 2 若 X 为离散型随机变量，称 E( sX ) 为其概率生成函数，记为
X ( s) ，或简记为 ( s) ． 若 P{ X = k} = pk，k = 0，1，2，…，则

X ( s) = ∑
∞

k = 0
pks

k ．

易知
p0 = X ( 0) ;

pk = 1
k!

dk

dsk
X ( s) s = 0， k = 1，2，…．

注:生成函数 ( s) 与 X的分布函数相互唯一确定．通过生成函数可计算
X的各阶矩．例如:

E［X］ = '( 1) ， E［X2］ = " ( 1) + '( 1) ．
若随机变量 X与 Y相互独立，则 X+Y ( s) = X ( s) Y ( s) ． 我们将一些常用分
布的生成函数列表如表 1-2。

表 1-2 一些常用分布的生成函数

分布名称 概率函数 生成函数

0-1 分布 p( x) = px ( 1 － p) 1－x，x = 0，1 1 + ( s － 1) p

二项分布 B( n，p) p( x) = Cx
np

x ( 1 － p) n－x，x = 0，1，…，n ( 1 + ( s － 1) p) n

几何分布 G( p) p( x) = p( 1 － p) x，x = 0，1，… p
1 － s( 1 － p)

Poisson分布 P( λ) p( x) = λx

x! e
－λ，x = 0，1，… eλ( 1－s)
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1． 2 条件期望和条件方差

1．条件分布

如果 X和 Y是离散型随机变量，且 P{ X = x，Y = y} 为 X和 Y的联合概率
函数，则可以计算在已知 X = x的条件下 Y的条件分布，即若 X的边缘概率函

数 pX ( x) ＞ 0，则条件概率函数 P{ Y = y X = x} = P{ Y = y，X = x}
P{ X = x} ． 如果

X和 Y是连续型随机变量，且 p( x，y) 为 X 和 Y的联合分布密度函数，则可以
计算在已知 X = x的条件下 Y的条件分布密度函数，即若 X 的边缘密度函数
pX ( x) ＞ 0，则条件分布密度函数为:

p( y x) = p( x，y)
pX ( x)

．

【例 1． 1】 令 X和 Y的联合密度函数如下:

p( x，y) = x + y， 0 ≤ x≤ 1，0 ≤ y≤ 1，
0， 否则{ ．

试求 P X ＜ 1
4 Y ={ }1

3
的值．

解 易知 pY ( y) = y + 1
2 ，故

p( x y) = p( x，y)
pY ( y)

= x + y

y + 1
2

．

所以，

P X ＜ 1
4 Y ={ }1

3
= ∫0

1
4
p x( )1

3
dx = ∫0

1
4

x + 1
3

1
3 + 1

2

dx = 11
80．

2．条件数学期望

由于条件数学期望在统计模拟中有着重要的地位，我们在此给出其定义．
如果 X和 Y是具有联合概率函数的离散随机变量，则在给定 X = x 的条

件下 Y的条件期望 E［Y X = x］为

E［Y X = x］ = ∑
y
yP{ Y = y X = x} =

∑
y
yP{ X = x，Y = y}

P{ X = x} ．
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即，给定 X = x的条件下 Y的条件期望是以给定 X = x的条件下 Y取值 y的条
件概率为权的加权平均值．

类似地，如果 X和 Y是具有联合密度函数 f( x，y) 的连续随机变量，则在
给定 X = x的条件下 Y的条件期望 E［Y X = x］为

E［Y X = x］ =
∫y f( x，y) dy

∫ f( x，y) dy
．

由定义知 E［Y X］为 X的函数，且这个函数在 X = x时取值为 E［Y X = x］．
同时 E［Y X］它自身也是一个随机变量．下述性质是非常有用的．

命题 1． 1
E［E［Y X］］= E［Y］． ( 1． 2． 1)

如果 X是一个离散型随机变量，则方程( 1． 2． 1) 可化为

E［Y］ = ∑
x
E［Y X = x］P{ X = x} ;

而如果 X是一个具有密度函数 g的连续型随机变量，则方程( 1． 2． 1) 可化为

E［Y］ = ∫E［Y X = x］g( x) dx．

我们在 X和 Y是离散型随机变量情形下给出命题 1． 1 的证明．

证∑
x
E［Y X = x］P{ X = x} = ∑

x
∑

y
yP{ Y = y X = x} P{ X = x}

= ∑
x
∑

y
yP{ X = x，Y = y}

= ∑
y
y∑

x
P{ X = x，Y = y}

= ∑
y
yP{ Y = y}

= E［Y］．
【例 1． 2】 随机变量 ( X，Y) 的联合分布律如下表:

X
Y

1 2 3 p·j

1 2
27

4
27

1
27

7
27

2 5
27

7
27

3
27

15
27

3 1
27

2
27

2
27

5
27

pi·
8
27

13
27

6
27
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试求 E［X Y］的分布律，EX及 E( E［X Y］) ．
解 当 Y = 1 时，有

P{ X = 1 Y = 1} = P{ X = 1，Y = 1}
P{ Y = 1} = 2

7 ，

同理，P{ X = 2 Y = 1} = 4
7 ，P{ X = 3 Y = 1} = 1

7 ． 故

E［X Y = 1］ = ∑
3

i = 1
iP{ X = i Y = 1} = 13

7 ．

类似地有

E［X Y = 2］ = ∑
3

i = 1
iP{ X = i Y = 2} = 28

15．

E［X Y = 3］ = ∑
3

i = 1
iP{ X = i Y = 3} = 11

5 ．

又 P{ E［X Y］ = E［X Y = j］} = P{ Y = j}，j = 1，2，3． 故 E［X Y］的分布
律如下:

E［X Y = j］ 13
7

28
15

11
5

P{ E［X Y］ = E［X Y = j］} = P{ Y = j} 7
27

15
27

5
27

E( E［X Y］) = 13
7 × 7

27 + 28
15 × 15

27 + 11
5 × 5

27 = 52
27，

而

EX = ∑
3

i = 1
iP{ X = i} = 1 × 8

27 + 2 × 13
27 + 3 × 6

27 = 52
27，

即

EX = E( E［X Y］) = 52
27．

3．条件方差

给定 X = x的条件下 Y的条件方差如下:
Var( Y X) = E［( Y － E［Y X］) 2 X］．

同样，Var( Y X) 也是 X的函数，且这个函数在X = x时取值为Var( Y X = x) ． 化
简得到

Var( Y X) = E［Y2 X］－ ( E［Y X］) 2 ．
对上式两边同时取期望得到:

5
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E［Var( Y X) ］= E［E［Y2 X］］－ E［( E［Y X］) 2］
= E［Y2］－ E［( E［Y X］) 2］． ( 1． 2． 2)

又因为 E［( E［Y X］) ］ = E［Y］，我们有
Var( E［Y X］) = E［( E［Y X］) 2］－ ( E［Y］) 2 ． ( 1． 2． 3)

将式( 1． 2． 2) 与式( 1． 2． 3) 相加得到下面的等式———著名的条件方差公式:
Var( Y) = E［Var( Y X) ］+ Var( E［Y X］) ．

【例 1． 3】 从某大学中任意挑选一个学院，然后从此学院任意挑选 n 个
学生．令 X表示这些学生中来自武汉市的人数． 令 Q 表示该学院来自于武汉
市人数所占的比例，因为学院之间比例不同，所以 Q 也为随机变量． 给定
Q = q，则 X ～ B( n，q) ，从而，E［X Q = q］ = nq，Var( X Q = q) = nq( 1 －
q) ． 假设随机变量 Q ～ U( 0，1) ，上述方式建立的模型称为分层模型，记为

Q ～ U( 0，1) ，
X Q = q ～ B( n，q) ．

则

E［X］ = EE［X Q］ = E［nQ］ = n
2 ，

Var( X) = E［Var( X Q) ］+ Var( E［X Q］)

= E［nQ( 1 － Q) ］+ Var( nQ) = n
6 + n2

12．

1． 3 随机过程简介

以前我们学过的概率统计中随机变量序列基本上是独立同分布的．本书
中还将考虑相依的随机变量序列．例如，日气温将形成以时间为序的随机变量
序列，而且一天的气温明显地与前一天的气温不是独立的．

随机过程 { Xt，t∈ T} 是一个随机变量集合，状态空间 S是随机变量 Xt取
值的集合，集合 T称为指标集，指标集可以是离散的，例如 T = { 0，1，2，…，} ，
也可以是连续的，例如 T =［0，∞ ) ，这取决于应用的需要．对于指标集 T为离
散情形时的随机过程有时也称为随机变量序列．
【例 1． 4】 ( 天气变化问题) 令状态集 S = { 晴，多云}，指标集 T = { 0，

1，…}，一个典型的序列为
晴，晴，多云，多云，晴，…．

将上述序列用 Xt依次记录下来，则 { Xt，t∈ T} 就是一个具有离散的状态空间
S和离散的指标集 T的随机过程．

6
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下面，我们将讨论一类常用的随机过程．

1． Poisson过程

假设事件在［0，t］上任意时刻发生且令 N( t) 表示在时间［0，t］上事件
发生的个数．如果

( 1) N( 0) = 0 ;
( 2) N( t) 是独立增量过程，即任取 0 ＜ t1 ＜ t2 ＜ … ＜ tn，

N( t1 ) ，N( t2 ) － N( t1 ) ，…，N( tn ) － N( tn－1 )
相互独立;

( 3) 对任何 t ＞ 0，s≥ 0，增量 N( s + t) － N( s) 服从参数为 λt的 Poisson
分布，即

P{ N( s + t) － N( s) = k} = ( λt)
ke －λt

k! ;

则称这些事件构成一个具有速率 λ( λ ＞ 0 ) 的 Poisson过程．
条件( 1) 描述了过程开始于时刻 0． 条件( 2) ，这个独立增量假设阐述了

到时刻 t发生的事件数( N( t) ) 与在时刻 t和 t + s之间发生的事件数( N( t +
s) － N( t) ) 相互独立．条件( 3) ，这个平稳增量假设阐述了 N( t + s) － N( t) 的
概率分布对任何 t都是相同的．

对于一个 Poisson过程，令 X1 表示第一个事件来到的时刻．进而对 n ＞ 1，
令 Xn 表示第 n － 1 个事件和第 n 个事件之间的间隔时间． 序列 { Xn，n = 1，
2，…} 称为间隔时间序列．例如，如果 X1 = 1，X2 = 4，则 Poisson 过程的第一
个事件将发生在时刻 1 和第二个事件将发生在时刻 4 之间( 如图 1-1) ．

图 1-1 间隔时间

现在我们来确定 Xn 的分布． 首先注意到事件 { X1 ＞ t} 发生当且仅当
Poisson过程在区间［0，t］上没有一个事件发生，从而

P{ X1 ＞ t} = P{ N( t) = 0} = e －λt ．

因此 X1 是均值为
1
λ 的指数分布

．为了获得 X2 的分布，注意到

P{ X2 ＞ t X1 = s} = P{在( s，s + t］上没有事件发生 X1 = s}

= P{在( s，s + t］上没有事件发生}
= e －λt ．
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其中最后的两个方程成立是因为独立增量性．由前述讨论知，X2 也是均值为
1
λ 的指数随机变量

，进而 X2 和 X1 相互独立．重复这样的讨论，我们得到命题

1． 2．
命题 1． 2 设 X1，X2，… 为 Poisson 过程中事件发生的间隔时间序列，则

X1，X2，…是独立同分布的随机变量序列，且共同分布为具有参数 λ 的指数分
布．

令 Sn =∑
n

i = 1
Xi表示第 n个事件发生的时刻．根据事实: Sn不大于 t当且仅

当到时间 t时至少有 n个事件发生，我们看到

P{ Sn ≤ t} = P{ N( t) ≥ n} = ∑
∞

j = n
e －λt ( λt) j

j! ．

易知上式左边是 Sn 的分布函数．对它进行微分得到 Sn 的密度函数 pn ( t) 如
下:

pn ( t) = ∑
∞

j = n
jλe －λt ( λt) j －1

j! －∑
∞

j = n
λe －λt ( λt) j

j!

= ∑
∞

j = n
λe －λt ( λt) j －1

( j － 1) ! －∑
∞

j = n
λe －λt ( λt) j

j!

= λe －λt ( λt) n－1

( n － 1) ! ．

定理 1． 1 设{ N( t)，t≥0} 是参数为 λ的 Poisson过程，则在给定N( t) = n
的条件下，事件的到达时刻 ( S1，S2，…，Sn ) 的联合分布密度为

f( s1，s2，…，sn N( t) = n) = n!
tn
， 0 ＜ s1 ＜ s2 ＜ … ＜ sn ≤ t．

( 1． 3． 1)
证明 给定 N( t) = n，设 n 个事件的到达时刻分别为 ( S1，S2，…，Sn ) ．

对充分小的增量 Δsi，i = 1，2，…，n，事件 N( t) = n和在［si，si + Δsi ) ，i = 1，
2，…，n中恰发生一起事件而在［0，s1) ，［s1 + Δs1，s2) ，…，［sn－1 + Δsn－1，sn ) ，
［sn + Δsn，t］中没有事件发生等价．

f( s1，s2，…，sn N( t) = n) Δs1Δs2…Δsn
= P{ si ≤ Si ＜ si + Δsi，i = 1，2，…，n N( t) = n} + o( Δs1Δs2…Δsn )

=
P{ si ≤ Si ＜ si + Δsi，i = 1，2，…，n，N( t) = n}

P{ N( t) = n}
+ o( Δs1Δs2…Δsn ) ， ( 1． 3． 2)

而
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