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经过近６０年坚韧不拔的努力，复旦大学附属中学已经初步发展成为一所特色鲜

明、国际闻名的示范性品牌高中．很多国内外著名学校的师生、校长来复旦附中交流访

问，在听课、座谈、参观之后，都提出希望能得到一套复旦附中的校本教材，以深入研究

“复旦附中现象”．确实，通过教材，可以了解我们的办学思想、课程设置以及教学的设

计、结构、内容与要求等等．在２００５年，我们曾经出过一套六本“校本课程选辑”，受欢迎

的程度还是比较乐观的．在此基础上，我们计划在２００８—２００９年里再出一批．其目的主

要有三：一、编写的过程就是笔者学习思考的过程，可以提炼教师的专业水平和研究教

学的能力，把他们个体手中的备课笔记整合成教研组集体的“讲义”（学校不可能出版

“教材”），同时可以解决上课时多媒体技术使用日益频繁给学生记笔记带来不便等新问

题，更方便他们自主学习（如预习和复习等）；二、在提倡对通用教材二次开发的今天，各

学校自编的校本教材五花八门、千姿百态，为便于同兄弟学校交流、分享教改成果，我们

也应该出版一些基本成型的“讲义”；三、我们认为，这也是在记录我校教育发展的历程，

透过这些书面的资料，促使我们自身理性地观察和对待学校近年的教育教学改革，积极

推动高中素质教育的振兴，帮助我们不断迈向卓越．

已经或将陆续出版的这套《复旦大学附属中学“大视野”教育书系》，其宗旨在于“凸

显教育眼光的开阔和深远，体现通识教育的理念”，也是对复旦附中教师长年教育教学

实践智慧的总结，是真正意义上的“校本”．尤其是展现了复旦附中师生的教与学水平和

教育方式方法，可以说，呈现给大家的是一份真切的“实惠”．但对某些学校而言未必适

用，仅供参考之用．另外，限于编辑时间和各自的理解能力，我们展现给大家的只是部分

思考心得，更多的切入点有待我们进一步挖掘，这是我们的愿望及努力方向．书中的疏

漏之处，还望读者指正！

谢应平

２００８年７月２２日
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第１章

空间直线与平面

１．１　平面的性质
立体几何研究空间图形的性质和度量，点、直线、平面是立体几何研究的基本对象．常见

的桌面、黑板面、光滑的镜面等，都给我们以“平”的印象，几何里所说的平面就是从这样的一

些物体抽象出来的，但是，几何里的平面是向各个方向无限延伸的．在画一个平面时，一般把

它画成一个平行四边形．当平面水平放置时，通常把平行四边形的锐角画成４５°，横边画成等

于邻边的两倍（图１－１）．当一个平面的一部分被另一个平面遮住时，应把被遮住的部分画成

虚线或不画（图１－２），这样的立体感强一些．

图１－１
　　

图１－２

平面通常用一个希腊字母来表示，如平面α、平面β、平面γ等（图１－２），也可以用表示平
行四边形的四个顶点或两个相对顶点来表示，如平面ＡＢ　Ｃ　Ｄ、平面ＡＣ等（图１－１）．

为了表达的方便，直线、平面可以看作是点的集合，它们之间的关系可以借用集合的记

号．点与直线的位置关系有点在直线上、点在直线外两种．点Ａ在直线ｌ上，记作Ａ∈ｌ；点

Ａ在直线ｌ外，记作Ａｌ．点与平面的位置关系有点在平面内、点在平面外两种．点Ａ在平

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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面α内，记作Ａ∈α；点Ａ在平面α外，记作Ａα．直线ｌ与直线ｍ 相交于点Ａ，记作ｌ∩
ｍ＝Ａ．　

在长期的生产实践和数学的发展中，人们意识到，研究立体几何应从以下基本事实（称

图１－３

之为公理）出发，把它们作为进一步推理的基础．
公理１　如果一条直线上有两点在一个平面内，那么这条

直线上的所有点都在这个平面内．
这时，我们说直线在平面内，或平面经过直线（如图１－３）．直

线ｌ在平面α内，记作ｌα．
公理２　如果两个平面有一个公共点，那么它们有一条通过这个点的公共直线（图１－４）．

图１－４

如果平面α与平面β有一条公共直线ｌ，则称平面α与平面β
相交，交线为ｌ，记作α∩β＝ｌ．　

例如，教室内相邻的墙面，在墙角处交于一个点，它们就交于

过这个点的一条直线．
公理３　经过不在同一直线上的三点，有且仅有一个平面．
经过Ａ，Ｂ，Ｃ三点的平面记作“平面ＡＢ　Ｃ”．公理３也可以表

述为“不在同一直线上的三点确定一个平面”．
例如，一扇门用两个合页和一把锁就可以固定了．
根据上述公理，可以得到以下推论：

推论１　经过一条直线和这条直线外一点，有且仅有一个平面（图１－５（ａ））．
证明　设Ａ是直线ｌ外的一点，在ｌ上任取两点Ｂ，Ｃ．由公理３，Ａ，Ｂ，Ｃ三点可以确

定一个平面，记为α．因为点Ｂ，Ｃ都在平面α内，由公理１，直线ｌ在平面α内．
若经过点Ａ和直线ｌ还有一个平面β，则点Ｂ，Ｃ也在平面β内，这样，经过不共线的三

点Ａ，Ｂ，Ｃ就有两个不同的平面α，β，与公理３矛盾．所以，推论１成立．
因此，若两个平面有一个公共点，则它们有且仅有一条经过该点的公共直线．
类似地，可以得到以下两个推论：

推论２　经过两条相交直线，有且仅有一个平面（图１－５（ｂ））．
推论３　经过两条平行直线，有且仅有一个平面（图１－５（ｃ））．

图１－５

根据直线平行的定义，两条直线平行指的是这两条直线在同一平面内且没有公共点，因
此，有一个平面经过两条平行直线，又由公理３，这个平面是唯一的．

例１　求证：两两相交且不过同一个点的三条直线在同一个平面内．
已知：直线ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ 两两相交，交点分别为Ａ，Ｂ，Ｃ（图１－６）．求证：直线ＡＢ，

ＢＣ，ＣＡ 在同一平面内．
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图１－６

证明　由直线ＡＢ，ＡＣ相交于点Ａ，

可知直线ＡＢ 和Ａ　Ｃ确定一个平面α（推论２）．
因为Ｂ∈ＡＢ，Ｃ∈ＡＣ，

所以Ｂ∈α，Ｃ∈α．
可得ＢＣα（公理１）．
因此，直线ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ 在同一平面内．

练习

１．用集合的语言表示下列语句，并画图表示．
（１）平面α上有点Ａ，平面α外有点Ｂ；

（２）直线ｌ经过点Ａ，且平面α经过直线ｌ；

（３）平面α与平面β相交于直线ｌ，且直线ｌ经过点Ｍ；

（４）平面α与平面β的交线ｌ与直线ｍ 相交于点Ａ．

２．已知ａ，ｂ，ｃ是空间三条直线，且ａ∥ｂ，ｃ与ａ，ｂ都相交，求证：直线ａ，ｂ，ｃ在同一平面内．

３．已知Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ是空间四点，且点Ａ，Ｂ，Ｃ在同一直线ｌ上，点Ｄ在直线ｌ外．求证：直线ＡＤ，ＢＤ，

ＣＤ 在同一平面上．

４．讨论使空间四点在同一平面上的条件．

５．证明本节中的推论２和推论３．

１．２　空间的两条直线

１．２．１　两条直线的位置关系

我们知道，在同一个平面内的两条直线＊的位置关系只有两种：平行或相交．

图１－７

空间的两条直线之间，还有另外一种位置关系．
观察长方体Ａ　Ｂ　Ｃ　Ｄ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１（图１－７），可以发现ＢＤ１ 与

ＡＣ，ＡＡ１ 与Ｂ１Ｃ１ 既不相交，也不平行，并且不在同一平面内．我
们把不可能在同一平面内的两条直线叫做异面直线．

空间的两条直线的位置关系有以下三种：

（１）相交直线———在同一平面内，有且仅有一个公共点；

（２）平行直线———在同一平面内
獉獉獉獉獉獉

，没有公共点；

（３）异面直线———不同在任何一个平面内，没有公共点．
画两条异面直线时，一般画成如图１－８的形状．

＊ 本教材中提到的两条直线均指两条不重合的直线．
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图１－８

例１　过平面内一点和平面外一点的直线，和平面内不经过该点的直线是异面直线．
已知：直线ａ 平面α，点Ａα，Ｂ∈α，Ｂａ（图１－９）．求证：直线ＡＢ 与直线ａ是

图１－９

异面直线．
证明　假设直线ＡＢ 与直线ａ在同一平面β内，则平面β

经过点Ｂ 和直线ａ．
由于Ｂａ，经过点Ｂ和直线ａ的平面有且仅有一个平面α，

因此平面α与平面β重合．
可得Ａ∈α，与已知Ａα矛盾．
故直线ＡＢ 与直线ａ是异面直线．

１．２．２　平行直线

在平面几何里，我们曾学过：“在同一平面内，平行于同一直线的两条直线互相平行．”

实际上，在空间中，这个结论依然成立．
引理　设三个平面α，β，γ两两相交，交线分别为ａ，ｂ，ｃ（γ∩α＝ａ，α∩β＝ｂ，β∩

γ＝ｃ）．对于直线ａ，ｂ，ｃ，我们有
（１）若ａ，ｂ，ｃ中有两条直线相交，则ａ，ｂ，ｃ三线共点；

（２）若ａ，ｂ，ｃ中没有两条直线相交，则ａ，ｂ，ｃ两两平行，即ａ∥ｂ，ｂ∥ｃ，ｃ∥ａ．
证明　因为ａ与ｂ共面于α，所以ａ与ｂ只可能相交或平行．
（１）若ａ与ｂ相交，设交点为Ｐ，则Ｐ∈ａ∩ｂ＝ （γ∩α）∩ （α∩β），即Ｐ∈β∩γ＝

ｃ，故三线ａ，ｂ，ｃ共点于Ｐ．
（２）若ａ∥ｂ，则ｂ∥ｃ，ｃ∥ａ．（否则，ａ，ｂ，ｃ中有两线相交，则由（１）的证明过程可知，

三线均相交，与ａ∥ｂ矛盾）

因此，我们有以下的推论：

平行传递定理　平行于同一直线的两条直线平行．
已知：ａ∥ｂ，ｂ∥ｃ．求证：ａ∥ｃ．
证明　设ａ与ｂ共面于α，ｂ与ｃ共面于β．若ａ，ｂ，ｃ三线共面，则由平面几何知识，

ａ∥ｃ；若ａ，ｂ，ｃ不共面，且ａ与ｃ共面于γ，则由引理可知ａ∥ｃ．
若ａ与ｃ不共面，则在ｃ上取一点Ｐ，ａ与Ｐ 确定平面γ′，γ′与β（有公共点Ｐ）相交成直



００７　　　　

第１章　空间直线与平面
复
旦
大
学
附
属
中
学
数
学
教
学
讲
义

线ｃ′，于是ｃ′∥ｂ．而直线ｂ，ｃ，ｃ′同在平面β内，过一点只能有一条平行线，两者矛盾．∴ａ
与ｃ共面，ａ∥ｃ．

例２　已知：四边形ＡＢＣＤ 是空间四边形（四个顶点不在同一平面上的四边形），Ｅ，Ｈ

分别是边ＡＢ，ＡＤ的中点，Ｆ，Ｇ分别是边Ｃ　Ｂ，ＣＤ 上的点，且ＣＦＣ　Ｂ ＝
ＣＧ
Ｃ　Ｄ ＝

２
３．
求证：四

边形ＥＦＧＨ 是梯形．

图１－１０

证明　如图１－１０，连接ＢＤ．
因为ＥＨ 是△ＡＢＤ 的中位线，

所以ＥＨ ∥ＢＤ，ＥＨ ＝ １２ＢＤ．

又在 △ＢＣ　Ｄ 中，ＣＦＣ　Ｂ ＝
ＣＧ
Ｃ　Ｄ ＝

２
３
，

有ＦＧ ∥ＢＤ，ＦＧ ＝ ２３ＢＤ．

所以ＥＨ ∥ＦＧ，ＦＧ ＞ＥＨ．
故四边形ＥＦＧＨ 是梯形．
根据平行传递定理，我们有以下的定理：

等角定理　如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行且方向相同，则这两个角相等．
已知：∠ＢＡ　Ｃ 和 ∠Ｂ′Ａ′Ｃ′的边Ａ　Ｂ ∥Ａ′Ｂ′，Ａ　Ｃ ∥Ａ′Ｃ′，并且方向相同．求证：

∠ＢＡ　Ｃ＝ ∠Ｂ′Ａ′Ｃ′．　
证明　对于∠ＢＡＣ和∠Ｂ′Ａ′Ｃ′在同一平面内的情况，在平面几何中已经证明．下面证

明两个角不在同一平面内的情况．

图１－１１

如图１－１１，在ＡＢ，Ａ′Ｂ′，ＡＣ，Ａ′Ｃ′上分别取ＡＤ＝Ａ′Ｄ′，

ＡＥ ＝Ａ′Ｅ′，连接ＡＡ′，ＤＤ′，ＥＥ′，ＤＥ，Ｄ′Ｅ′．
因为ＡＢ ∥Ａ′Ｂ′，ＡＤ ＝Ａ′Ｄ′，

所以ＡＡ′Ｄ′Ｄ 是平行四边形．
有ＡＡ′∥ＤＤ′，ＡＡ′＝ＤＤ′．
同理，ＡＡ′∥ＥＥ′，ＡＡ′＝ＥＥ′．
则ＤＤ′∥ＥＥ′，ＤＤ′＝ＥＥ′，

所以四边形ＥＥ′Ｄ′Ｄ 是平行四边形．
有ＥＤ ＝Ｅ′Ｄ′，△ＡＥＤ ≌ △Ａ′Ｄ′Ｅ′．
故 ∠ＢＡ　Ｃ＝ ∠Ｂ′Ａ′Ｃ′．
推论　如果两条相交直线和另两条相交直线分别平行，那么这两组直线所成的锐角（或

直角）相等．

１．２．３　异面直线所成的角

对于异面直线ａ和ｂ，经过空间任意一点Ｏ，分别引直线ａ′平行（或重合）于直线ａ，直线
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ｂ′平行（或重合）于直线ｂ．由上一节的推论，直线ａ′，ｂ′所成的锐角（或直角）的大小，只由直
线ａ，ｂ的相互位置决定，与点Ｏ的选择无关．把直线ａ′，ｂ′所成的锐角（或直角）叫做异面直
线ａ，ｂ所成的角（图１－１２）．如果两条异面直线所成的角是直角，则称这两条异面直线互相
垂直．

图１－１２

因此，两条异面直线所成角的取值范围是 ０，π（ ］２ ．

图１－１３

例３　如图１－１３，在边长为１的正方体ＡＢ　Ｃ　Ｄ－Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′中，
（１）哪些棱所在的直线与直线ＢＣ′成异面直线；
（２）求异面直线ＡＢ′与Ｂ　Ｃ′所成角的大小．
解　（１）正方体共有１２条棱，与ＢＣ′相交的有６条，与ＢＣ′平

行的棱不存在．因此余下的６条棱所在的直线与直线ＢＣ′成异面直
线，它们是ＡＡ′，Ａ′Ｂ′，Ａ′Ｄ′，ＡＤ，ＣＤ，ＤＤ′．

（２）连接ＡＤ′，Ｂ′Ｄ′．
因为ＡＢ∥Ａ′Ｂ′，Ａ′Ｂ′∥Ｃ′Ｄ′，ＡＢ＝Ａ′Ｂ′，Ａ′Ｂ′＝Ｃ′Ｄ′，

所以四边形ＡＢ　Ｃ′Ｄ′是平行四边形，ＡＤ′∥ＢＣ′，直线ＡＢ′与

ＢＣ′所成的角就是直线Ａ　Ｂ′与ＡＤ′所成的角．

在 △ＡＢ′Ｄ′中，ＡＢ′＝Ｂ′Ｄ′＝ＡＤ′＝槡２，∠Ｂ′ＡＤ′＝６０°．
故异面直线ＡＢ′与Ｂ　Ｃ′所成的角是６０°．
例４　在长方体ＡＢＣＤ－Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′中，已知ＡＢ＝２ＡＤ＝３ＡＡ′．求异面直线ＡＣ与Ｂ　Ｃ′

所成角的大小．

图１－１４

解　如图１－１４，连接ＡＤ′，ＣＤ′，

则ＡＤ′∥ＢＣ′，∠Ｄ′ＡＣ为异面直线ＡＣ与ＢＣ′所成的角
（或它的补角）．

由ＡＢ ＝２ＡＤ ＝３ＡＡ′，

可令ＡＡ′＝２ｔ，ＡＤ ＝３ｔ，ＡＢ ＝６ｔ，

在 △ＡＣ　Ｄ′中，ＡＣ２ ＝４５ｔ２，Ｄ′Ａ２ ＝１３ｔ２，Ｄ′Ｃ２ ＝４０ｔ２，

有ｃｏｓ∠Ｄ′Ａ　Ｃ＝ＡＣ
２＋Ｄ′Ａ２－Ｄ′Ｃ２

２ＡＣ·Ｄ′Ａ ＝４５ｔ
２＋１３ｔ２－４０ｔ２

２·槡４５ｔ·槡１３ｔ
＝ 槡３　６５

６５
，

则 ∠Ｄ′Ａ　Ｃ＝ａｒｃｃｏｓ 槡３　６５
６５

，即直线ＡＣ与Ｂ　Ｃ′所成的角是ａｒｃｃｏｓ 槡３　６５
６５ ．
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在图１－１４中，ＡＡ′和Ｂ　Ｃ是两条异面直线，直线ＡＢ 和它们都垂直相交．我们把和两条
异面直线都垂直相交的直线叫做两条异面直线的公垂线．两条异面直线的公垂线在这两条

异面直线间的线段的长度，叫做这两条异面直线的距离．图１－１４中，异面直线ＢＣ和Ｃ′Ｄ′的
距离是线段ＣＣ′的长．

练习

１．判断下列说法是否正确：

第２题图

（１）没有公共点的两条直线互相平行；

（２）分别在两个平面内的直线是两条异面直线．

２．指出图中正方体各线段所在直线的位置关系：

（１）ＡＢ 和ＣＣ′；

（２）Ａ′Ｃ和ＢＤ′；

（３）ＡＡ′和ＣＢ′；

（４）Ａ′Ｃ′和ＣＢ′；

（５）Ａ′Ｂ′和ＤＣ；

（６）ＢＤ′和ＤＣ．

３．已知：线段ＡＡ′，ＢＢ′，ＣＣ′不在同一平面上，且ＡＡ′∥ＢＢ′，ＡＡ′＝ＢＢ′，ＡＡ′＝ＣＣ′，ＡＡ′∥ＣＣ′．

求证：△ＡＢＣ≌ △Ａ′Ｂ′Ｃ′．

４．已知：Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ 分别是空间四边形的四条边ＡＢ，ＢＣ，ＣＤ，ＤＡ的中点．

求证：四边形ＥＦＧＨ 是平行四边形．

５．分别和两条异面直线ＡＢ，ＣＤ 同时相交的两条直线ＡＣ，ＢＤ一定是异面直线．为什么？

６．在正方体ＡＢＣ　Ｄ－Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′中，求下列异面直线所成的角：

（１）ＡＤ′与Ｂ′Ｃ；

第７题图

（２）ＡＡ′与ＣＢ′；

（３）Ａ′Ｄ 与Ｃ　Ｄ′．

７．如图的长方体ＡＢＣ　Ｄ－Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′中，ＡＢ ＝ＢＣ＝４，ＡＡ′＝２．求：

（１）异面直线ＢＣ和Ａ′Ｃ′所成的角；

（２）异面直线ＡＡ′和ＢＣ′所成的角；

（３）直线Ａ′Ｂ′和ＤＤ′、Ｂ′Ｃ′和Ｃ　Ｄ 的距离．

１．３　空间直线与平面

１．３．１　直线和平面的平行

根据公理１，如果一条直线和一个平面有两个公共点，那么这条直线上的所有点都在这

个平面内，我们称之为直线在平面内．
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