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前 言

前 言

高等职业教育具有高等教育和职业教育的双重属性，职业教育是高职教育质的规定性
教育。高职教育作为一种类型教育，培养的是一种类型的人才，应该区别于普通高等教育。

德国数学家克莱因说过: “音乐能激发或抚慰情怀，绘画使人赏心悦目，诗歌能动人心
弦，哲学使人获得智慧，科学可以改善物质生活，但数学能给予以上的一切。”高等数学是以
抽象化和逻辑性强为主要特征的课程，且作为高等职业院校的公共基础课已经存在很多年
了，但是否真正地发挥出了这门课程应该发挥的作用值得商榷。可以肯定的是，高等数学已
经成为高等职业院校学生在大学学习过程中的“拦路虎”之一，不仅使学生难以找到数学知
识与专业知识的结合点，而且对原本不擅长数学学习的高职学生，在其学习热情上还会产生
较为严重的打击。产生这样状况的原因有很多，就教材编写以及教材运用的角度而言，教材
编写不照顾高职学生的基础条件，教材内容不切合后续专业教学需要，教学内容枯燥、缺乏
趣味是其中很重要的原因。为此，我们在高等职业院校做了一些调研，就学生对现行的数学
课程以及教材的一些观点和想法进行了收集、整理，具体如下:

( 1) 数学是重要的，同时又是抽象和枯燥的。
( 2) 学数学意味着在题海中沉浮。
( 3) 数学是深奥的枯燥理论和艰涩难懂符号的堆砌。
( 4) 数学是机械记忆、解题训练以及黑板上令人昏昏欲睡的讲解。
( 5) 数学只给我们压力，不给我们魅力。
( 6) 基础不好，学数学太困难，没有信心学好数学，甚至憎恶数学，对于应用更谈不上。
从调查的结果看，没有哪一门课程像数学课这样，在大家的心目中其重要性和亲和性有

这么大的分歧。一方面，数学作为一门重要的公共课程不可能废弃; 另一方面，同学们对数
学课程的学习望而却步。由此，我们从高等数学课程的教学过程中开始进行大胆尝试，从有
趣的数学出发，让同学们在趣味数学中体会数学思想，在逻辑思考中训练思维，在微积分中
理解变化，在数学实验中发现数学的神奇。一年的尝试取得了良好的效果，同学们学习高等
数学课程的热情有了很大的提升，对学习的积极性和主动性也增强了。

根据教学过程的积累，我们萌生了重新编写一本更适合高职学生特点的高等数学教材
的想法。因此，借鉴高等数学课堂教学改革尝试的结果，经过参与编写教材的教师们的共同
研究，决定在编写中围绕四个基本想法进行，一是降低高等数学课程的学习基础，强化易学
的意识和观念;二是坚持“能力为本、够用为度”的基本原则，努力体现数学课程教学为专业
课程学习的基础性、服务性功能，强化高等数学知识的有用性;三是结合数学基本思想，让学
生体会到趣味性、逻辑性和应用性; 四是充分运用计算机软件技术在数学教学过程的作用，
强化数学学习过程中学会运用工具的理念。这四个想法的核心可以用一句话概括，即“降低
学习门槛 +体会数学思想 +学会利用工具 +能够进行应用”。
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由于编者对现代高等职业教育理念及规律的认识水平有限，同时对高等数学课程内容
如何有效地针对后续专业进行编排还处于尝试阶段，因此必然还存在许多不足之处，望读者
在阅读和使用过程中积极提出宝贵意见，我们将根据读者的反馈意见和建议进一步修订。

本教材是由四川城市职业学院教师李娜( 讲师)、熊勇(副教授)和周萍( 副教授) 共同主
编，建筑工程系叶春伟(副主任)主审。本书编写期间得到了学院领导和许多专业教师的帮
助，在此一并感谢。

编 者
2014 年 4 月
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第一章 数学思想与数学思维

数学是什么?
1． 数学是一种语言，是一切科学的共同语言。
2． 数学是一把钥匙，一把打开科学大门的钥匙。
3． 数学是一种工具，一种思维的工具。
4． 数学是一门艺术，一门创造性艺术。

第一节 有趣的数学———数学思想之体验

一、计算器趣题

有一些数字，通过某种特定的计算，往往可以得到一些非常奇妙的排列，令人看后叫绝，
回味无穷( 如图 1 － 1 ～图 1 － 4) 。

1·1 = 1
11·11 = 121

111·111 = 12321
1111·1111 = 1234321

11111·11111 = 123454321
111111·111111 = 12345654321

1111111·1111111 = 1234567654321
11111111·11111111 = 123456787654321

111111111·111111111 = 12345678987654321
图 1 － 1
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9·9 + 7 = 88
98·9 + 6 = 888
987·9 + 5 = 8888
9876·9 + 4 = 88888
98765·9 + 3 = 888888
987654·9 + 2 = 8888888
9876543·9 + 1 = 88888888
98765432·9 + 0 = 888888888

图 1 － 2

1·9 + 2 = 11
12·9 + 3 = 111
123·9 + 4 = 1111
1234·9 + 5 = 11111
12345·9 + 6 = 111111
123456·9 + 7 = 1111111
1234567·9 + 8 = 11111111
12345678·9 + 9 = 111111111

123456789·9 + 10 = 1111111111

图 1 － 3

8·8 + 13 = 77
8·88 + 13 = 717
8·888 + 13 = 7117
8·8888 + 13 = 71117
8·88888 + 13 = 711117
8·888888 + 13 = 7111117
8·8888888 + 13 = 71111117
8·88888888 + 13 = 711111117

图 1 － 4

二、100 和 101 新解

“给你超过 100”代表什么意思? 有些人说他们的付出超过“100”，这意味着什么呢? 我
们也许都曾经有过这种境遇，就是别人要求你的付出超过“100”，甚至要求达到“101”。

生活中什么等于“100”? 我们来玩玩下面的数字小游戏，或许你能找到这些问题的答
案。

如果英文字母依序代表下列相对数字:
A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
那么将下列词或词组中各字母对应的数字加起来，再看看结果，如
·2·
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努力工作: H － A － R － D －W － O － R － K
8 + 1 + 18 + 4 + 23 + 15 + 18 + 11 = 98;

知识: K － N － O －W － L － E － D － G － E
11 + 14 + 15 + 23 + 12 + 5 + 4 + 7 + 5 = 96;

态度: A － T － T － I － T － U － D － E
1 + 20 + 20 + 9 + 20 + 21 + 4 + 5 = 100;

神的爱: L － O － V － E － O － F － G － O － D
12 + 15 + 22 + 5 + 15 + 6 + 7 + 15 + 4 = 101。

这样，我们从以上数学运算得到的各个结果出发，也许可以如此认为:
努力工作和知识只能让你接近目标，而态度能让你达成目标; 唯神的爱能让你超越巅

峰!

三、数字游戏修订版

熊老师按顺序写下 9 个非零数字，每个数字之间留有间隙，如下所示:
1 2 3 4 5 6 7 8 9

然后，对李老师说:“我希望你填上常见的运算符号，使结果等于 100。”李老师马上说:
“这个很简单!”于是他写下了:

123 － 45 － 67 + 89 = 100
熊老师说:“不，我留了间隙! 你不能把 123 看作是一百二十三……”
“噢，那就是说不允许将数字拼起来组成新的数字。”李老师说。
“对，一处也不允许。”熊老师说。
李老师想了一会，写下了:

( 1 + 2 － 3 － 4) × ( 5 － 6 － 7 － 8 － 9) = 100
熊老师说:“对不起，不能用括号。”于是，又出现了:

1 + 2 × 3 + 4 × 5 － 6 × 7 + 8 × 9 = 100
李老师说:“不介意我用乘法优先于加法的运算法则吧，所以我不需用括号将乘法括起

来，对不?”
“不介意，这是允许的。不过抱歉，现在也不能用减号。”
一阵寂静后李老师说:“我不确定是不是有这种可能。”
熊老师得意地问:“想打赌吗?”
接下来李老师该怎么办呢? 同学们请帮帮忙吧。

四、循环小数 0． 999 9… = 1 对吗?

人们似乎普遍认为 0． 999 9…略小于 1。之所以这样认为，大概是因为无论你在小数点
后取多少位 9，比方说 0． 999 999 999 9 ，所得的数都不同于 1。即使两者的差值不是太大，这
里是 0． 000 000 000 1 ，但它毕竟不是 0。因此许多人潜意识里总是觉得 0． 999 9…应该小于
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1。小多少呢? 嗯，反正是小于一个看上去像 0． 000 0…1 之类的某个数，无论有多少个 0。

这样试问:“0． 333 3…是多大?”我们会愉快地回答:“老师教过，恰好是 1
3 。”接着如果

我们又问下列式子是否正确?

0． 999 9… = 3 × 0． 333 3… = 3 × 1
3 = 1

看到这个式子，大家可能有点紧张了，觉得“这个题有点狡猾”! 那上面的算式对吗?
我们接着再看看下面的计算:

设 0． 999 9… = 9
10 + 9

100 + 9
1 000 + … = s，则

10s = 9 + 9
10 + 9

100 + 9
1 000 + …，即 10s = 9 + s。

因此 s = 1 ，也就是说 0． 999 9… = 1 。
那我们是否可以这样说“1 和 0． 999 9…之差是 0，因此它们是相等的”呢? 其实，这其中

的运算涉及微积分学中极限和无穷级数的内容。本书第三章“微积分初步”将会给大家详细
介绍微积分的内容。

五、无穷和 1 － 1 + 1 － 1 + 1 － 1 + 1 － 1 + …

请大家看下面的和式:

1 + 1
2 + 1

4 + 1
8 + 1

16 + 1
32 + …

其中“…”意味着这样的相加永不停止，我们将它称为无穷和。那这个无穷和是多少
呢? 能等于一个具体的数吗? 这样计算一下:

如果设 1 + 1
2 + 1

4 + 1
8 + 1

16 + 1
32 + … = s，那么

2s = 2 + 1 + 1
2 + 1

4 + 1
8 + 1

16 + 1
32 + … = 2 + s

因此 s = 2 。
然而，下面这个看似无异样的无穷和

1 － 1 + 1 － 1 + 1 － 1 + …
却在某些特定情况下显得有些诡异。如若像这样加上括号:

( 1 － 1) + ( 1 － 1) + ( 1 － 1) + …
它可化简为 0 + 0 + 0 + …，结果肯定是 0。但是如果像这样加上括号:

1 + ( － 1 + 1) + ( － 1 + 1) + ( － 1 + 1) + …
它则变成 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + …，结果肯定是 1。

然而，在数学界具有举足轻重地位的大数学家欧拉尝试了另一个技巧，设 1 － 1 + 1 － 1 +
1 － 1 + 1 － 1 + … = s，则

s = 1 － ( 1 － 1 + 1 － 1 + 1 － 1 + 1 － 1 + …) = 1 － s
·4·
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由此得到 s = 1 － s，因此 s = 1
2 。

这是前面两个矛盾值 0 和 1 的一个很好的折中值。无疑，欧拉的这一尝试使局面更混
乱了。本来就已经令人困惑了，又来个折中，那最后这个无穷和:

1 － 1 + 1 － 1 + 1 － 1 + …
到底是多少呢? 我们不打算深入探讨该问题涉及的数学思想，只是想表明在这样的情况下

欧拉那个有争议的 1
2 可以被认为是正确的。但是，在后期随着对无穷和的深入研究与系统

化，最终的结果是: 这个无穷和是不存在的，也就是说以上的三种算法都不对。

六、应关闭哪家医院

统计学家们知道，合并数据时有时会发生很奇怪的事情。其中一件就是辛普森悖论。
下面举例说明这一点:

卫生部要收集外科手术成功率的数据。医院甲和乙位于某市的同一个地区。卫生部打
算关闭这两家医院中成功率较低的医院。

医院甲报告了对 2 100 例患者的手术，63 人死亡( 3% ) ;
医院乙报告了 800 例患者的手术，16 人死亡( 2% ) 。
在卫生部部长看来，情况一目了然，医院乙死亡率较低，因此应该关闭医院甲。
不用说，医院甲很不服气。医院院长要求部长重新考虑是有理由的，并要求部长将数据

分成两个类别:男性和女性。院长同意了，由此得到了按性别分类的相应数据。
医院甲分别对 1 500 名男性，600 名女性做了手术，其中，6 名女性( 1% ) 和 57 名男性

( 3． 8% ) 死亡。
医院乙分别对 600 名女性和 200 名男性做了手术，其中，8 名女性( 1． 33% ) 和 8 名男性

( 4% ) 死亡。
可以看出，这些数据加起来与原始数据一致。可奇怪的是，在两种类别中，医院乙的死

亡率都高于医院甲，然而在合并起来的数据中，医院甲却比医院乙的死亡率高。要是将结果
拿到法庭上判决，相信无论哪种统计方式都会受到异议。最后，卫生部部长只好让两家医院
都继续营业。

七、数学游戏———幻方

当你还是个小学生的时候，也许就玩过这样一种数学益智游戏，就是把 1，2，3，4，5，6，7，
8，9 这 9 个数字，分别填在 3 × 3 的方格里，使之横、竖、对角线的数字相加都等于 15 ( 如图
1 － 5) 。这种“填数”问题在数学语言里就叫“幻方”。而填在 3 × 3 方格里的，就叫 3 阶幻
方，4 阶、5 阶幻方等以此类推。

三阶幻方:

·5·
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图 1 － 5

我们作如下考虑( 如图 1 － 6) :

3 ×

1 2 0

0 1 2

2 0 1

+

0 2 1

2 1 0

1 0 2

=

3 8 1

2 4 6

7 0 5

图 1 － 6

然后每个数加 1 得到( 如图 1 － 7) :

4 9 2

3 5 7

8 1 6

图 1 － 7

我们将这个幻方进行左右水平翻转，上下垂直翻转，然后再做四条轴对称，就能得到 8
个不同的幻方。可以说，数学的威力就是“得寸进尺”!

同理可得，5 阶幻方( 如图 1 － 8) :

5 ×

0 1 2 3 4

3 4 0 1 2

1 2 3 4 0

4 0 1 2 3

2 3 4 0 1

+

4 3 2 1 0

2 1 0 4 3

0 4 3 2 1

3 2 1 0 4

1 0 4 3 2

=

4 8 12 16 20

17 21 0 9 13

5 14 18 22 1

23 2 6 10 19

11 15 24 3 7

图 1 － 8

每个数加 1 得到( 如图 1 － 9) :

5 9 13 17 21

18 22 1 10 14

6 15 19 23 2

24 3 7 11 20

12 16 25 4 8

图 1 － 9
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八、你能想到吗?

有一根很长很长的绳子，恰好可以绕地球赤道一周。如果把绳子再接长 15 米后，绳子
就会绕着地球一周并悬在空中( 如图 1 － 10) 。你能想象在赤道的任何一个地方，一个身高
2． 39 米以下的人，都可以从绳子下面自由穿过吗?

图 1 － 10

设地球半径为 R，则绳子的原长为 2πR，当绳子长为 2πR + 15 时，绳子所围圈的半径为:
( 2πR + 15) ÷ 2π = R + 2． 39

因此，绳子可围成一个与地球表面相距 2． 39 米的大圆圈。

九、棋盘上的赏赐

这是一个古老的印度传说。舍罕王打算重赏象棋发明人———宰相西萨·班·达依尔。
这位聪明大臣的胃口看来并不大。他跪在国王面前说: “陛下，请您在这张棋盘的第一个小
格内赏给我一粒麦子，在第二个小格内给两粒，第三格内给四粒，照这样下去，每一小格内都
比前一小格加一倍。陛下，把这样摆满棋盘上所有 64 格的麦粒都赏给您的仆人吧!”
“爱卿，你所求的并不多啊!”国王心里窃喜，因为用这种方式对一件奇妙发明进行赏赐

不算破费。“你当然会如愿以偿的。”国王命令如数将麦粒付给达依尔。
计数麦粒的工作开始了，第一格内放 1 粒，第二格内放 2 粒，第三格内放 22 粒……还没

有到第二十格，一袋麦子已经空了。一袋又一袋的麦子被扛到国王面前来。但是，麦粒数一
格接一格飞快地增长着。国王很快就看出，即便拿出全印度的粮食也兑现不了他对达依尔
的诺言。原来，所需麦粒总数为:

1 + 2 + 22 + 23 + 24 + … = 18 446 744 073 709 557 615 ( 粒)
这些麦子究竟有多少? 更形象一点来说，如果造一个仓库来放这些麦子，仓库高 4 米，

宽 10 米，那么仓库的长度就等于地球到太阳的距离的两倍。而要生产这么多的麦子，全世
界要2 000年。尽管印度舍罕王非常富有，但要这么多的麦子他是怎么也拿不出来的。这么
一来，舍罕王就欠了宰相好大一笔债。要么是忍受达依尔没完没了的讨债，要么是干脆砍掉
他的脑袋。结果究竟如何呢? 可惜史书上没有记载。
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十、微积分学及其发展道路

微积分学是研究函数微分、积分性质与应用的一个数学分支。
微积分的出现是初等数学向高等数学转变的一个具有划时代意义的大事。但是，在微

积分发展道路上也曾产生过一些“混乱”或者说“神秘性”。这些“神秘性”主要集中在“无穷
小量”上。

16 世纪的欧洲向自然科学提出了两个基本问题:
( 1) 已知路程求速度;
( 2) 已知速度求路程。
在等速运动的情况下，这两个问题可以用初等数学来解决，但在变速的情形时，只用初

等数学就无法解决了。
笛卡儿( R． Descartes，1596—1650) 等人创立了解析几何学，开始有了变量的概念，这把

描述运动的函数关系和几何学中曲线或曲面问题的研究统一了起来。上述力学中的两个最
基本问题正好与初等几何一直未解决的两类问题完全一致。这两个问题是:

( 1) 求任意曲线的切线;
( 2) 求任意曲线所围成的面积( 或求任意曲面所围成的体积) 。
牛顿和德国数学家莱布尼兹( G． W． Leibniz，1646—1716) 在前人工作的基础上，分别用

力学和几何学独立地创立了微积分学。牛顿侧重于力学研究，突出了速度的概念，考虑了速
度的变化，建立了微积分的计算方法。他于 1665 年创造了“流数法”，并利用这个方法从行
星运动三大定律推出了万有引力定律，再根据万有引力定律解决了许多力学和天文学的问
题。

莱布尼兹则突出了切线的概念，从变量的有限差出发引入微分概念。他特别重视运算
符号和法则。

恩格斯说过:“微积分是牛顿和莱布尼兹大体上完成的，但不是由他们发明的。”微积分
刚一形成，就在解决实际问题中显示出强大的威力。例如，在天文学中，它能够精确地计算
行星、彗星的运行轨道和位置。

英国天文学家哈雷( E． Halley，1656—1742) 就通过这种计算断定 1531 年、1607 年、1682
年出现过的彗星是同一颗彗星，并推测它将于 1759 年再次出现。这个预见后来果然被证
实。

虽然微积分后来的应用愈来愈丰富，但当时的微分和积分并没有确切的数学定义。特
别是一些定理的证明和公式的推导，在逻辑上前后矛盾，不好理解，使人感到可疑，但推出的
结论往往又是正确无误的。这样，微积分就具有了一种“神秘性”。这种“神秘性”集中体现
在当时对“无穷小量”的认识上。牛顿在一些经典的推导中，既用无穷小量作分母进行除法，
这意味着无穷小量不是零，又把被无穷小量所乘的项当作没有而去掉，这说明他认为无穷小
量是零。奇怪的是，这样所推导的公式在力学和几何学的应用中却被证明都是正确的。

微积分漫长的发展史给我们的重要启示是:一个新的理论( 或新的学科) 的诞生，需要许
多人付出艰辛的劳动，甚至要经过几代人的努力。科学研究的道路从来就不是平坦的。另
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牛顿 莱布尼兹

外，它也告诉我们人们对客观世界中数量关系的认识是逐步深化的，既需要从感性认识跃进
到理性认识，又需要用理性认识指导实践，并取得进一步的发展。这个过程就是“实践、认
识、再实践、再认识”的过程。

马克思曾经指出:“一门科学只有在成功地应用数学时，才能达到真正完美的地步。”无
论是学理工的，还是学经济的，不管是学法律的，还是学语言文学的，也不管你是学美术的，
还是学体育的，都是一个接受科学训练的过程。在这个过程中，作为与科学对话的语言———
数学，发挥着十分重要的作用，我们可以用数学美去描绘自然美。

在现实社会中，正如著名数学家华罗庚先生所说:“宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工
之巧，地球之变，生物之谜，日用之繁，无处不用数学。”尤其是在数学美的结晶———计算机进
入全民家庭的今天，世人已经意识到，数学是强者的翅膀，数学美是最高境界的美。国人已
经感悟到，能否运用数学观念定量思维，正在成为衡量一个民族文化素质的重要标志。用数
学的方法去欣赏数学美、应用数学美、发现数学美、创造数学美，是中华民族对美的认识的升
华!

习题 1

1．在每个数字后面的空格内填上运算符号，使得下列等式成立。
1 2 3 4 5 6 7 8 9 = 100

2．用运算符号连接各小题中的数字，使各小题运算结果均为 24。
( 1) 5，5，5，1 ( 2) 3，3，7，7 ( 3) 4，4，7，7 ( 4) 3，3，8，8
3．补齐下面的方阵，使之横、竖、对角线的数字相加都等于 15( 提示:在填补时可以使用

分数) 。

8

4．构造一个 4 阶幻方，即将 1，2，3，… ，16 填进下面的方阵中，使得横、竖、对角线的数字
·9·
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相加都等于 34。

5．请将“我爱父母亲”5 个汉字填进下面的 5 阶方阵，使得横、竖、对角线的汉字均为
“我、爱、父、母、亲”这几个字，顺序可颠倒。这样不同的方阵一共有多少个呢?

我 爱 父 母 亲
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第二节 数学逻辑思维训练

一、逻辑思维与数学思维

( 一) 逻辑思维
当今的时代是一个知识爆炸的时代，也是一个头脑竞争的时代。在竞争日益激烈的环

境下，一个人想要很好地生存，不仅需要付出勤奋，还必须具有智慧。随着人才竞争的日趋
激烈和高智能化，越来越多的人认识到只拥有知识是远远不够的，因为知识本身并不能告诉
我们如何去运用知识，如何去解决问题，如何去创新，而这一切都要靠人的智慧———大脑思
维来解决。认真观察周围的人，我们会发现，那些在社会上有所成就的人无一不是具有卓越
思维能力的人。

那么，思维的力量真的如此强大吗? 为什么思维会对人有如此大的影响呢? 早在 20 世
纪 40 年代，西方发达国家就开始对人的大脑思维进行深入研究，希望能够揭开人类智慧的
本质。通过研究他们发现，那些具有创造型思维和复合型思维的人，比一般人更善于思考，
更懂得如何提炼有用的信息以及如何驾驭和运用知识去解决新问题。他们往往也就比其他
人知道更多的信息，拥有更多的知识。

世界著名物理学家劳厄曾说过: “重要的不是获得知识，而是发展思维能力。教育无非
是一切已学过的东西都遗忘掉的时候所剩下来的东西。”大量的事实也表明，个人的观察、分
析、判断、理解、思考、决策、创意、策划、想象、洞察和战略规划等思维技能是否成熟，是否接
受过系统的训练，将决定个人未来的职业发展前途。因此，一个人要想在激烈的脑力竞争中
生存，就要学会更新自己僵化的头脑、简单的思维模式，让自己成为一个在思维技能上训练
有素的人。

知识固然重要，但它并不一定能让我们变得智慧。因为，一个人智力的高低百分之九十
取决于他拥有什么样的思维，知识只占百分之十。这也是为什么我们现代人虽然在知识的
拥有量上已远远超过古人，但却还是达不到孔子和牛顿的智慧高度的原因。爱因斯坦曾说
过这样一句话:“如果仅仅死记书本上可以翻到的东西，什么事件啦、人名啦、公式啦等等，根
本就不用上大学。”也就是说，一直以来，学校教育主要是知识的教育，而非思维的教育。因
此，我们的思维也需要接受训练，一种可以让一个拥有许多知识的头脑变得更为灵活、更富
创造力的训练。

爱迪生说:“天才，就是百分之一的灵感加百分之九十九的努力!”其实，我们每个人都拥
有一座金矿，这座金矿不是别的，就是我们自己的大脑。人有了大脑就能思维，就能在世界
上创造出形形色色的奇迹。对于成功而言，可以说头脑中那百分之一的灵感才是最宝贵的。
但遗憾的是，很少有人去研究那最宝贵的百分之一，去提高那最宝贵的百分之一。信息化的
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