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前 言

  本书是根据教育部最新制定的《高等职业教育高等数学课程教学基本要

求》编写的实训教材. 该书既可作为教师教学参考用书, 也可作为学生学习

《高等数学》课程的训练提高用书.

本书内容包括: 函数极限与连续、导数与微分及应用、不定积分、定积分

及应用、多元函数微分学、常微分方程、无穷级数、拉普拉斯变换以及线性代

数等九章内容. 本书结合理工类专业的实际情况, 着重对高等数学的基本概

念、基本理论与基本方法进行剖析, 对学生的训练题目作了严格地筛选, 重点

突出、特点鲜明.

本书的结构和特点为:

1 . 以“应用为目的, 必须够用为度”兼顾学生后续学习为原则, 不拘泥于

数学学科自身的严密性、逻辑性.

2 . 每章按“知识要点、例题选讲、实训题目”形式进行编写, 结构清晰.

3 . 实训题型全面、难度适中、不强调过分复杂的运算技巧及论证, 注重高

等数学基本知识内容的掌握.

参加本书编写的有: 西安电力高等专科学校数学教研室胡雅彬( 上册知

识要点、例题选讲) , 吴少祥( 下册知识要点、例题选讲) , 余庆红( 第一章实训

题目( 作业) 及答案) , 姚振宇( 第二章实训题目( 作业) 及答案) , 寇磊( 第三章

实训题目( 作业) 及答案) , 吴文海( 第四章实训题目( 作业) 及答案) , 赵启峰

( 第五章实训题目( 作业) 及答案) , 马小燕( 第六章实训题目( 作业) 及答案) ,

廖虎( 第七章实训题目( 作业) 及答案) , 任晓全( 第八章实训题目( 作业) 及答

案) , 段东东( 第九章实训题目( 作业) 及答案) , 本书由段东东制定编写大纲,

由吴少祥、胡雅彬负责全书统稿.

本书由吴文海主审, 并提出了许多宝贵的意见和建议, 在此表示衷心的

感谢. 另外, 本书在编写过程中也得到了西安电力高等专科学校有关部门领

导及西北大学出版社的大力支持, 在此一并致以诚挚的感谢.

由于作者水平有限, 本书中难免有不妥之处, 恳请读者多给予批评指正.

编 者

2009 年6 月
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第六章　微分方程 １　　　　

知识要点

１．微分方程的基本概念：微分方程的定义、阶、通解、特解．
２．可分离变量的微分方程：

形式： ｄｙ
ｄｘ＝ｆ

（ｘ）ｇ（ｙ）．

求解可分离变量微分方程的步骤：
（１）分离变量；
（２）两端分别积分，可得原方程的通解．
如果问题为求特解，只需将初始条件代入求得的通解，确定常数Ｃ的值即可．
３．一阶线性非齐次微分方程：
形式： ｙ′＋Ｐ（ｘ）ｙ＝Ｑ（ｘ）．
求解方法有以下两种：
（１）常数变易法：

第一步，先求对应的齐次微分方程ｙ′＋Ｐ（ｘ）ｙ＝０的通解ｙ＝Ｃｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ；
第二步，设ｙ′＋Ｐ（ｘ）ｙ＝Ｑ（ｘ）的通解为

ｙ＝Ｃ（ｘ）ｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ
代入原方程可求得Ｃ（ｘ）

Ｃ（ｘ）＝∫Ｑ（ｘ）ｅ∫Ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ＋Ｃ
从而所求一阶线性非齐次微分方程的通解为

ｙ＝ｅ－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ∫Ｑ（ｘ）ｅ∫Ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ ．

（２）直接利用公式求解．
４．可降阶的微分方程：
（１）ｙ（ｎ）＝ｆ（ｘ）型：
求解方法：方程两端分别积分ｎ次，便可得包含ｎ个独立常数的通解．
（２）ｙ″＝ｆ（ｘ，ｙ′）型：
求解方法：作变换ｙ′＝Ｐ（ｘ），则ｙ″＝Ｐ′，代入原方程可将原方程化为一阶微分方程

ｄｐ
ｄｘ＝ｆ

（ｘ，ｐ）

若其通解为Ｐ＝φ（ｘ，Ｃ１），则

ｙ′＝φ（ｘ，Ｃ１）
两端积分，可得原方程的通解为
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ｙ＝∫φ（ｘ１，Ｃ１）ｄｘ＋Ｃ２．
５．二阶常系数齐次线性微分方程：
（１）二阶常系数齐次线性微分方程的通解结构．
二阶常系数齐次线性微分方程

ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝０
的通解可写成

ｙ＝Ｃ１ｙ１（ｘ）＋Ｃ２ｙ２（ｘ）
其中ｙ１（ｘ），ｙ２（ｘ）是该方程的两个线性无关的特解．

（２）二阶常系数齐次线性微分方程的解法．
二阶常系数齐次线性微分方程的解法一般步骤为：
第一步，写出特征方程ｒ２＋ｐｒ＋ｑ＝０；
第二步，求出特征根ｒ１，ｒ２；
第三步，根据ｒ１，ｒ２ 的三种情况，按下表直接写出齐次方程的通解．

特征方程ｒ２＋ｐｒ＋ｑ＝０的两个根ｒ１，ｒ２ 微分方程ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝０的通解

实根ｒ１ ≠ｒ２ ｙ＝Ｃ１ｅｒ１ｘ＋Ｃ２ｅｒ２ｘ

实根ｒ１ ＝ｒ２ ｙ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅｒ１ｘ

复根ｒ１，２ ＝α±βｉ　 ｙ＝ｅαｘ（Ｃ１ｃｏｓβｘ＋Ｃ２ｓｉｎβｘ）

　　６．二阶常系数非齐次线性微分方程：
（１）二阶常系数非齐次线性微分方程的通解结构．
二阶常系数非齐次线性微分方程

ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝ｆ（ｘ）
的通解可写成

ｙ＝Ｙ（ｘ）＋ｙ＊（ｘ）
其中Ｙ（ｘ）是该方程对应的齐次方程

ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝０
的通解，而ｙ＊ 是该方程的特解．

（２）二阶常系数非齐次线性微分方程的特解ｙ＊ 的解法．
特解的求法可根据ｆ（ｘ）的不同形式，运用待定系数法求之，具体设法可由下表详细给出．

自由项ｆ（ｘ）的形式 特解ｙ＊ 的形式

ｆ（ｘ）＝Ｐｎ（ｘ）

（ｐｎ（ｘ）为ｎ次多项式）

ｑ≠０时：ｙ＊ ＝Ｑｎ（ｘ）

ｑ＝０而ｐ≠０时：ｙ＊ ＝ｘＱｎ（ｘ）

ｑ＝０且ｐ＝０时：ｙ＊ ＝ｘ２　Ｑｎ（ｘ）

ｆ（ｘ）＝Ａｅλｘ
λ不是特征方程的根时：ｙ＊ ＝ａｅλｘ

λ是特征方程的单根时：ｙ＊ ＝ａｘｅλｘ

λ是特征方程的重根时：ｙ＊ ＝ａｘ２ｅλｘ

ｆ（ｘ）＝ｅλｘ（Ａｃｏｓωｘ＋Ｂｓｉｎωｘ）
λ＋ｉω不是特征根时：ｙ＊ ＝ｅλｘ（ａｃｏｓωｘ＋ｂｓｉｎωｘ）

λ＋ｉω是特征根时：ｙ＊ ＝ｘｅλｘ（ａｃｏｓωｘ＋ｂｓｉｎωｘ）
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例题选讲

例１　 指出下列方程中哪些是微分方程，若是请指出其阶数．
（１）ｘ′（ｙ′）２－ｙｙ′＋１＝０；　　　 （２）ｘ＝ （ｓｉｎｙ）″；　　　 （３）ｙ３ ＝２ｘ；
（４）ｙ＝ （ｓｉｎ２ｘ）； （５）ｘｄｙ＝ｙｄｘ； （６）（ｙｅｘ）′＝ｙ′ｅｘ＋ｙｅｘ．
解 　 方程（１）、（２）和（５）均为微分方程，阶数分别为一阶、二阶和一阶．其余均不是微分

方程．因为，方程（３）不含导数，方程（４）中虽有导数运算，但只是已知函数ｓｉｎ２ｘ的导数，而没
有未知函数的导数．（６）式是一个恒等式．

例２　 试求分别以下列函数为通解的微分方程（其中Ｃ、Ｃ１、Ｃ２ 为任意常数）．
（１）ｙ＝Ｃ１ｘ＋Ｃ２；　　　　　　　　（２）ｙ＝ｘｔａｎ（ｘ＋Ｃ）．
解 　ｙ＝Ｃ１ｘ＋Ｃ２ 中含两个任意常数，以其为通解的微分方程应是二阶微分方程．ｙ＝

Ｃ１ｘ＋Ｃ２ 两次对ｘ求导得，ｙ′＝Ｃ１，ｙ″＝０．
因此ｙ″＝０即为所求二阶微分方程．
（２）ｙ＝ｘｔａｎ（ｘ＋Ｃ）中只含一个任意常数，以其为通解的微分方程应是一阶微分方程．

两边求导得

ｙ′＝ｔａｎ（ｘ＋Ｃ）＋ｘｓｅｃ２（ｘ＋Ｃ）

把ｔａｎ（ｘ＋Ｃ）＝ｙｘ
代入上式消去Ｃ得

ｙ′＝ｙｘ ＋ｘ　
１＋ｙ

２

ｘ（ ）２
化简得微分方程 ｘｙ′＝ｘ２＋ｙ２＋ｙ．

说明：此类问题是求微分方程解的反问题，基本解法是利用微分法消去函数中的任意常
数，得出相应的微分方程．

例３　 求微分方程ｙ′＋２ｙ（ｙ－ａ）＝０的通解．
解 　 将所给方程分离变量得

－ １
２ｙ（ｙ－ａ）

ｄｙ＝ｄｘ

两边积分

－∫ １
２ｙ（ｙ－ａ）

ｄｙ＝∫ｄｘ，即１２ａ∫１
ｙ－

１
ｙ－（ ）ａ ｄｙ＝∫ｄｘ

所以 ｌｎ ｙ
ｙ－ａ＝

２ａ（ｘ＋Ｃ１）

故所求微分方程的通解为

ｙ
ｙ－ａ＝

Ｃｅ２ａｘ　（Ｃ＝ｅ２ａｃ１）．

例４　 若ｆ（ｘ）＝∫
２ｘ

０
ｆ ｔ（ ）２ ｄｔ＋ｌｎ２，求ｆ（ｘ）．

解 　 方程两边同时对ｘ求导数得ｆ′（ｘ）＝２ｆ（ｘ）．分离变量得ｄｆｆ ＝２ｄｘ，两边积分得

ｌｎｆ（ｘ）＝２ｘ＋ｌｎＣ，
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即 ｆ（ｘ）＝Ｃｅ２ｘ

由于ｆ（０）＝ｌｎ２，代入上式得Ｃ＝ｌｎ２，所以ｆ（ｘ）＝ｅ２ｘｌｎ２．
说明：带有未知函数的变上限积分的方程称为积分方程，通常是方程两边对ｘ求导，把积

分方程变为满足一定初始条件的微分方程来解．
例５　 求微分方程ｙ′＋ｙｔａｎｘ＝ｓｅｃｘ的通解．
解 　 方法一：公式法
由于ｐ（ｘ）＝ｔａｎｘ，Ｑ（ｘ）＝ｓｅｃｘ，所以原方程的通解为

ｙ＝ｅ－∫ｐ（ｘ）ｄｘ∫Ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ
＝ｅ－∫ｔａｎｘｄｘ∫ｓｅｃｘｅ∫ｔａｎｘｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ
＝ｅｌｎｃｏｓｘ∫ｓｅｃｘｅ－ｌｎｃｏｓｘｄｘ＋［ ］Ｃ
＝ｃｏｓｘ∫ｓｅｃ２　ｘ＋［ ］Ｃ
＝ｃｏｓｘ（ｔａｎｘ＋Ｃ）．

方法二：常数变易法
方程对应的齐次方程为ｙ′＋ｙｔａｎｘ＝０，其通解为

ｙ＝Ｃｃｏｓｘ
设原方程的通解为ｙ＝Ｃ（ｘ）ｃｏｓｘ，则

ｙ′＝Ｃ′（ｘ）ｃｏｓｘ－Ｃ（ｘ）ｓｉｎｘ
将上述ｙ和ｙ′代入原方程整理得Ｃ′（ｘ）＝ｓｅｃ２　ｘ，所以

Ｃ（ｘ）＝∫ｓｅｃ２　ｘｄｘ＝ｔａｎｘ＋Ｃ
因此原方程的通解为 ｙ＝ｃｏｓｘ（ｔａｎｘ＋Ｃ）．

例６　 求微分方程ｘ２ｄｙ＋（２ｘｙ－ｘ＋１）ｄｘ＝０在ｙ｜ｘ＝１ ＝０时的特解．
解 　 已知方程可写成

ｄｙ
ｄｘ＋

２
ｘｙ＝

ｘ－１
ｘ２

这是一阶非齐次线性微分方程，利用通解公式直接求解．

由于 Ｐ（ｘ）＝ ２ｘ
，Ｑ（ｘ）＝ｘ－１ｘ２

所以原方程的通解为

ｙ＝ｅ－∫ｐ（ｘ）ｄｘ∫Ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ
＝ｅ－∫

２
ｘｄｘ∫ｘ－１ｘ２ ｅ∫

２
ｘｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ

＝ １ｘ２∫ｘ－１ｘ２ ·ｘ２ｄｘ＋［ ］Ｃ
＝ １ｘ２

ｘ２
２－ｘ＋（ ）Ｃ

＝ １２－
１
ｘ＋

Ｃ
ｘ２
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将初始条件ｙ｜ｘ＝１ ＝０代入上式中，可得Ｃ＝
１
２
，故所求特解为

ｙ＝ １２－
１
ｘ＋

１
２ｘ２．

例７　 设Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），其中函数ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）在（－∞，＋∞）内满足以下条件：

ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ），ｇ′（ｘ）＝ｆ（ｘ），且ｆ（０）＝０，ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）＝２ｅｘ．
（１）求Ｆ（ｘ）所满足的一阶微分方程；
（２）求出Ｆ（ｘ）的表达式．
分析：Ｆ（ｘ）满足的微分方程应含有其导数，先对Ｆ（ｘ）求导，并将其余部分转化用Ｆ（ｘ）

表示，即可得出相应的微分方程，解之求出Ｆ（ｘ）的表达式．
解 　（１）由Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）＋ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）＝ｇ２（ｘ）＋ｆ２（ｘ）

＝ ［ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）］２－２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ （２ｅｘ）２－２Ｆ（ｘ）
可见Ｆ（ｘ）所满足的一阶微分方程为Ｆ′（ｘ）＋２Ｆ（ｘ）＝４ｅ２ｘ．
（２）利用一阶线性非齐次微分方程的通解公式得

Ｆ（ｘ）＝ｅ－∫２ｄｘ［∫４ｅ２ｘ·ｅ∫２ｄｘｄｘ＋Ｃ］＝ｅ２ｘ＋Ｃｅ－２ｘ
将Ｆ（０）＝ｆ（０）ｇ（０）＝０代入上式，得Ｃ＝－１，于是Ｆ（ｘ）＝ｅ２ｘ－ｅ－２ｘ．
例８　 求微分方程ｙ″＝１＋（ｙ′）２ 的通解．
解 　 所给方程是非线性的，由于不含ｙ，属ｙ″＝ｆ（ｘ，ｙ′）型，可用降阶法求解．

令ｙ′＝ｐ，则ｙ″＝ｐ′＝ｄｐｄｘ
，代入方程得

ｄｐ
ｄｘ＝１＋ｐ

２

分离变量，解得

ａｒｃｔａｎｐ＝ｘ＋Ｃ１
ｐ＝ｔａｎ（ｘ＋Ｃ１）

即 ｄｙ
ｄｘ＝ｔａｎ

（ｘ＋Ｃ１）

积分得通解为

ｙ＝－ｌｎ｜ｃｏｓ（ｘ＋Ｃ１）｜＋Ｃ２．
例９　 微分方程ｙ″－４ｙ′＋４ｙ＝０的两个线性无关的特解是（　　）．
Ａ．ｅ２ｘ 与２ｅ２ｘ　　　Ｂ．ｅ－２ｘ 与ｘｅ－２ｘ　　　Ｃ．ｅ－２ｘ 与４ｅ－２ｘ　　　Ｄ．ｅ２ｘ 与ｘｅ２ｘ

解 　ｙ″－４ｙ′＋４ｙ＝０的特征方程为ｒ２－４ｒ＋４＝０，特征根为ｒ１＝ｒ２＝２，所以原方
程的两个线性无关的特解是ｅ２ｘ 与ｘｅ２ｘ，故应选Ｄ．

Ａ中两个函数线性相关，Ｂ和Ｃ中函数不是方程的解，均不可选．
例１０　 微分方程ｙ″－２ｙ′－３ｙ＝０的通解是 ．
解 　ｙ″－２ｙ′－３ｙ＝０的特征方程为ｒ２－２ｒ－３＝０，特征根为ｒ１ ＝－１，ｒ２ ＝３．所以

通解为ｙ＝Ｃ１ｅ－ｘ＋Ｃ２ｅ３ｘ．
例１１　 设ｙ＝ｅｘ（Ｃ１ｓｉｎｘ＋Ｃ２ｃｏｓｘ）（Ｃ１、Ｃ２为任意常数）为某二阶常系数齐次线性微分

方程的通解，求该方程．
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解 　 通解所对应的特征根ｒ１＝１＋ｉ，ｒ２＝１－ｉ，即有特征方程为ｒ２－２ｒ＋２＝０，于是
所求方程为ｙ″－２ｙ′＋２ｙ＝０．

说明：本题知识点为二阶常系数齐次线性微分方程特征方程与特征根的概念，由通解形
状要能看出所对应的特征根．

例１２　 求微分方程ｙ″－２ｙ′－３ｙ＝３ｘ＋１的一个特解．
解 　 自由项ｆ（ｘ）＝３ｘ＋１为一次多项式，且ｑ＝－３≠０，所以设特解为ｙ＊ ＝ａ０ｘ＋

ａ１．
将ｙ＊ 代入原方程得

－３ａ０ｘ－２ａ０－３ａ１ ＝３ｘ＋１

比较系数得 ａ０ ＝－１，ａ１ ＝ １３

于是所求方程的一个特解为 ｙ＊ ＝－ｘ＋１３．

例１３　 求微分方程ｙ″＋ｙ＝２ｓｉｎｘ的通解．
解 　 对应的齐次方程的特征方程为ｒ２＋１＝０，特征根为ｒ１，２ ＝±ｉ．

所以对应的齐次方程的通解为

Ｙ ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ．
因为自由项为ｆ（ｘ）＝ｅλｘ（Ａｃｏｓωｘ＋Ｂｓｉｎωｘ）型，且λ＝０，ω＝１．

而λ＋ｉω＝ｉ是特征方程的单根，因此设特解为

ｙ＊ ＝ｘ（ａｃｏｓｘ＋ｂｓｉｎｘ）
将ｙ＊ 代入原方程并化简得

２ｂｃｏｓｘ－２ａｓｉｎｘ＝２ｓｉｎｘ
比较两端的系数得 ａ＝－１，ｂ＝０
于是所求的特解为 ｙ＊ ＝－ｘｃｏｓｘ．

故原方程的通解为

ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ－ｘｃｏｓｘ．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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知识要点

一、常数项级数

１．主要概念：常数项级数、收敛、发散、部分和．
２．常数项级数的性质：

（１）级数∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛的必要条件是ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝０．

（２）级数与其倍乘级数敛散性相同．
（３）收敛级数的和差级数也收敛．
（４）增减有限项不改变级数的敛散性．
（５）收敛级数任意加括号仍收敛，反之不然．
３．常数项级数敛散性的判定：
（１）判定正项级数的敛散性．

① 若ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ ≠０，则级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ 必定发散．

② 利用比值审敛法判定正项级数∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ 的敛散性．

若ｕｎ中含有ｎ！，ｎｎ，ａｎ等因子时，选用比值审敛法比较简便．若ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１
ｕｎ ＝

１，则改用比较

审敛法．
③ 利用比较审敛法判定正项级数的敛散性．
正项级数的比较法需要用已知敛散性的级数作比较，常用的参考级数有：等比级数（几何

级数）∑
∞

ｎ＝１
ａｑｎ－１，其中ａ≠０；ｐ级数∑

∞

ｎ＝１

１
ｎｐ
，其中常数ｐ＞０以及调和级数∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ．
必须熟悉上

述级数的敛散性．
（２）利用莱布尼兹定理判定交错级数的敛散性．
（３）判定级数绝对收敛与条件收敛．

若级数∑
∞

ｎ＝１
｜ｕｎ｜收敛，则级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ 必定收敛，称为绝对收敛．

若级数∑
∞

ｎ＝１
｜ｕｎ｜发散，而级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛，则称级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ 条件收敛．

二、幂级数

１．主要概念：幂级数、收敛半径、收敛区间、收敛域．
２．求幂级数的收敛半径和收敛区间．
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（１）不缺项情形，如∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ，若设ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ＋１
ａｎ ＝ρ，则：

① 当０＜ρ＜＋∞ 时，收敛半径Ｒ＝
１
ρ
，收敛区间为（－Ｒ，Ｒ）．

② 当ρ＝０时，收敛半径Ｒ＝＋∞，收敛区间为（－∞，＋∞）．
③ 当ρ＝＋∞ 时，收敛半径Ｒ＝０，级数仅在ｘ＝０点收敛．

（２）缺项情形，如∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘ２ｎ－１，只需将后项与前项绝对值相比，取极限．若设

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１
ｕｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ＋１ｘ２ｎ＋１

ａｎｘ２ｎ－１ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１
ａｎ

ｘ２ ＝ρｘ
２

则当ρｘ
２ ＜１时，原级数绝对收敛；当ρｘ

２ ＞１时，原级数发散．

若ρ≠０，则收敛半径Ｒ＝
１
槡ρ
，收敛区间为（－Ｒ，Ｒ）；当ρ＝０时，收敛半径Ｒ＝＋∞，收

敛区间为（－∞，＋∞）；当ρ＝＋∞ 时，收敛半径Ｒ＝０，级数仅在ｘ＝０点收敛．
在解题时，若仅求收敛区间，可以不讨论端点；若求收敛域，必须讨论端点处的敛散性．
３．求幂级数的和函数．
求幂级数的和函数主要是利用幂级数的运算性质，对级数进行逐项求导或逐项积分等分

析运算，把待求和函数的幂级数转化为已知其和函数的幂级数．
４．将函数展开为ｘ或ｘ－ｘ０ 的幂级数．

利用间接法展开，需要记住ｅｘ，ｓｉｎｘ，ｃｏｓｘ， １１－ｘ
，ｌｎ（１＋ｘ）的展开式，以此作为公式使

用，把所要展开的函数作恒等变形或求导、积分化为上述标准公式中的函数形式，而间接展
开．

例题选讲

例１　 根据级数敛散性的定义判断级数∑
∞

ｎ＝１

１
４ｎ２－１

的敛散性，如果收敛，则求其和．

解 　该级数的通项可以拆解成两项之差，即ｕｎ＝ １
４ｎ２－１＝

１
２

１
２ｎ－１－

１
２ｎ＋（ ）１ ，因此

前ｎ项的和

Ｓｎ ＝ｕ１＋ｕ２＋ｕ３＋…＋ｕｎ

＝ １２
１　－（ ）１３ ＋ １

３－（ ）１５ ＋…＋ １
２ｎ－１－

１
２ｎ＋（ ）［ ］１

＝ １２
１－ １
２ｎ＋（ ）１

因为ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
２
１－ １
２ｎ　＋（ ）１ ＝ １２，所以级数∑

∞

ｎ＝１

１
４ｎ２－１

收敛，和为１
２．

说明：用定义判断级数是否收敛，即判断部分和数列｛Ｓｎ｝是否有极限，一般要尽量将通

项ｕｎ 拆成两项之差ｕｎ ＝ｆ（ｎ）－ｆ（ｎ＋１）的形式，以求得Ｓｎ，这种方法叫做拆项法．
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例２　 判断级数∑
∞

ｎ＝１

３ｎｎ
（１＋ｎ）ｎ

的敛散性．

解 　 因为ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ ＝３ｌｉｍ

ｎ→∞

１

１＋１（ ）ｎ
ｎ ＝

３
ｅ ≠０

，所以该级数发散．

例３　 下列命题是否正确？

（１）若∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛，则∑

∞

ｎ＝１

（ｕ２ｎ－１＋ｕ２ｎ）也收敛；

（２）若∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ，∑

∞

ｎ＝１
ｖｎ 均发散，则∑

∞

ｎ＝１

（ｕｎ＋ｖｎ）也发散；

（３）若∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛，∑

∞

ｎ＝１
ｖｎ 发散，则∑

∞

ｎ＝１

（ｕｎ＋ｖｎ）发散；

（４）若∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝０，则∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛．

解 　（１）正确，利用级数加括号的性质判定．

（２）不正确，如取ｕｎ ＝ １ｎ
，ｖｎ ＝－１ｎ

，∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ 与∑

∞

ｎ＝１
ｖｎ 均发散，但∑

∞

ｎ＝１

（ｕｎ＋ｖｎ）＝０收敛．

（３）正确．用反证法：若∑
∞

ｎ＝１

（ｕｎ＋ｖｎ）收敛，则∑
∞

ｎ＝１
ｖｎ ＝∑

∞

ｎ＝１

［（ｕｎ＋ｖｎ）－ｕｎ］收敛，与∑
∞

ｎ＝１
ｖｎ

发散矛盾．

（４）不正确．ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ＝０是∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ收敛的必要条件，而非充分条件．如取ｕｎ＝１ｎ

，则ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ＝

０，但∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ
发散．

例４　 判断下列级数的敛散性．

（１）∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ（ｎ＋１槡 ）

；　　　　　　　　　 （２）∑
∞

ｎ＝１
３ｎｓｉｎπ

４ｎ
；

（３）∑
∞

ｎ＝１
ｌｎ　１＋１ｎ（ ）２ ； （４）∑

∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ　

（ａ＞０）．

解 　（１）级数的一般项满足

１
ｎ（ｎ＋１槡 ）＞

１
（ｎ＋１）槡 ２

＝ １
ｎ＋１

而∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ＋１＝∑

∞

ｋ＝２

１
ｋ
是取掉首项的调和级数，它是发散的．由比较审敛法知，级数∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ（ｎ＋１槡 ）

发散．

（２）级数的一般项满足

０＜３ｎｓｉｎπ４ｎ ＜π（ ）３４
ｎ

而几何级数∑
∞

ｎ＝１
π（ ）３４

ｎ
收敛，由比较审敛法知，级数∑

∞

ｎ＝１
３ｎｓｉｎπ

４ｎ
收敛．



１０　　　 高 等 数 学 实 训 教 程

（３）级数的一般项满足

ｌｎ　１＋１ｎ（ ）２ ＜ １ｎ２
而级数∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ２
是ｐ＝２的ｐ级数，由比较审敛法知，级数∑

∞

ｎ＝１
ｌｎ　１＋１ｎ（ ）２ 收敛．

（４）对一般项中的ａ进行讨论：
当ａ＜１时，ａｎ →０（ｎ→ ∞），此时一般项

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
１＋ａｎ ＝

１

可知∑
∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ

发散．当ａ＝１时，原级数为

１
２＋

１
２＋

１
２＋

…

显然∑
∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ

也是发散的．

当ａ＞１时，级数的一般项满足

１
１＋ａｎ ＜

１
ａｎ ＝

１（ ）ａ
ｎ

因为此时ａ＞１，所以１ａ ＜１
，由已知的几何级数的敛散性知∑

∞

ｎ＝１

１（ ）ａ
ｎ
收敛，故∑

∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ

收敛．综上所述，级数∑
∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ

当０＜ａ≤１时发散，当ａ＞１时收敛．

说明：使用比较审敛法时，常根据一般项的形式将其放大或缩小，使得放大后的级数收
敛，缩小后的级数发散．有时需要用一些常用不等式，如ｌｎ（１＋ｘ）＜ｘ（ｘ＞０）；０＜ｓｉｎｘ＜

ｘ（０＜ｘ＜ π２
）．

例５　 判断下列级数的敛散性．

（１）∑
∞

ｎ＝１

ｎ４
２ｎ
；　　　　　　　　　　　（２）∑

∞

ｎ＝１

５ｎｎ！
ｎｎ ．

解 　（１）因为ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１
ｕｎ ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｎ＋１）４
２ｎ＋１

·２
ｎ

ｎ４＝ｌｉｍｎ→∞
１
２
ｎ＋１（ ）ｎ

４

＝１２＜１
，所以由比值审敛

法知该级数收敛．

（２）因为ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１
ｕｎ ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞

５（ｎ＋１）（ｎ＋１）！
（ｎ＋１）ｎ＋１

· ｎ
ｎ

５ｎｎ！＝ｌｉｍｎ→∞
５

１＋１（ ）ｎ
ｎ ＝

５
ｅ＞１

，所以由比值审

敛法知该级数发散．
例６　 判断下列级数是否收敛，若收敛是绝对收敛还是条件收敛．

（１）∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１ １
槡ｎ
；

（２）∑
∞

ｎ＝１

ｃｏｓｎ
ｎ２
；
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（３）∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１ｎ３ｎ
；

（４） １

１＋１１

－ １

１＋（ ）１２
２＋

１

１　＋（ ）１３
３－…＋（－１）

ｎ－１ １

１＋１（ ）ｎ
ｎ＋…．

解 　（１）这是交错级数，且

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
槡ｎ
＝０，ｕｎ ＝ １

槡ｎ
＞ １

ｎ　＋槡 １
＝ｕｎ＋１

故级数满足莱布尼兹定理条件，所以级数收敛．

又∑
∞

ｎ＝１
｜ｕｎ｜＝∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１ １
槡ｎ
＝∑

∞

ｎ＝１

１
槡ｎ
是ｐ＝ １２

的ｐ级数，所以原级数是条件收敛

的．

（２）因为｜ｕｎ｜＝ ｃｏｓｎ
ｎ２ ≤ １ｎ２

，已知∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ２
收敛，所以原级数是绝对收敛的．

（３）因为ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１
ｕｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ＋１
３ｎ＋１

·３
ｎ

ｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ＋１
３ｎ ＝ １３ ＜１

由比值审敛法知，级数∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１ｎ３ｎ
收敛，所以原级数是绝对收敛的．

（４）由于ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１

１＋１（ ）ｎ
ｎ ＝

１
ｅ ≠０

很显然当ｎ→ ∞ 时，（－１）ｎ－１ １

１＋１（ ）ｎ
ｎ 没有极限，由级数收敛的必要条件知∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１

１

１＋１（ ）ｎ
ｎ 发散．

例７　 已知级数∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１　ａｎ ＝２，∑
∞

ｎ＝１
ａ２ｎ－１ ＝５，则级数∑

∞

ｎ＝１
ａｎ 等于（　　）．

Ａ．３　　　　　　　　　Ｂ．７　　　　　　　　　Ｃ．８　　　　　　　　　Ｄ．９

解 　 因为∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１　ａｎ ＝ａ１－ａ２＋ａ３－ａ４＋ａ５－ａ６＋…

∑
∞

ｎ＝１
ａ２ｎ－１ ＝ａ１＋ａ３＋ａ５＋ａ７＋…

∑
∞

ｎ＝１
ａｎ ＝ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５＋…

所以∑
∞

ｎ＝１
ａｎ ＝２∑

∞

ｎ＝１
ａ２ｎ－１－∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１　ａｎ ＝１０－２＝８，故应选Ｃ．

例８　 下列级数中绝对收敛的是（　　）．

Ａ．∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ １ｎ Ｂ．∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ １
ｎ３＋槡 １

Ｃ．∑
∞

ｎ＝１

１
ｎｃｏｓｎπ Ｄ．∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１ ｎ
２ｎ＋１
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解 　 只须判断正项级数∑
∞

ｎ＝１
｜ｕｎ｜的敛散性即可．

由于 （－１）ｎ １ｎ ＝ １ｎ
，故Ａ项级数不绝对收敛；

（－１）ｎ １
ｎ３＋槡 １

＝ １
ｎ３　＋槡 １

＜ １
ｎ３／２
，故Ｂ项级数绝对收敛；

１
ｎｃｏｓｎπ ＝

（－１）ｎ
ｎ ＝ １ｎ

，故Ｃ项级数不绝对收敛；

（－１）ｎ－１ ｎ
２ｎ＋１ ＝ ｎ

２ｎ＋１
，但ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
２ｎ＋１＝

１
２≠０

，∑
∞

ｎ＝１

ｎ
２ｎ＋１

发散，Ｄ项级数不绝对收

敛，故应选Ｂ．
例９　 求下列幂级数的收敛半径与收敛区间．

（１）∑
∞

ｎ＝１
４ｎ＋１·ｎｘｎ；　　　　　　　　 （２）∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１
（ｘ－１）ｎ
ｎ

；

（３）∑
∞

ｎ＝１

２ｎ－１
２ｎ
ｘ２ｎ－２．

解 　（１）因为ρ＝ｌｉｍｎ→∞
ａｎ＋１
ａｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

４ｎ＋２·（ｎ＋１）
４ｎ＋１·ｎ ＝４，所以收敛半径Ｒ＝ １４

，收敛区间

为 －１４
，（ ）１４ ．

（２）令ｔ＝ｘ－１，原级数变为∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１ｔ
ｎ

ｎ
，因为

ρ＝ｌｉｍｎ→∞
ａｎ＋１
ａｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
ｎ＋１＝

１

所以幂级数∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１ｔ
ｎ

ｎ
的收敛半径Ｒ ＝１，收敛区间为（－１，１）．

又由于ｘ＝ｔ＋１，故原幂级数的收敛半径Ｒ＝１，收敛区间为（０，２）．
（３）幂级数缺少奇数项，不能利用普通的求收敛半径的公式去求收敛半径，这时可根据

正项级数比值审敛法求其收敛半径．

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１
ｕｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

（２ｎ＋１）ｘ２ｎ
２ｎ＋１

· ２ｎ
（２ｎ－１）ｘ２ｎ－２

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
２
·２ｎ＋１
２ｎ－１

·ｘ２

＝ １２｜ｘ
２｜

当１
２｜ｘ

２｜＜１，即｜ｘ｜＜槡２时，幂级数收敛；当１２｜ｘ
２｜＞１，即｜ｘ｜＞槡２时，幂级数发

散．

所以收敛半径Ｒ＝槡２，收敛区间为（－槡２，槡２）．

例１０　 求幂级数∑
∞

ｎ＝１

ｘｎ

槡ｎ２ｎ
的收敛域．
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