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内容提要

本教材根据教育部制定的《高职高专教育专业人才培养目标及规格》和
《高职高专教育数学课程教学基本要求》，并充分汲取江西渝州科技职业学院
等高职院校高等数学课程教改经验编写而成。本书的编写切实贯彻了“以应
用为目的，以必需、够用为度”的原则，力求体现基础性、实用性、发展性的和谐
统一。内容包括: 初等函数、极限与连续、导数和微分、中值定理与导数的应
用、不定积分、定积分、定积分的应用、常微分方程、线性代数初步、向量代数与
空间解析几何、多元函数微分学、重积分、曲线积分与曲面积分、无穷级数、概
率论与数理统计初步共十六章，分上、下两册。

每章节后均配有丰富的同步练习( 选择题、计算题、证明题及应用题) 供读
者巩固学习的内容或检查学习效果，书后附有同步练习参考答案。

本教材语言简洁流畅、条理清楚、深入浅出、通俗易懂，例题、习题难易适
中。全书内容分模块、分层次编排，一元函数微积分学为基础模块，其余为应
用模块。

其中第十六章数学建模简介乃本教材特色之所在，旨在能让读者一窥数
学建模之奥妙，了解数学在应用方面的广泛性。

本教材适用于高职高专院校工程类、经济类各专业，也可作为自学考试
( 工专、工本) 参考资料。
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前 言

本教材根据教育部制定的《高职高专教育专业人才培养目标及规格》和
《高职高专教育数学课程教学基本要求》编写而成。编写过程中以先进的教育
理念为指导，紧密结合高职高专院校高等数学教学现状、特点及职业教育的特
色，充分汲取了近年来高等数学课程教学改革经验，特别是江西渝州科技职业
学院高等数学课程建设的成功经验和成果。其中也凝结了作者多年来讲授高
等数学课程的经验和体会。本书的编写切实贯彻了“以应用为目的，以必需、
够用为度”的原则，突出了重能力、重应用、重素质、求创新的总体思路。

本教材具有以下特点:
( 1) 在重要概念引入之前，深刻、简明地阐述了其产生的背景及应用的总

体思路，使学习者认识到高等数学与人类生活的密切联系及对人类发展的作
用，体验数学活动充满探索与创造，以激发学习者的求知欲和学习的积极性。

( 2) “高等数学”是高职高专工程类、经济类各专业的一门重要的基础课。
本书内容涵盖了一元微积分、常微分方程、线性代数、多元函数微积分、概率
论、数理统计等六门课程的基础知识和基本内容，其主要目的是培养学习者的
基本数学能力:运算能力、逻辑思维能力、抽象概括能力、将实际问题转化为数
学问题的能力以及创新思维能力，为进一步学习打好数学基础。

( 3) 对重要的知识点以实例引入，从学习者熟悉的问题入手，力求朴实、简
明和自然，适度淡化了数学理论的推导和证明，代之以思想方法的介绍和直观
的几何说明，力求形象化、直观化、通俗化。难易程度适合目前高职高专的生
源状况。

( 4) 与其他教材不同的是，本教材将数学建模简介单列一章，以加强对学
习者“学数学、用数学”的教育，培养学生运用数学思想和方法以及所学知识建
立数学模型，解决实际问题的能力。同时体现了教材的先进性。

( 5) 书中的例题、习题经过了精心编选与设计，理论联系实际，选题新颖、
1
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题型全面、难易适度。书后附有习题参考答案，供师生参考。每章末编有知识
要点，便于学生有重点地把握学习方向。

( 6) 全书内容分模块、分层次编排，力求体现基础性、实用性、发展性的和
谐统一。一元函数微积分学为基础模块，其余为应用模块。

由于本书分层次编排，既照顾到了数学基础较差的学生，不会使学生因为
数学基础的不足而产生畏难情绪，也照顾到了希望继续深造的学生。因此，适
合各类高职高专院校、成人高校和民办高校工程类、经济类各专业师生使用。
带* 号的章节为选学部分，可根据专业、层次的不同需求组织教学。

本书由聂水晶、黄方方任主编，贺卫红、袁晓东、邓昌瑞、史洪松任副主编。
全书共有 16 章，其中第 1、2、3 章由袁晓东编写; 第 4、5 章由贺卫红编写; 第 6、
7 章由聂水晶编写; 第 8、9、16 章由邓昌瑞编写; 第 10、11、12 章由黄方方编写;
第 13、14、15 章由史洪松编写。

由于水平有限，书中难免会出现缺点和错漏，敬请读者多提宝贵意见。

编 者
2011 年春
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第九章

线性代数初步

矩阵是线性代数中的重要概念，在自然科学、工程技术及经济等领域中都
有着广泛应用．随着计算机的发展，矩阵显得更为重要． 本章将介绍矩阵的一
些基本概念、相关运算及其简单应用，首先来介绍一下行列式的概念及相关运
算．

第一节 行列式

这一节将给出行列式的定义、性质和一些基本计算方法．
一、行列式的概念
1．二阶行列式
用消元法解二元一次方程组:

a11x1 + a12x2 = b1 ( 1)

a21x1 + a22x22 = b2 ( 2{ )
( 1． 1)

消去( 2) 中的 x1，再消去方程( 1) 中的 x2，得
( a11a22 － a12a21 ) x2 = b2a11 － a21b1
( a11a22 － a12a21 ) x1 = b1a22 － a12b2

若 a11a22 － a12a21≠0，则方程组的解为

x1 =
b1a22 － a12b2
a11a22 － a12a21

x2 =
b2a11 － a21b1
a11a22 － a12a

{
21

定义 将四个数 a11，a12，a21，a22排列成两行两列，两边各加上一条竖直线
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段，它表示一个数，称之为二阶行列式． aij ( i，j = 1，2 ) 为这个行列式的元素，aij

的下标 i，j表示该元素所处位置在行列式的第 i行第 j列．
二阶行列式的计算法则———对角线法则:

a11 a12

a21 a22

= a11a22 － a12a21

即主对角线上两元素的乘积减去次对角线上两元素的乘积．

对于线性方程组( 1． 1) ，记 D =
a11 a12

a21 a22

= a11a22 － a12a21≠0，

D1 =
b1 a12

b2 a22

= b1a22 － a12b2，D2 =
a11 b1
a22 b2

= a11b2 － b1a21，

D1、D2 是由方程组( 1． 1) 的右端常数列分别取代 D的第 1 列、第 2 列而得的两
个二阶行列式．

则方程组( 1． 1) 的解
x1 =

D1

D

x2 =
D2{
D

例 1 解二元线性方程组
2x － 3y = 12
3x + 7y{ = － 15

2．三阶行列式
定义 将 9 个数排成三行三列，并用两根竖线夹起来，可得到三阶行列

式，记为: D3 =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

，

且，

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 － a11a23a32 － a12a21a33 － a13

a22a31 ．
利用三阶行列式解三元线性方程组

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b

{
3

2
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记 D =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

≠0

D1 =

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

，D2 =

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

，D3 =

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

，

则 x1 =
D1

D，x2 =
D2

D，x3 =
D3

D，

例 2 解三元线性方程组
x － y + 2z = 13
x + y_ + z = 10
2x + 3y{ = 1

．

3． n阶行列式的定义
定义 3 由 n2 个数 aij ( i，j = 1，2，3，…，n) 排成 n 行 n 列，两边各加上一条

竖直线段，组成算式
a11 a12 Λ a1n

a21 a22 Λ a2n

M M …
an1 a2n Λ ann

( 1． 2)

称为 n阶行列式，简称行列式，常用字母 D表示，数 aij称为行列式的第 i行第 j
列元素．划去元素 aij所在的第 i 行和第 j 列后，剩下( n － 1 ) 2 个元素按原来顺
序组成的 n － 1 阶行列式称为 aij的余子式，记为 Mij ; 在 Mij的前面冠以符号因
子( － 1) i + j后，称为元素 aij的代数余子式，记为 Aij = ( － 1)

i + jMij ．
当 n = 1 时，规定: D = a11 = a11，即一阶行列式是数 a11本身．
注意 一阶行列式 a11 = a11不要与绝对值记号混淆．
设 n － 1 阶行列式已经定义，则 n阶行列式

D = a11A11 + a12A12 +… + a1nA1n =∑
n

j = 1
aijAij ( 1． 3)

即，n阶行列式 D等于它的第一行元素与它们各自的代数余子式乘积的代数
和．

例如，当 n = 2 时，

D =
a11 a12

a21 a22

= a11A11 + a12A12 = a11a22 － a12a21 ．
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例 3 写出四阶行列式
1 0 － 3 2

－ 4 － 1 0 － 5
2 3 － 1 － 6
3 3 － 4 1

的元素 a34的余子式和代数余子式．

定理 1． 1 n阶行列式( 1． 2) 等于它的任意一行元素与它们各自的代数余
子式乘积之和

ai1Ai1 + ai2Ai2 +Λ + ainAin =∑
n

j = 1
aijAij ( 1． 3)

其中 i = 1，2，Λ，n，( 1． 3) 称为 n阶行列式按行展开式．
例 4 证明四阶上三角行列式

D =

a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 0 a44

= a11a22a33a44 ．

例 5 计算行列式

D =

0 a 0 0
0 0 0 b
0 0 0 0
0 0 d 0

．

二、行列式的性质
定义 设 D表示 n阶行列式( 1． 2) ，则称

D' = DT =

a11 a12 Λ an1

a21 a22 … an2

Μ … Μ
a1n a2n Λ ann

为 D的转置( 行列式) ．

说明 D'是 D 的行改为列，列改为行( 即行列互换) 所得到的 n 阶行列
式．

性质 1 行列式 D与它的转置行列式 D'相等，即 D = D'．

例如 D =
a d
c d

= ad － bc =
a c
b d

= D'

说明 行列式中的行与列具有同等的地位，行列式的性质凡是对行成立
4



的对列也同样成立，反之亦然．
推论 1 n阶行列式( 1． 2) 等于它的任意一列元素与它们各自的代数余子

式乘积之和，即

D = a1jA1j + a2jA2j +… + anjAnj =∑
n

i = 1
aijAij，其中 j = 1，2，…，n．

性质 2 互换行列式两行( 列) 的位置得到的行列式与原行列式值反号，
即

a11 a12 Λ a1n

Μ Μ Μ
as1 as2 Λ asn

Μ Μ …
at1 at2 … atn

Μ Μ Μ
an1 an2 Λ ann

= －

a11 a12 Λ a1n

Μ Μ Μ
at1 at2 … atn

Μ … Μ
as1 as2 Λ asn

Μ Μ Μ
an1 an2 Λ ann

推论 2 如果行列式有两行( 列) 的元素完全相同，则此行列式值等于零．
性质 3 数 k乘行列式，等于用数 k乘行列式某一行( 列) 的每一个元素，

k

a11 a12 … a1n

Μ … Μ
ai1 ai2 Λ ain

Μ Μ Μ
an1 an2 Λ ann

=

a11 a12 … a1n

Μ … Μ
kai1 kai2 Λ kain

Μ Μ Μ
an1 an2 Λ ann

推论 3 如果行列式中有两行( 列) 元素成比例，则行列式值等于零．
性质 4 如果行列式的某一行( 列) 的元素都是两数之和，例如

D

a11 a12 … a1n

Μ Μ …
ai1 + bi1 ai2 + bi2 Λ ain + bin

Μ Μ Μ
an1 an2 Λ ann

则行列式 D等于下列两个行列式之和:
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D =

a11 a13 Λ a1n

Μ Μ Μ
ai1 ai2 Λ ain

Μ Μ Μ
an1 an2 Λ ann

+

a11 a12 Λ a1n

Μ Μ Μ
bi1 bi2 … bin

Μ … Μ
an1 an2 Λ ann

．

性质 5 把行列式某一行( 列) 各元素乘以同一数 K后加到另外一行( 列)
对应元素上，行列式值不变．即

a11 a12 Λ a1n

Μ Μ Μ
as1 as2 Λ asn

Μ Μ Μ
at1 at2 Λ atn

Μ Μ Μ
an1 an2 Λ ann

=

a11 a12 Λ a1n

Μ Μ Μ
as1 as2 … asn

Μ Μ Μ
kas1 + at1 kas2 + at2 Λ kasn + atn

… Μ Μ
an1 an2 Λ ann

注意 这里某行元素的 k倍必须是加到另外一行上，而不是加到本行上．
例 6 计算

( 1) D =

3 2 0 1
2 4 1 9

－ 1 3 0 2
0 0 0 5

( 2) D =

1 2 － 3 4
2 3 － 4 7

－ 1 － 2 5 － 8
1 3 － 5 10

．

例 7 计算

( 1) D =

a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

( 2)
5 － 1 3
3 2 1

295 201 97
．

例 8 计算 n阶行列式( n ＞ 1)

D =

a b 0 0 Λ 0 0 0
0 a b 0 Λ 0 0 0
0 0 a b Λ 0 0 0
Μ Μ Μ Μ Μ Μ …
0 0 0 0 Λ 0 a b
b 0 0 0 Λ 0 0 a

．
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例 9 求证:

a11 b12 0 0

a21 a22 0 0

c11 c12 b11 b12
c21 c22 b21 b22

=
a11 a12

a21 a22

b11 b12
b21 b22

．

例题 8，9 的计算方法是: 将一个 n 阶行列式按某行( 列) 展开成 n 个 n － 1
阶行列式，每个 n － 1 阶行列式又按某行( 列) 展开成 n － 1 个 n － 2 阶行列式，
如此不断的降低行列式的阶数，直到最后降为三阶或二阶行列式，这是行列式
的又一个计算方法———降阶法．

例 9 结论可推广到一般情形，用数学归纳法可以证明以下结论:
A 0
C B

= A B

式中 A为 n阶方阵，B为 m阶方阵，On × m，Cn × m这个结论非常有用．
按行列式展开式定理，把 n阶行列式转化为 n － 1 阶行列式，减少计算量，

这是计算行列式又一个基本方法．
三、克莱姆( Cramer) 法则
设含有 n个未知量 n个方程的线性方程组

a11x1 + a12x2 +Λ + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 +… + a2nxn = b2

ΛΛ
Λ

an1x1 + an2x2 +Λ + annxn = b













n

( 1． 4)

若 b1，b2Λbn 不全为零，称方程组( 1． 4) 为非齐次线性方程组; 若 b1 = b2 = Λ =
bn = 0，称方程组( 1． 2) 为齐次线性方程组．

定理( 克莱姆 Cramer法则) 如果非齐次线性方程组( 1． 2) 由它的系数
组成的行列式

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 Λ a2n

Μ Μ …
an1 an2 Λ ann

≠0，则方程组( 1． 2) 有唯一解:

x1 =
D1

D，x2 =
D2

D，Λ，xn =
Dn

D ( 1． 5)
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其中 Dj ( j = 1，2，Λ，n) 是用方程组右端常数列 b1，b2，Λ，b( )n
T 依次替代 D 中第

j列后得到的 n阶行列式，即

Dj =

a11 Λ a1，j － 1 b1 a1，j + 1 Λ a1n

a21 Λ a1，j － 1 b2 a2，j + 1 Λ a2n

Μ Μ Μ Μ …
an1 Λ an，j － 1 bn an，j + 1 … ann

，j = 1，2，Λ，n．

定理的条件是: n个方程 n 个未知量组成的线性方程组( 1． 4 ) ，它的系数行列
式 D≠0;结论是: 方程组( 1． 4) 有唯一解，且由( 1． 5) 给出．

推论 当 D≠0 时，齐次线性方程组只有零解: x1 = x2 =Λ = 0( 称为零解) ．
换言之，齐次线性方程组有非零解，必然 D = 0．

本节知识要点

1． n阶行列式等于它的任意一行( 列) 元素与它们各自的代数余子式乘积
之和．

2．行列式的 6 个性质( 行列式中行与列具有同等的地位，行列式的性质凡
是对行成立的对列也同样成立) ．

3．计算行列式常用方法: ( 1 ) 利用定义; ( 2 ) 利用性质把行列式化为上
( 下) 三角形行列式，从而算得行列式的值; ( 3) 利用行列式按行( 列) 展开法则
把高阶行列式化为低阶行列式计算．

4．克莱姆法则解线性方程组的条件:方程的数目与变量数目相等; 系数行
列式 D≠0．

同步练习 § 9． 1

1．求方阵 A =
－ 3 0 － 4
5 0 3







÷
÷÷
2 － 2 1
对应的元素 2 和 － 2 的代数余子式．

2．已知 4 阶方阵 A中第 3 列元素依次为: 1，－ 2，1，0，它们的余子式依次
为: 5，3，7，－ 4．求方阵 A的行列式．
8
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