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第１章 　 复数和复变函数

复变函数论中所研究的函数的自变量与因变量均为复数，因此，对复数及复变函数应
有清晰的认识．本章将介绍复数的概念、四则运算及三角表达式，平面点集，复变函数的概
念、极限和连续性．

１．１　 复 　　 数

１．１．１　 复数的概念

二次方程ｘ２＋ｘ＋１＝０在实数范围内没有解，为了使这个方程有解，就要把数的范
围扩大，引入虚数单位ｉ，且

ｉ＝ －槡 １．
从而方程ｘ２＋ｘ＋１＝０就有了两个不同的解，即

ｘ１，２ ＝－１± －槡 ３
２ ＝－１２±

槡３
２ｉ．

我们把形如ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ的数称为复数，其中ｘ和ｙ均为实数，ｘ称为复数ｚ的实部，记

为ｘ＝Ｒｅｚ，ｙ称为复数ｚ的虚部，记为ｙ＝Ｉｍｚ．例如，ｚ＝１　＋槡２ｉ，Ｒｅｚ＝１，Ｉｍｚ　＝槡２．
特别的，当Ｉｍｚ＝ｙ＝０时，ｚ＝Ｒｅｚ＋ｉ０＝ｘ是实数；当Ｒｅｚ＝０且Ｉｍｚ≠０时，

ｚ＝ｉＩｍｚ＝ｉ　ｙ，称为纯虚数．
设ｚ１ ＝ｘ１＋ｉ　ｙ１，ｚ２＝ｘ２＋ｉ　ｙ２，如果ｘ１＝ｘ２，ｙ１＝ｙ２，则称两个复数ｚ１与ｚ２相等，

记为ｚ１ ＝ｚ２．也就是说，ｚ１ ＝ｚ２ 的充要条件是ｚ１ 与ｚ２ 的实部和虚部分别相等．

１．１．２　 共轭复数及复数的四则运算

设ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ，则称复数ｘ－ｉ　ｙ为复数ｚ的共轭复数，记为珔ｚ＝ｘ－ｉ　ｙ．显然，实数的共
轭复数仍然为该实数．

设有两个复数ｚ１ ＝ｘ１＋ｉ　ｙ１，ｚ２ ＝ｘ２＋ｉ　ｙ２，它们的四则运算定义如下．
加法和减法 ｚ１＋ｚ２ ＝ （ｘ１＋ｘ２）＋ｉ（ｙ１＋ｙ２）；

ｚ１－ｚ２ ＝ （ｘ１－ｘ２）＋ｉ（ｙ１－ｙ２）．
乘法 　ｚ１·ｚ２ ＝ （ｘ１＋ｉ　ｙ１）（ｘ２＋ｉ　ｙ２）＝ （ｘ１ｘ２－ｙ１ｙ２）＋ｉ（ｘ１ｙ２＋ｘ２ｙ１），

即按多项式的乘法法则进行，注意ｉ　２ ＝－１．



２　　　　

例如 　（３＋ｉ）（２－ｉ）＝３×２＋３（－ｉ）＋２ｉ＋ｉ（－ｉ）

＝６－３ｉ＋２ｉ－ｉ　２

＝７－ｉ．

一般的，设ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ，则ｚ珔ｚ＝ｘ２＋ｙ２．称非负实数 ｘ２＋ｙ槡 ２ 为复数ｚ的模，记为

｜ｚ｜，于是可以写成下列恒等式：

ｚ珔ｚ＝｜ｚ｜２ ＝ｘ２＋ｙ２．
除法 　ｚ１ 除以ｚ２（ｚ２ ≠０）定义为

ｚ１
ｚ２ ＝

ｚ１珔ｚ２
ｚ２珔ｚ２ ＝

（ｘ１＋ｉ　ｙ１）（ｘ２－ｉ　ｙ２）
｜ｚ２｜２

＝
（ｘ１ｘ２＋ｙ１ｙ２）＋ｉ（ｘ２ｙ１－ｘ１ｙ２）

ｘ２２＋ｙ２２
．

事实上，除法运算是乘法运算的逆运算，即有

ｚ２·ｚ１ｚ２ ＝
ｚ１．

例如 　３－２ｉ１＋ｉ＝
（３－２ｉ）（１－ｉ）
（１＋ｉ）（１－ｉ）＝

１－５ｉ
２ ．

从上面的运算规则可知，复数运算满足下列规律．设ｚ１，ｚ２，ｚ３ 是复数，则：

　　（１）ｚ１＋ｚ２ ＝ｚ２＋ｚ１，ｚ１ｚ２ ＝ｚ２ｚ１（交换律）；

　　（２）（ｚ１＋ｚ２）＋ｚ３ ＝ｚ１＋（ｚ２＋ｚ３），（ｚ１ｚ２）ｚ３ ＝ｚ１（ｚ２ｚ３）（结合律）；

　　（３）ｚ１（ｚ２＋ｚ３）＝ｚ１ｚ２＋ｚ１ｚ３（分配律）．
对于共轭复数，有下列运算性质：
（１）ｚ１＋ｚ２ ＝珔ｚ１＋珔ｚ２；　　　　　　　　 （２）ｚ１·ｚ２ ＝珔ｚ１·珔ｚ２；

（３ （） ｚ１ｚ ）２ ＝ 珔ｚ１珔ｚ２
； （４）ｚ＝ｚ；

（５）ｚ＋珔ｚ＝２Ｒｅｚ，ｚ－珔ｚ＝２ｉＩｍｚ； （６）ｚ珔ｚ＝｜ｚ｜２ ＝ （Ｒｅｚ）２＋（Ｉｍｚ）２；
（７）复数ｚ是实数的充要条件是ｚ ＝珔ｚ，复数ｚ是纯虚数的充要条件是ｚ ＝－珔ｚ

且ｚ≠０．
这些性质都不难证明，留给读者做练习．
例１　 求下列复数ｚ的实部、虚部、共轭复数及模．

（１）ｚ＝ １
１＋２ｉ

；　　　　　　　　　　　 （２）ｚ＝ １ｉ－
３ｉ
１－ｉ

；

（３）ｚ＝ｉ　１２－４ｉ２１＋２ｉ； （４）ｚ＝ ｉ
（ｉ－１）（ｉ－２）（ｉ－３）

；

解 　（１） ｚ＝ １
１＋２ｉ＝

１－２ｉ
（１＋２ｉ）（１－２ｉ）＝

１－２ｉ
５ ＝ １５－

２
５ｉ
，

因此， Ｒｅｚ＝ １５
，Ｉｍｚ＝－２５

，珔ｚ＝ １５＋
２
５ｉ
，｜ｚ｜＝ （ ）１５

２

＋ －（ ）２５槡
２

＝槡５５．



３　　　　

（２） ｚ＝ １ｉ－
３ｉ
１－ｉ＝－

ｉ－３ｉ
（１＋ｉ）
２ ＝ ３２－

５
２ｉ
，

因此，Ｒｅｚ＝ ３２
，Ｉｍｚ＝－５２

，珔ｚ＝ ３２＋
５
２ｉ
，｜ｚ｜＝ （ ）３２

２

＋ －（ ）５２槡
２

＝ 槡３４２ ．

（３） ｚ＝ｉ　１２－４ｉ２１＋２ｉ＝ （ｉ　２）６－４（ｉ　２）１０ｉ＋２ｉ
＝ （－１）６－４（－１）１０ｉ＋２ｉ＝１－２ｉ，

因此，Ｒｅｚ＝１，Ｉｍｚ＝－２，珔ｚ＝１＋２ｉ，｜ｚ｜＝ １２＋（－２）槡 ２　＝槡５．
（４）由于
（ｉ－１）（ｉ－２）（ｉ－３）＝ ［（ｉ－１）（ｉ－２）］（ｉ－３）＝ ［ｉ　２－２ｉ－ｉ＋２］（ｉ－３）

＝ （１－３ｉ）（ｉ－３）＝ｉ－３－３ｉ２＋９ｉ＝１０ｉ，

故ｚ＝ ｉ
１０ｉ＝

１
１０．
因此，Ｒｅｚ＝ １１０

，Ｉｍｚ＝０，珔ｚ＝ｚ＝ １１０
，｜ｚ｜＝ １１０．

例２　 设ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ，ｙ≠０，ｚ≠±ｉ，证明：当且仅当ｘ２＋ｙ２＝１时， ｚ１＋ｚ２
是实数．

证 　 证明 ｚ
１＋ｚ２

是实数等价于证明

ｚ
１＋ｚ２ （＝ ｚ

１＋ｚ ）２ ＝ 珔ｚ
１＋珔ｚ２

，

即ｚ（１＋珔ｚ２）＝珔ｚ（１＋ｚ２），也就是（ｚ－珔ｚ）（１－ｚ珔ｚ）＝０．
由于ｚ－珔ｚ＝２ｉｙ≠０，ｚ≠珔ｚ，从而

ｚ珔ｚ＝１，　｜ｚ｜２ ＝１，
即 ｘ２＋ｙ２ ＝１．

由于上述推导的每一步都是可逆的，因此命题得证．
例３　 试写出方程ｘ２＋２ｘ＋ｙ２ ＝１的复数形式．
解 　 令ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ，则珔ｚ＝ｘ－ｉ　ｙ，于是

ｘ＝ｚ＋珔ｚ２
，　ｙ＝ｚ－珔ｚ２ｉ

，　ｘ２＋ｙ２ ＝｜ｚ｜２ ＝ｚ珔ｚ．

将以上三式代入原方程，得到复数方程为

ｚ珔ｚ＋ｚ＋珔ｚ＝１．
例４　 设ｚ１，ｚ２ 为任意复数，证明

｜ｚ１±ｚ２｜２ ＝｜ｚ１｜２＋｜ｚ２｜２±２Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２）．
证 　 先证｜ｚ１＋ｚ２｜２ ＝｜ｚ１｜２＋｜ｚ２｜２＋２Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２）．
由共轭复数的性质ｚ珔ｚ＝｜ｚ｜２ 知，

｜ｚ１＋ｚ２｜２ ＝ （ｚ１＋ｚ２）（ｚ１＋ｚ２）＝ （ｚ１＋ｚ２）（珔ｚ１＋珔ｚ２）

＝ｚ１珔ｚ１＋ｚ１珔ｚ２＋ｚ２珔ｚ１＋ｚ２珔ｚ２

试读结束：需要全本请在线购买： www.ertongbook.com
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＝｜ｚ１｜２＋｜ｚ２｜２＋ｚ１珔ｚ２＋ｚ２珔ｚ１．
注意到ｚ１珔ｚ２＋ｚ２珔ｚ１ ＝ｚ１珔ｚ２＋ｚ１珔ｚ２ ＝２Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２），从而有

｜ｚ１＋ｚ２｜２ ＝｜ｚ１｜２＋｜ｚ２｜２＋２Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２）．
对于等式｜ｚ１－ｚ２｜２ ＝｜ｚ１｜２＋｜ｚ２｜２－２Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２），类似地可以证明．

１．２　 复平面及复数的三角表达式

１．２．１　 复平面

在平面上建立直角坐标系Ｏｘｙ，则对于每一个复数ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ，在平面上有唯一的一个
点（ｘ，ｙ）与之对应；反之，对于平面上的每一个点（ｘ，ｙ），有唯一的复数ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ与之对应

图１－２－１

（见图１－２－１）．这就是说，全体复数与平面上的点之间建立了一一对
应关系，当平面上的点被用来代表复数时，我们就把这个平面叫做复
（数）平面．复平面上ｘ轴上的点表示实数，因此ｘ轴称为实轴；ｙ轴上
的点（除坐标原点外）表示纯虚数ｉ　ｙ（ｙ≠０），因此ｙ轴称为虚轴．今
后，我们对复数和平面上的点不加区别，即“复数集”与“平面点集”用
做同义语，“复数”和“点”也用做同义语．

图１－２－２

１．２．２　 复数的模、辐角及三角表达式

在复平面上，复数ｚ也可以用平面上的一个自由向量来表示，这个自由向量在实轴和虚
轴上的投影分别为ｘ和ｙ，它的起点可以是平面上任意一点．如果起点是原点，则向量的终点
即是平面上的ｚ点，点ｚ的位置也可以用它的极坐标ｒ和θ来确定，如图１－２－２所示．
ｒ称为复数ｚ的模，θ称为复数ｚ的辐角，记为

ｒ＝｜ｚ｜＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，　θ＝Ａｒｇｚ．
关于辐角必须注意以下两点．
（１）任意复数ｚ（ｚ≠０）有无穷多个辐角，我们把ｚ的辐角θ落在（－π，π］这个范围内

的值称为辐角的主值，记为ａｒｇｚ．显然，ａｒｇｚ是由ｚ唯一确定的，如ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ．　

ａｒｇｚ＝

ａｒｃｔａｎｙｘ　
（ｚ在第一、四象限内），

π＋ａｒｃｔａｎｙｘ　
（ｚ在第二象限内），

－π＋ａｒｃｔａｎｙｘ　
（ｚ在第三象限内）

烅

烄

烆
．

若ｚ在正、负实轴上，则辐角的主值分别是０和π；若ｚ在上、下
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半虚轴上，则辐角的主值分别是π
２
和－π２．

当ｚ≠０时，任一辐角与辐角的主值有如下

关系：

Ａｒｇｚ＝ａｒｇｚ＋２ｋπ　（ｋ为任意整数）．
（２）当ｚ＝０时，｜ｚ｜＝０，辐角是无意义的．
当已知复数ｚ（ｚ≠０）的模ｒ和辐角θ时，这个复数也就完全确定了，因为

ｘ＝ｒｃｏｓθ，　ｙ＝ｒｓｉｎθ，
所以

ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ＝ｒ（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ），
即

ｚ＝｜ｚ｜（ｃｏｓＡｒｇｚ＋ｉｓｉｎＡｒｇｚ）＝｜ｚ｜（ｃｏｓａｒｇｚ＋ｉｓｉｎａｒｇｚ），
这就是复数的三角表达式．

设ｚ１ ＝ｒ１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１），ｚ２ ＝ｒ２（ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２），则ｚ１ ＝ｚ２ 的充要条件是ｒ１ ＝ｒ２
且θ１ ＝２ｋπ＋θ２（ｋ为任意整数）．

例１　 用三角表达式表示下列复数，并求出辐角及辐角的主值．

（１）ｚ＝１－ｉ； （２）ｚ＝－槡３ｉ； （３）ｚ＝－１－３ｉ．

图１－２－３

解 　（１）ｚ＝１－ｉ＝ｘ＋ｉ　ｙ，则ｘ＝１，ｙ＝－１，ｚ在第四象限，于是

｜ｚ｜＝ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ １２＋（－１）槡 ２　＝槡２，ｔａｎθ＝ｙｘ ＝－１．

如图１－２－３所示，ｚ的辐角的主值ａｒｇｚ＝－π４
，因此，

ｚ＝１－ｉ的三角表达式为

ｚ＝１－ｉ　＝槡２ ｃｏｓ－π（ ）４ ＋ｉｓｉｎ －π（ ）［ ］４
，

ｚ＝１－ｉ的辐角为

图１－２－４

Ａｒｇｚ＝２ｋπ－π４　
（ｋ为任意整数）．

（２）ｚ＝－槡３ｉ＝ｘ＋ｉ　ｙ，则ｘ＝０，ｙ＝－槡３，ｚ在下半虚轴上，于是｜ｚ｜

＝ ｘ２＋ｙ槡 ２　＝槡３，ｚ的辐角主值ａｒｇθ＝－π２
，如图１－２－４所示．

因此，ｚ＝－槡３ｉ的三角表达式为

ｚ　＝槡３ ｃｏｓ－π（ ）２ ＋ｉｓｉｎ －π（ ）［ ］２ ．

ｚ＝－槡３ｉ的辐角为
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Ａｒｇｚ＝２ｋπ－π２　
（ｋ为任意整数）．

（３）ｚ＝－１－３ｉ＝ｘ＋ｉ　ｙ，则ｘ＝－１，ｙ＝－３，ｚ在第三象限，于是

｜ｚ｜＝ ｘ２＋ｙ槡 ２　＝ 槡１０，　ｔａｎθ＝ｙｘ ＝３．

图１－２－５

ｚ的辐角主值ａｒｇθ＝－π＋ａｒｃｔａｎ３，如图１－２－５所示．因此

ｚ＝－１－３ｉ的三角表达式为

ｚ　＝ 槡１０［ｃｏｓ（－π＋ａｒｃｔａｎ３）＋ｉｓｉｎ（－π＋ａｒｃｔａｎ３）］．
ｚ＝－１－３ｉ的辐角为

Ａｒｇｚ＝２ｋπ－π＋ａｒｃｔａｎ３　（ｋ为任意整数）．
例２　 求ｚ＝１－ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ在０≤θ≤２π及２π≤θ≤４π

的三角表达式．

解 　 当０≤θ≤２π时，０≤θ２ ≤π
，ｓｉｎθ２ ≥０

，于是

１－ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ＝２ｓｉｎ２θ２＋ｉ２ｓｉｎ
θ
２ｃｏｓ

θ
２ ＝２ｓｉｎ

θ
２
ｓｉｎθ２＋ｉｃｏｓ

θ（ ）２
＝２ｓｉｎθ２ ｃｏｓ π２－

θ（ ）２ ＋ｉｓｉｎ π２－
θ（ ）［ ］２ 　（三角表达式）．

当２π≤θ≤４π时，π≤θ２ ≤２π
，ｓｉｎθ２ ≤０

，于是

１－ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ＝－２ｓｉｎθ２ －ｓｉｎθ２－ｉｃｏｓ
θ（ ）２ 　（注意｜ｚ｜≥０）

＝－２ｓｉｎθ２ ｃｏｓ ３２π－
θ（ ）２ ＋ｉｓｉｎ ３２π－

θ（ ）［ ］２ 　（三角表达式）．

例３　 设ｚ＝ｒ（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ），求珔ｚ及１ｚ
的三角表达式．

解 　 依题意，

珔ｚ＝ｒ（ｃｏｓθ－ｉｓｉｎθ）＝ｒ［ｃｏｓ（－θ）＋ｉｓｉｎ（－θ）］，

　　 １ｚ ＝
珔ｚ
ｚ珔ｚ＝

珔ｚ
｜ｚ｜２ ＝

１
ｒ２ｒ
［ｃｏｓ（－θ）＋ｉｓｉｎ（－θ）］＝ １ｒ

［ｃｏｓ（－θ）＋ｉｓｉｎ（－θ）］．

例４　 设复数ｚ满足ａｒｇ（ｚ＋２）＝ π３
，ａｒｇ（ｚ－２）＝ ６５π

，求ｚ．

解 　 设ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ，则ｚ＋２＝ （ｘ＋２）＋ｉ　ｙ，ｚ－２＝ （ｘ－２）＋ｉ　ｙ，于是，依题意，

ｔａｎπ３ ＝
ｙ

ｘ＋２
，　ｔａｎ６５π＝

ｙ
ｘ－２

，

从而有
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ｘ＋２＝ １
槡３
ｙ，

ｘ－２＝－槡３ｙ
烅
烄

烆 ，

解之得 ｘ＝－１，　ｙ＝槡３．
因此 ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ＝－１　＋槡３ｉ．

１．２．３　 复数模的三角不等式

设ｚ＝ｘ＋ｉ　ｙ，可以得到关于复数模的几个重要不等式．

（１）｜ｘ｜＝｜Ｒｅｚ｜≤｜ｚ｜＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，　｜ｙ｜＝｜Ｉｍｚ｜≤｜ｚ｜＝ ｘ２＋ｙ槡 ２．
（２）｜ｚ｜≤｜Ｒｅｚ｜＋｜Ｉｍｚ｜＝｜ｘ｜＋｜ｙ｜．
下面说明复数加减法的几何意义．既然复数可以用起点是原点的向量来表示，那么两个

复数的加减法就可以利用向量的平行四边形法则或三角形法则来进行，如图１－２－６所示．

图１－２－６

复数ｚ１的模｜ｚ１｜可以解释成复平面上点ｚ＝ｚ１与坐标原点ｚ＝０的距离，｜ｚ２－ｚ１｜
可以解释成复平面上点ｚ＝ｚ２与点ｚ＝ｚ１之间的距离，按照三角形的两边之和不能小于
第三边（见图１－２－６（ａ）），两边之差不大于第三边（见图（１－２－６（ｂ）），就可得到下列关于复
数模的三角不等式．

（３）｜ｚ１＋ｚ２｜≤｜ｚ１｜＋｜ｚ２｜．
把ｚ１ 改写成－ｚ１，得

｜ｚ２－ｚ１｜≤｜ｚ２｜＋｜ｚ１｜．
（４）｜｜ｚ２｜－｜ｚ１｜｜≤｜ｚ２＋ｚ１｜．
把ｚ１ 改写成－ｚ１，得

｜｜ｚ２｜－｜ｚ１｜｜≤｜ｚ２－ｚ１｜．
在不等式（３）、（４）中，等号当且仅当点ｚ１ 与点ｚ２ 位于通过原点的同一条直线上时成

立．这两个不等式还可以用代数方法证明．由本章１．１．２节的例４知，

｜ｚ１±ｚ２｜２ ＝｜ｚ１｜２＋｜ｚ２｜２±２Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２），
又因为
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｜Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２）｜≤｜ｚ１珔ｚ２｜＝｜ｚ１｜｜珔ｚ２｜＝｜ｚ１｜｜ｚ２｜，
即

－｜ｚ１｜｜ｚ２｜≤Ｒｅ（ｚ１珔ｚ２）≤｜ｚ１｜｜ｚ２｜，
所以有

｜ｚ１＋ｚ２｜２ ≤｜ｚ１｜２＋｜ｚ２｜２＋２｜ｚ１｜｜ｚ２｜＝ （｜ｚ１｜＋｜ｚ２｜）２，

｜ｚ１－ｚ２｜２ ≥｜ｚ１｜２＋｜ｚ２｜２－２｜ｚ１｜｜ｚ２｜＝ （｜ｚ１｜－｜ｚ２｜）２，
即得

｜ｚ１＋ｚ２｜≤｜ｚ１｜＋｜ｚ２｜，　｜ｚ２－ｚ１｜≥｜｜ｚ２｜－｜ｚ１｜｜．
将不等式（３）和不等式（４）合在一起也可写成下列形式：

｜｜ｚ１｜－｜ｚ２｜｜≤｜ｚ１－ｚ２｜≤｜ｚ１｜＋｜ｚ２｜
及

｜｜ｚ１｜－｜ｚ２｜｜≤｜ｚ１＋ｚ２｜≤｜ｚ１｜＋｜ｚ２｜．
利用不等式（３）及数学归纳法可证明不等式（５）．
（５）｜ｚ１＋ｚ２＋…＋ｚｎ｜≤｜ｚ１｜＋｜ｚ２｜＋…＋｜ｚｎ｜．
这里需要强调的是，由于｜ｚ１－ｚ２｜在复平面上表示点ｚ１与ｚ２之间的距离，因此，对

固定的复数ｚ０及实数Ｒ＞０，｜ｚ－ｚ０｜＝Ｒ表示以ｚ０为圆心、Ｒ为半径的圆周．｜ｚ－ｚ０｜
≤Ｒ表示圆周的内部及圆周，｜ｚ－ｚ０｜＞Ｒ表示圆周的外部．

以上所有不等式（１）～（５）都是相对复数的模而言的．注意复数本身是不能比较大小
的，这是复数与实数的一个不同之处．

１．２．４　 利用复数的三角表达式作乘除法

设有两个复数

ｚ１ ＝ｒ１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１），　ｚ２ ＝ｒ２（ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２），
则

ｚ１ｚ２ ＝ｒ１ｒ２［（ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２－ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２］＋ｉ（ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２＋ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２）］

＝ｒ１ｒ２［ｃｏｓ（θ１＋θ２）＋ｓｉｎ（θ１＋θ２）］．
也就是说，两个复数的乘积是这样的一个复数：它的模等于原来两复数模的乘积，它

的辐角等于原来两复数辐角之和，即

｜ｚ１ｚ２｜＝｜ｚ１｜｜ｚ２｜，　Ａｒｇ（ｚ１ｚ２）＝Ａｒｇｚ１＋Ａｒｇｚ２．
注意 　 由于第二个等式的两边都是表示多值的式子，因此，在这里“＝”应理解成集

合｛Ａｒｇ（ｚ１ｚ２）｝与集合｛Ａｒｇｚ１＋Ａｒｇｚ２｝相等，即对于Ａｒｇ（ｚ１ｚ２）的任一值，一定存在一个
Ａｒｇｚ１与Ａｒｇｚ２，它们之和等于Ａｒｇ（ｚ１ｚ２）；反过来，对于每一个Ａｒｇｚ１与Ａｒｇｚ２，一定存在
一个Ａｒｇ（ｚ１ｚ２），使得Ａｒｇ（ｚ１ｚ２）等于Ａｒｇｚ１ 与Ａｒｇｚ２ 之和．

从几何意义上解释复数乘法ｚ１ｚ２：把表示ｚ１ 的那个向量逆时针转动一个角度θ２，并
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图１－２－７

将长度放大ｒ２ 倍，就得到代表ｚ１ｚ２ 的向量，如图１－２－７所示．

如把向量ｚ 逆时针旋转 π２
，就得到了向量ｉ　ｚ，即ｉ　ｚ ＝

ｃｏｓπ２＋ｉｓｉｎ
π（ ）２ ｚ；把向量ｚ顺时针旋转π２，就得到了向量－ｉ　ｚ，即

－ｉ　ｚ＝ ｃｏｓ－π（ ）２ ＋ｉｓｉｎ －π（ ）［ ］２ ｚ．

对于复数除法，有公式

ｚ１
ｚ２ ＝

ｒ１
ｒ２
［ｃｏｓ（θ１－θ２）＋ｉｓｉｎ（θ１－θ２）］　（ｚ２ ≠０），

即

ｚ１
ｚ２ ＝

ｒ１
ｒ２
，　Ａｒｇｚ１ｚ２ ＝

Ａｒｇｚ１－Ａｒｇｚ２．

例５　 利用复数的三角表达式计算ｉ（１－槡３ｉ）（槡３＋ｉ）．
解 　 因为

ｉ＝ｃｏｓπ２＋ｉｓｉｎ
π
２
，

１　－槡３ｉ＝２ １２－
槡３
２（ ）ｉ ＝２ ｃｏｓ－π（ ）３ ＋ｉｓｉｎ －π（ ）［ ］３

，

槡３＋ｉ＝２ 槡３２＋
１
２（ ）ｉ ＝２ｃｏｓπ６＋ｉｓｉｎπ（ ）６ ，

因此

ｉ（１－槡３ｉ）（槡３＋ｉ）＝ ［ｉ（１　－槡３ｉ）］（槡３＋ｉ）

＝２ ｃｏｓ π２－
π（ ）３ ＋ｉｓｉｎ π２－

π（ ）［ ］３
·２ｃｏｓπ６＋ｉｓｉｎ

π（ ）６
＝４ ｃｏｓ π２－

π
３＋

π（ ）６ ＋ｉｓｉｎ π２－
π
３＋

π（ ）［ ］６

＝４ｃｏｓπ３＋ｉｓｉｎ
π（ ）３

＝２＋ 槡２　３ｉ．

例６　 利用复数的三角表达式计算 １
（槡３＋ｉ）３

．

解 　 由于

１＝ｃｏｓ０＋ｉｓｉｎ０，

槡３＋ｉ＝２ｃｏｓπ６＋ｉｓｉｎ
π（ ）６ ，
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