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第 2 版前言

本书自出版以来得到了广大读者的肯定，也得到了同行专家的热心指导．为提高教材
的质量，我们进行了修订．本次主要修订以下内容:

( 1) 更换了一些例题，使之更适应学生的实际与应用型人才培养的要求;
( 2) 增加或删除了一些习题．
本书由林益( 华中科技大学文华学院) 、赵一男( 中国地质大学江城学院) 、叶年斌( 武
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第●１ 篇　线 性 代 数
线性代数是从线性方程组论、行列式论和矩阵论中产生并形成的

一门数学分支，是学习现代科学技术的重要理论基础，在自然科学和工
程技术等领域中有着广泛的应用．在计算机技术飞速发展的今天，线性
代数在理论和应用上的重要性愈显突出．本篇将介绍线性代数中最基
本的内容：行列式、矩阵和线性方程组．



第１章　行　列　式

行列式是由研究线性方程组而产生的，它是线性代数中的一个基本工具，在讨论许多
问题时都要用到它．本章主要介绍行列式的概念、性质及计算方法，此外还要介绍利用克
莱姆法则求解线性方程组．

１．１　行列式的概念

１．１．１　二阶行列式
用消元法解二元线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２ ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２ ＝ｂ２｛ ．
（１－１）

为消去未知数ｘ２，用ａ２２与ａ１２分别乘上列两方程的两端，然后两个方程相减，得
（ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）ｘ１ ＝ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２；

类似地，消去ｘ１，得
（ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）ｘ２ ＝ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１．

当ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１≠０时，求得方程组（１－１）的解为

ｘ１ ＝ ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１
，　ｘ２ ＝ ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１

． （１－２）

　　式（１－２）中的分子、分母都是四个数分两对相乘再相减而得到的．其中分母ａ１１ａ２２－ａ１２
ａ２１是由方程组（１－１）的四个系数确定的，把这四个数按它们在方程组（１－１）中的位置，排成二
行二列（横排称行，竖排称列）的数表

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

（１－３）

表达式ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１称为数表（１－３）所确定的二阶行列式，并记作
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

． （１－４）

　　数ａｉｊ（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２）称为行列式（１－４）的元素．元素ａｉｊ的第一个下标ｉ称为行标，
表明该元素位于第ｉ行，第二个下标ｊ称为列标，表明该元素位于第ｊ列．

上述二阶行列式的定义，可用对角线法则来记忆．如图１－１所示，把ａ１１到ａ２２的实连
线称为主对角线，ａ１２到ａ２１的虚连线称为副对角线，于是二阶行列式便是主对角线上的两



３　　　　

元素之积减去副对角线上两元素之积所得的差．

图１－１

利用二阶行列式的概念，式（１－２）中ｘ１、ｘ２ 的分子也可写成二阶
行列式，即

ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２ ＝
ｂ１　ａ１２
ｂ２　ａ２２

，　ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１ ＝
ａ１１　ｂ１
ａ２１　ｂ２

．

若记

Ｄ＝
ａ１１　ａ１２
ａ２１　ａ２２

，　Ｄ１ ＝
ｂ１　ａ１２
ｂ２　ａ２２

，　Ｄ２ ＝
ａ１１　ｂ１
ａ２１　ｂ２

，

那么，式（１－２）可写成

ｘ１ ＝Ｄ１Ｄ ＝

ｂ１　ａ１２
ｂ２　ａ２２
ａ１１　ａ１２
ａ２１　ａ２２

，　ｘ２ ＝Ｄ２Ｄ ＝

ａ１１　ｂ１
ａ２１　ｂ２
ａ１１　ａ１２
ａ２１　ａ２２

．

　　注意　这里的分母Ｄ 是由方程组（１－１）的系数所确定的二阶行列式（称系数行列
式），ｘ１ 的分子Ｄ１ 是用常数项ｂ１、ｂ２ 替换Ｄ中ｘ１ 的系数ａ１１、ａ２１所得的二阶行列式，ｘ２ 的
分子Ｄ２ 是用常数项ｂ１、ｂ２ 替换Ｄ中ｘ２ 的系数ａ１２、ａ２２所得的二阶行列式．

例１　求解二元线性方程组

３ｘ１－２ｘ２ ＝１２，

２ｘ１＋ｘ２ ＝１｛ ．
　　解　由于

Ｄ＝
３ －２
２ 　１

＝３－（－４）＝７≠０，

Ｄ１ ＝
１２ －２
１ 　１

＝１２－（－２）＝１４，

Ｄ２ ＝
３　１２
２　 １

＝３－２４＝－２１，

因此 ｘ１ ＝Ｄ１Ｄ ＝１４７ ＝２
，　ｘ２ ＝Ｄ２Ｄ ＝－２１７ ＝－３．

１．１．２　三阶行列式
定义　设有９个数排成３行３列的数表

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

（１－５）

记

试读结束：需要全本请在线购买： www.ertongbook.com
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ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ａ３１＋ａ１３ａ２１ａ３２

－ａ１１ａ２３ａ３２－ａ１２ａ２１ａ３３－ａ１３ａ２２ａ３１， （１－６）
式（１－６）称为数表（１－５）所确定的三阶行列式．

上述定义表明：三阶行列式含６项，每项均为不同行不同列的三个元素的乘积冠以正
负号而成．其规律遵循图１－２所示的对角线法则：图中的三条实线看做是平行于主对角线
的连线，三条虚线看做是平行于副对角线的连线，实线上三元素的乘积冠以正号，虚线上
三元素的乘积冠以负号．

图１－２

例２　计算三阶行列式

Ｄ＝
　１　２ －４
－２　２ 　１
－３　４ －２

．

　　解　按对角线法则，有
Ｄ＝１×２×（－２）＋２×１×（－３）＋（－４）×（－２）×４－１×１×４

－２×（－２）×（－２）－（－４）×２×（－３）

＝－４－６＋３２－４－８－２４
＝－１４．

　　例３　求解方程
１　１　 １
２　３　ｘ
４　９　ｘ２

＝０．

　　解　方程左端的三阶行列式
Ｄ＝３ｘ２＋４ｘ＋１８－９ｘ－２ｘ２－１２
＝ｘ２－５ｘ＋６，

由ｘ２－５ｘ＋６＝０解得
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ｘ＝２　或　ｘ＝３．
对角线法则只适用于二阶与三阶行列式，为研究四阶及更高阶行列式，下面先介绍代

数余子式的知识，然后引出ｎ阶行列式的概念．

１．１．３　余子式、代数余子式
在三阶行列式中，划去ａｉｊ所在的行和列的元素，余下的元素按原顺序构成的一个二

阶行列式，称为ａｉｊ的余式子，记为Ｍｉｊ．

例如， Ｍ１１＝
ａ２２　ａ２３
ａ３２　ａ３３

，　Ｍ１２＝
ａ２１　ａ２３
ａ３１　ａ３３

，　Ｍ１３＝
ａ２１　ａ２２
ａ３１　ａ３２

，

Ｍ１１，Ｍ１２，Ｍ１３分别为ａ１１，ａ１２，ａ１３的余子式．
令　Ａｉｊ＝（－１）ｉ＋ｊ　Ｍｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３），称Ａｉｊ为ａｉｊ的代数余子式．如：

Ａ１１ ＝ （－１）１＋１　Ｍ１１ ＝Ｍ１１，

Ａ１２ ＝ （－１）１＋２　Ｍ１２ ＝－Ｍ１２，

Ａ１３ ＝ （－１）１＋３　Ｍ１３ ＝Ｍ１３，

Ａ１１，Ａ１２，Ａ１３分别为ａ１１，ａ１２，ａ１３的代数余子式．
下面不加证明地给出一个重要定理．
定理１　行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式的乘积之和．
这个定理叫做行列式按行（列）展开法则．
于是，三阶行列式也可定义为

Ｄ＝
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋ａｉ３Ａｉ３（ｉ＝１，２，３）

或 Ｄ＝ａ１ｊＡ１ｊ＋ａ２ｊＡ２ｊ＋ａ３ｊＡ３ｊ（ｊ＝１，２，３）．

例如，Ｄ＝
２ 　１ 　３
４ －１ 　２
１ 　２ －１

按第２行展开，有

Ａ２１ ＝ （－１）２＋１
１ 　３
２ －１

＝－
１ 　３
２ －１

＝７，

Ａ２２ ＝ （－１）２＋２
２ 　３
１ －１

＝
２ 　３
１ －１

＝－５，

Ａ２３ ＝ （－１）２＋３
２　１
１　２

＝－
２　１
１　２

＝－３，

故

Ｄ＝ａ２１Ａ２１＋ａ２２Ａ２２＋ａ２３Ａ２３ ＝４×７＋（－１）×（－５）＋２×（－３）＝２７．
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１．１．４　ｎ阶行列式
定义１　设有ｎ２ 个数，排成ｎ行ｎ列的数表

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

（１－７）

记

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋…＋ａｉｎＡｉｎ， （１－８）

其中，Ａｉｊ为ａｉｊ的代数余子式（ｊ＝１，２，…，ｎ），式（１－８）称为数表（１－７）所确定的ｎ阶行列式．
注意　（１）定义式（１－８）也称为按任一行（ｉ＝１，２，…，ｎ）展开的行列式定义，仿其也可给出

按任一列（ｊ＝１，２，…，ｎ）展开的行列式定义，并可证明，两者所定义的行列式有相同的值．
（２）行列式还有其他的定义方法，读者可阅读其他相关资料．

例４　用定义计算行列式
４　０ 　２
３　１ －１
２　２ 　３

．

解　由三阶行列式的定义，按第１行展开，得

４　０ 　２
３　１ －１
２　２ 　３

＝４
１ －１
２ 　３

－０
３ －１
２ 　３

＋２
３　１
２　２

＝２８．

习　题１．１

１．计算下列行列式：

（１）
ｃｏｓｘ　 ｓｉｎｘ
－ｓｉｎｘ　ｃｏｓｘ

；　　　　　　（２）
ｘ－１　 １
３ｘ　 ２ｘ－２

；

（３）
１　２　３
３　１　２
２　３　１

； （４）
　ａ 　１　ａ
－１ 　ａ １
　ａ －１　ａ

．

２．求行列式
－３ 　０　４
　５ 　０　３
　２ －２　１

中元素２的余子式和代数余子式．
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３．设Ｄ＝

６ 　０　８ 　０
５ －１　３ －２
０ 　２　０ 　０
１ 　０　４ －３

，写出Ｄ按第３行的展开式，并求Ｄ的值．

４．已知四阶行列式Ｄ中第３列元素依次为－１，２，０，１，它们对应的余子式依次为５，

３，－７，４，求Ｄ．

１．２　行列式的性质

按照定义，计算ｎ阶行列式需要计算ｎ个（ｎ－１）阶行列式，对高阶的行列式计算量较
大、较麻烦．为了简化行列式的计算，下面不加证明地给出行列式的基本性质，利用这些性
质可以达到简化计算的目的．

设

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，

把Ｄ的行与列互换，得到新的行列式，记为

ＤＴ ＝

ａ１１ ａ２１ … ａｎ１
ａ１２ ａ２２ … ａｎ２
… … … …

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａｎｎ

，

称ＤＴ 为Ｄ的转置行列式．显然（ＤＴ）Ｔ＝Ｄ．
性质１　行列式与它的转置行列式相等，即

ＤＴ ＝Ｄ．

　　例如，
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＝
ａ１１　ａ２１
ａ１２　ａ２２

．

性质１说明行列式的行和列具有同等地位，因而凡是对行具有的性质，对列也一样具
有，反之亦然．

性质２　若行列式的第ｉ行（列）的每一个元素都可表示为两数之和，即

ａｉｊ ＝ｂｉｊ＋ｃｉｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ），
则行列式可表示成两个行列式之和：



８　　　　

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
… … … …

ｂｉ１＋ｃｉ１ ｂｉ２＋ｃｉ２ … ｂｉｎ＋ｃｉｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝

ａ１１ … ａ１ｎ
… … …

ｂｉ１ … ｂｉｎ
… … …

ａｎ１ … ａｎｎ

＋

ａ１１ … ａ１ｎ
… … …

ｃｉ１ … ｃｉｎ
… … …

ａｎ１ … ａｎｎ

．

或者说：若两个行列式中除第ｉ行之外，其余ｎ－１行对应相同，则两个行列式之和只对第

ｉ行对应元素相加，其余保持不变．
例如，

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１＋ｂ２１ ａ２２＋ｂ２２ ａ２３＋ｂ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＋

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

．

　　性质３　用一个数ｋ乘行列式，等于将行列式的某一行（列）元素都乘以ｋ，即

ｋ

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
… … … …

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２… … ａｎｎ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
… … … …

ｋａｉ１ ｋａｉ２ … ｋａｉｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

．

也可以叙述为：若行列式某行（列）有公因子ｋ，则可把它提到行列式外面．
性质４　若互换行列式的任意两行（列），则行列式变号，即

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
… … … …

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ
… … … …

ａｊ１ ａｊ２ … ａｊｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，　Ｄ１ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
… … … …

ａｊ１ ａｊ２ … ａｊｎ
… … … …

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

ｉ行

ｊ行

，

Ｄ＝－Ｄ１．

例如，
ａ１１　ａ１２
ａ２１　ａ２２

＝－
ａ２１　ａ２２
ａ１１　ａ１２

．

以ｒｉ表示行列式的第ｉ行，以ｃｉ表示第ｉ列，交换ｉ，ｊ两行记作ｒｉｒｊ，交换ｉ，ｊ两列

记作ｃｉｃｊ．
推论１　若行列式的两行（列）完全相同，则此行列式等于零．
推论２　若行列式的两行（列）元素成比例，则此行列式等于零．



９　　　　

性质５　把行列式的第ｊ行（列）元素的ｋ倍加到第ｉ行（列）的对应元素上，行列式的
值不变，即

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
… … … …

ｋａｊ１＋ａｉ１ ｋａｊ２＋ａｉ２ … ｋａｊｎ＋ａｉｎ
… … … …

ａｊ１ ａｊ２ … ａｊｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

ｉ行

ｊ行
．

例如，
ａ１１ ａ１２

ｋａ１１＋ａ２１ ｋａ１２＋ａ２２
＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

．

例１　计算行列式Ｄ１ 和行列式Ｄ２，其中Ｄ１ 称为下三角行列式，Ｄ２ 称为上三角行列

式：

Ｄ１ ＝

ａ１１ ０ … ０

ａ２１ ａ２２ … ０
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

　（ａｉｊ 满足ｉ＜ｊ时，ａｉｊ ＝０）；

Ｄ２ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
０ ａ２２ … ａ２ｎ
  

０ ０ … ａｎｎ

　（ａｉｊ 满足ｉ＞ｊ时，ａｉｊ ＝０）．

　　解　对Ｄ１ 按第１行展开得

Ｄ１＝ａ１１

ａ２２ ０ … ０

ａ３２ ａ３３ … ０
  

ａｎ２ ａｎ３ … ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２

ａ３３ ０ … ０

ａ４３ ａ４４ … ０
  

ａｎ３ ａｎ４ … ａｎｎ

＝ … ＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ，

Ｄ２ ＝ＤＴ２ ＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．
特别地，对角行列式

λ１ ０


０ λｎ

＝λ１…λｎ．
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