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前　　言

经典调和分析中的很多函数空间以及算子都是相应于拉普拉斯算

子－Δ所产生的．例如ＢＭＯ函数空间和Ｈａｒｄｙ函数空间Ｈｐ（０＜ｐ≤１），

其中经典 Ｈａｒｄｙ空间Ｈｐ正是由拉普拉斯算子－Δ所决定的算子半群
的极大算子在Ｌｐ空间中的刻画，而ＢＭＯ函数空间是Ｈ１的对偶空间．
近年，很多学者都在关注具有势函数的薛定谔算子－Δ＋Ｖ 决定的函
数空间理论和其算子的理论．这些理论为某些偏微分方程解的适定性
研究提供一定的理论基础．作者在前人研究的基础上，主要研究了与具
有反霍尔德类势的薛定谔算子相关的几个问题．本书研究了四个问题：

①具有反霍尔德类势的薛定谔算子的 Ｒｉｅｓｚ变换 分 别与加权

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数和加权ＢＭＯ函数构成的交换子的加权Ｌｐ（１＜ｐ）的有
界性；②与具有反霍尔德类势的薛定谔算子相关的ＢＬＯ型函数空间

ＢＬＯL；③具有反霍尔德类势的抛物型薛定谔算子的某些Ｒｉｅｓｚ变换的

Ｌｐ有界性；④具有反霍尔德类势的一致抛物型算子解的梯度估计和其
决定的几个Ｒｉｅｓｚ变换在加权Ｌｐ和 Ｍｏｒｒｅｙ空间上的有界性．

全书共分六章．第一章介绍本书研究的背景，提出研究的问题和意
义．第二章介绍反霍尔德类和辅助函数及其性质．第三章运用

Ｓｔｒｍｂｅｒｇ的证明思想，证明了在权函数满足一定条件下，具有反霍尔
德类势的薛定谔算子的Ｒｉｅｓｚ变换（Ｔ１＝（－Δ＋Ｖ）－１　Ｖ，Ｔ２＝（－Δ＋

Ｖ）－
１
２Ｖ

１
２，Ｔ３＝（－Δ＋Ｖ）－

１
２和Ｔ４＝（－Δ＋Ｖ）－１２）分别与加权

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数和加权ＢＭＯ函数构成的交换子的加权Ｌｐ有界性．这些
结果蕴含了非加权的情况．第四章给出了与具有反霍尔德类势的薛定
谔算子相关的ＢＬＯL空间的定义，得到了ＢＬＯL 函数一个等价刻画，其
与经典情况是平行的．并研究了具有反霍尔德类势的薛定谔算子的极
大Ｒｉｅｓｚ变换从ＢＭＯL 到ＢＬＯL 的有界性．第五章研究了当Ｖ∈Ｂｑ（ｑ



≥ｎ２
）时，具有反霍尔德类势的两个抛物型薛定谔算子的Ｌｐ（瓗ｎ×［０，

Ｔ］）和具有反霍尔德类势的一个抛物型薛定谔算子的Ｌｐ（瓗ｎ＋１）有界

性．第六章研究了当ａｉ，ｊ满足一定条件，Ｖ∈Ｂｑ（对某个ｑ≥
ｎ
２
），一致抛

物型算子Ｌ＝ｔ－∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１ｉ（ａｉ，ｊｊ）＋Ｖ 的基本解的梯度估计，算子

ＶＬ－１，Ｖ
１
２Ｌ－１，Ｖ

１
２Ｌ－１２的点态估计及其在加权Ｌｐ空间和 Ｍｏｒｒｅｙ空

间上的有界性．
由于作者学识水平有限，加之时间仓促，错误在所难免，请读者提

出宝贵意见．这里我要感谢新疆大学江寅生教授，作为他的学生，作者
曾得到他很多指导；我还要感谢北京大学唐林副教授，作为他的师弟，
作者曾就本书有关问题得到他的指导和帮助；最后，我还要感谢北京师
范大学珠海分校，因为本书的出版获得北京师范大学珠海分校２０１３年
科研成果出版支持计划的经费资助．
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第一章　序言

偏微分方程解的适定性的研究是当代数学中心问题之一．调和分
析理论的发展为偏微分方程解的适定性的研究提供了重要理论基础，
尤其用调和分析方法研究偏微分方程解的正则性以及先验估计成为现
代数学重要方法之一．自２０世纪５０年代Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ提出和发
展奇异积分理论以来，关于奇异积分及其在偏微分方程中应用的研
究，成为调和分析中最辉煌的成就之一．Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子［１］的
定义如下：

一个从Ｃ∞ｃ （瓗ｎ）到Ｌ１ｌｏｃ（瓗ｎ）的算子称为Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子，
如果

（ａ）Ｔ是可延拓成为Ｌ２（瓗ｎ）上有界线性算子；
（ｂ）存在一个核Ｋ（ｘ，ｙ）使得对任意ｆ∈Ｌ∞

ｃ （瓗ｎ），

　　Ｔｆ（ｘ）＝∫瓗ｎ
Ｋ（ｘ，ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ　　ａ．ｅ．｛ｓｕｐｐ　ｆ｝ｃ；

（ｃ）该核满足Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ估计式：

　　｜Ｋ（ｘ，ｙ）｜≤ Ｃ
｜ｘ－ｙ｜ｎ

， （１．１．１）

　　｜Ｋ（ｘ＋ｈ，ｙ）－Ｋ（ｘ，ｙ）｜≤ Ｃ｜ｈ｜δ

｜ｘ－ｙ｜ｎ＋δ
， （１．１．２）

　　｜Ｋ（ｘ，ｙ＋ｈ）－Ｋ（ｘ，ｙ）｜≤ Ｃ｜ｈ｜δ

｜ｘ－ｙ｜ｎ＋δ
， （１．１．３）

对任意ｘ，ｙ∈瓗ｎ，｜ｈ｜＜｜ｘ－ｙ｜２
，以及某个δ＞０成立．

奇异积分交换子更是继奇异积分之后研究偏微分方程解的适定性
的另一个重要算子．由算子Ｔ和函数ｂ组成的交换子定义如下：

　　［ｂ，Ｔ］ｆ（ｘ）＝ｂ（ｘ）Ｔ（ｆ）（ｘ）－Ｔ（ｂｆ）（ｘ）．

众所周知，由拉普拉斯算子－Δ决定的Ｒｉｅｓｚ变换（－Δ）－
１
２，（－



Δ）－
１
２ 和（－Δ）－１都是 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子．根据经典

Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子理论，这些算子以及它们和Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数或

ＢＭＯ函数生成的交换子都具有Ｌｐ有界性．
本书主要考虑的具有反霍尔德类势函数Ｖ 的薛定谔算子为

　　 L＝－Δ＋Ｖ．
对于它所决定的Ｒｉｅｓｚ变换，Ｂ．Ｈｅｌｆｆｅｒ和Ｊ．Ｎｏｕｒｒｉｇａｔ［２］，Ｈ．Ｆ．

Ｓｍｉｔｈ［３］和Ｓ．Ｔｈａｎｇａｖｅｌｕ［４］等研究了（－Δ＋Ｖ）－
１
２，（－Δ＋Ｖ）－

１
２，

（－Δ＋Ｖ）－１，Ｖ
１
２（－Δ＋Ｖ）－１和２（－Δ＋Ｖ）－１等算子的Ｌｐ有

界性．特别地，Ｊ．Ｚｈｏｎｇ［５］在他的博士论文中专门研究了具有多项式势
的薛定谔算子．他证明了，当Ｖ 是非负多项式时，２（－Δ＋Ｖ）－１，

（－Δ＋Ｖ）－
１
２和（－Δ＋Ｖ）－１都是Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子，从

而它们在Ｌｐ上是有界的，以及它们分别与ＢＭＯ函数和Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数
的交换子也是在Ｌｐ上有界的．后来，Ｚ．Ｓｈｅｎ［７］推广了上述结果，他研究
了当Ｖ 属于某种反霍尔德类时，包括上述算子的几个由薛定谔算子决
定的算子的Ｌｐ有界性．这里我们特别指出，反霍尔德类是一类比非负
多项式更为广泛的函数类，它包括所有非负多项式以及一些非光滑
函数．

众所周知，经典的Ｈａｒｄｙ空间Ｈｐ（０＜ｐ≤１）是Ｌｐ空间在０＜ｐ≤１
范围内适合的替代函数空间．另一方面，经典的 Ｈａｒｄｙ空间Ｈｐ（０＜ｐ≤
１）也是拉普拉斯算子－Δ所产生的算子半群的极大算子在Ｌｐ（０＜ｐ≤１）
空间中的刻画．自然地，具有势函数的薛定谔算子－Δ＋Ｖ是否也有其
所产生的算子半群的极大算子在Ｌｐ（０＜ｐ≤１）空间中刻画的函数空间
呢？已经有很多数学家在这方面进行了探索．其中具有反霍尔德类势
的薛定谔算子决定的 Ｈａｒｄｙ型空间和其对偶空间有界平均震荡函数
空间（ＢＭＯ空间）以及一些具有反霍尔德类势的薛定谔算子决定的一
些主要算子在这些空间中的性质具有极其重要的价值．

当Ｖ∈Ｂｎ／２，其中ｎ≥３，Ｆｅｆｆｅｒｍａｎ［４８］，Ｓｈｅｎ［７］和Ｚｈｏｎｇ［５］得到了关
于 L 的一些基本结果，并得到 Ｒｉｅｓｚ变换L －１／２在勒贝格空间Ｌｐ

（瓗ｎ）上的有界性，这里ｐ∈（１，＋∞）．Ｄｚｉｕｂａ　ｎ＇ｓｋｉ　Ｊ．和Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ

２ 反霍尔德类势的薛定谔算子



Ｊ．［９］原创性地分别以原子形式和由算子半群｛ｅ－ｔL ｝ｔ＞０或 Ｒｉｅｓｚ变换

L －１／２定义的极大函数刻画了与薛定谔算子 L 相关的 Ｈａｒｄｙ空间

Ｈ１L（瓗ｎ）．这个结果被林秦成、刘和平等［２０］推广到海森堡群上．
Ｄｚｉｕｂａ　ｎ＇ｓｋｉ　Ｊ．和Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ　Ｊ．［９］还通过某种与由势Ｖ 决定的辅助函
数相关的某局部极大函数刻画了上述 Ｈａｒｄｙ空间 Ｈ１L（瓗ｎ）．当Ｖ∈
Ｂｎ／２（瓗ｎ），其中ｎ≥３，Ｄｚｉｕｂａ　ｎ＇ｓｋｉ　Ｊ．等［１２］引入了与 L 相关的ＢＭＯ型
空间ＢＭＯL（瓗ｎ），并且证明了Ｈ１L（瓗ｎ）和ＢＭＯL（瓗ｎ）的对偶性，还得
到了ＢＭＯL（瓗ｎ）关于Ｃａｒｌｅｓｏｎ测度和一些经典算子关于 L 的算子在

ＢＭＯL（瓗ｎ）上的有界性的刻画．这些算子包括半群极大算子和分数次
积分算子Ｉα，其中α∈（０，ｎ）．这些结果也被林秦城和刘和平［２０］推广到
海森堡群上．而且，当Ｖ∈Ｂｎ（ｎ≥３），董建锋和刘和平［２１］进一步建立了
算子L －１／２的ＢＭＯL（瓗ｎ）估计，通过算子L －１／２建立了ＢＭＯL（瓗ｎ）
的Ｆｅｆｆｅｒｍａｎ－Ｓｔｅｉｎ分解，并且给出 Ｈ１L（瓗ｎ）由L －１／２的共轭算子的
一个刻画．

国内数学家颜立新和杨大春等在这方面也取得了出色的成果．邓
东皋，Ｘ．Ｔ．ＤＵＯＮＧ，Ａ．ＳＩＫＯＲＡ和颜立新［１９］对更为一般的热核算子
所决定的有界平均震荡函数空间（ＢＭＯ型空间）与经典的ＢＭＯ空间
进行了比较，还进一步给出了应用．最近，杨大春、杨东勇和周媛［２２］引
入了由一个允许函数ρ所决定的ＢＭＯ 型空间ＢＭＯρ（瓗

ｎ）和ＢＬＯ型
空间ＢＬＯρ（瓗ｎ），并建立了局部Ｒｉｅｓｚ变换在ＢＭＯρ（瓗ｎ）上的有界型
以及相应的极大算子从ＢＭＯρ（瓗ｎ）到ＢＬＯρ（瓗ｎ）的有界性．后来，杨
大春、杨东勇和周媛［２２］又引入了在齐型空间上的ＢＭＯ型空间ＢＭＯρ
（Ｘ）和ＢＬＯ型空间ＢＬＯρ（Ｘ），并建立了它们的一些基本性质．这些性
质包括ＢＭＯρ（Ｘ）上的Ｊｏｈｎ－Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式和ＢＬＯρ（Ｘ）的几个等
价刻画．他们还得到了自然极大算子，Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ极大算子和与

ρ相关的相应局部算子以及与ρ相关的Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ－ｇ函数在这
些局部空间上的有界性．当ρ取成由反霍尔德类势函数决定的一类辅
助函数时，ＢＭＯρ（瓗ｎ）就是文［１２］引入的ＢＭＯL（瓗ｎ），而ＢＬＯρ（瓗ｎ）
就是文［１２］引入的ＢＬＯL（瓗ｎ）．

下面，我们把与本书内容密切相关的一些他人的研究结果罗列出

３第一章　序言



来，并根据具体内容提出本书要解决的一些问题．首先，Ｚ．Ｓｈｅｎ在其文
［７］中得到的结果具体如下．

定理Ａ［７］　设对某个ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于１＜ｐ≤ｑ，有

　　‖２（－Δ＋Ｖ）－１　ｆ‖ｐ≤Ｃｐ‖ｆ‖ｐ，
这里，Ｃｐ只与ｐ，ｎ和式（２．１．２）中的常数有关．
定理 Ｂ［７］　设Ｖ∈Ｂｎ

２
，那么对于γ∈瓗，（－Δ＋Ｖ）ｉγ是一个

Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子．

定理Ｃ［７］　设对某个ｎ＞ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于１＜ｐ≤ｑ０，成立

　　‖（－Δ＋Ｖ）－
１
２ｆ‖ｐ≤Ｃｐ‖ｆ‖ｐ，

其中，１
ｐ０＝

１
ｑ－

１
ｎ
，Ｃｐ只与ｐ，ｎ和式（２．１．２）中的常数有关．

定理Ｄ［７］　设对某个ｎ＞ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么成立

　　‖（－Δ＋Ｖ）－
１
２ｆ‖ｐ≤Ｃｐ‖ｆ‖ｐ，ｐ０′≤ｐ＜∞

和

　　‖（－Δ＋Ｖ）－１ｆ‖ｐ≤Ｃｐ‖ｆ‖ｐ，ｐ０′≤ｐ≤ｐ０，

其中，１
ｐ０＝

１
ｑ－

１
ｎ．

定理Ｅ［７］　如果Ｖ∈Ｂｎ，那么（－Δ＋Ｖ）－
１
２，（－Δ＋Ｖ）－

１
２和

（－Δ＋Ｖ）－１都是Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子．

定理Ｆ［７］　设对某个ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于１＜ｐ≤ｑ，有

　　‖Ｖ（－Δ＋Ｖ）－１　ｆ‖ｐ≤Ｃｐ‖ｆ‖ｐ，
这里，Ｃｐ只与ｐ，ｎ和式（２．１．２）中的常数有关．

定理Ｇ［７］　设对某个ｑ０≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ０，那么对于１＜ｐ≤ｐ０，有

　　‖Ｖ
１
２（－Δ＋Ｖ）－１　ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｆ‖ｐ，

其中，当ｎ
２≤ｑ０＜ｎ

时，１
ｐ０＝

３
２ｑ０－

１
ｎ
；当ｑ０≥ｎ时，ｐ０＝２ｑ０．
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定理Ｈ［７］　设对某个ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于１＜ｐ≤２ｑ，有

　　‖Ｖ
１
２（－Δ＋Ｖ）－

１
２ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｆ‖ｐ．

定理Ｉ［７］　设对某个ｎ＞ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于ｐ０′＜ｐ≤２ｑ，有

　　‖（－Δ＋Ｖ）－
１
２ｆ‖ｐ≤Ｃｐ‖ｆ‖ｐ，　　ｐ０′≤ｐ＜∞，

其中，１
ｐ０＝

１
ｑ－

１
ｎ．
如果某个ｎ≤ｑ，Ｖ∈Ｂｑ，那么上式对１≤ｐ≤２ｑ成

立．

尽管得到如上结果，但是Ｓｈｅｎ［７］并没有回答当ｎ２≤ｑ＜ｎ
时，L 的

Ｒｉｅｓｚ变换（－Δ＋Ｖ）－
１
２ 是否是 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子．在２００７

年，郭紫华、李澎涛和彭立中在文［２８］中回答了这个问题．他们研究了

（－Δ＋Ｖ）－
１
２，Ｖ（－Δ＋Ｖ）－１，Ｖ

１
２（－Δ＋Ｖ）－

１
２和２（－Δ＋Ｖ）－１与

ＢＭＯ函数的交换子的Ｌｐ有界性．他们指出这几个算子的核并没有

Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ核所具有的光滑性，而是具有所谓的 Ｈ（ｍ）条件
（见文［２８］．在这种光滑核的条件下，他们证明了如下结果．

定理Ｊ［２８］　设对某个ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于ｂ∈ＢＭＯ，则有

　　（ｉ）‖［ｂ，（－Δ＋Ｖ）－１　Ｖ］ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｂ‖ＢＭＯ‖ｆ‖ｐ，ｑ′≤ｐ＜
∞；

　　（ｉｉ）‖［ｂ，（－Δ＋Ｖ）－
１
２Ｖ

１
２］ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｂ‖ＢＭＯ‖ｆ‖ｐ，（２ｑ）′≤ｐ＜∞；

　　（ｉｉｉ）‖［ｂ，（－Δ＋Ｖ）－
１
２］ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｂ‖ＢＭＯ‖ｆ‖ｐ，ｐ′０≤ｐ＜∞，

其中１
ｐ０＝

１
ｑ－

１
ｎ
；

　　（ｉｖ）‖［ｂ，（－Δ＋Ｖ）－１２］ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｂ‖ＢＭＯ‖ｆ‖ｐ，ｑ′≤ｐ＜∞．
根据对偶理论，还有如下结论

　　（ｖ）‖［ｂ，Ｖ（－Δ＋Ｖ）－１］ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｂ‖ＢＭＯ‖ｆ‖ｐ，１＜ｐ≤ｑ；

　　（ｖｉ）‖［ｂ，Ｖ
１
２（－Δ＋Ｖ）－

１
２］ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｂ‖ＢＭＯ‖ｆ‖ｐ，１＜ｐ≤

２ｑ；
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　　（ｖｉｉ）‖［ｂ，（－Δ＋Ｖ）－
１
２］ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｂ‖ＢＭＯ‖ｆ‖ｐ，１＜ｐ≤

ｐ０，

其中１
ｐ０＝

１
ｑ－

１
ｎ
；

　　（ｖｉｉｉ）‖［ｂ，２（－Δ＋Ｖ）－１］ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｂ‖ＢＭＯ‖ｆ‖ｐ，１＜ｐ≤
ｑ．

我们这里指出，当Ｖ≡０时，（－Δ）－
１
２ 就是经典的 Ｃａｌｄｅｒóｎ－

Ｚｙｇｍｕｎｄ算子．关于Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子交换子，有一个等价刻画
是：

设Ｔ是Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子，

ｂ∈ＢＭＯ的充分必要条件是交换子［ｂ，Ｔ］对任意ｐ∈（１，＋∞）在

Ｌｐ上有界（见［３０］）．

遗憾的是，当Ｖ≠０时，（－Δ＋Ｖ）－
１
２并不是经典的Ｃａｌｄｅｒóｎ－

Ｚｙｇｍｕｎｄ算子．郭紫华、李澎涛和彭立中在文［２８］中指出，因为Ｖ∈

Ｂｑ，
ｎ
２≤ｑ＜ｎ

，薛定谔算子－Δ＋Ｖ 决定的Ｒｉｅｓｚ变换（－Δ＋Ｖ）－
１
２并

非Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子．他们在下面的定理中回答了这个问题．

定理Ｋ［２８］　对于Ｖ≡１，存在ｂＢＭＯ，使得［ｂ，（－Δ＋Ｖ）－
１
２］

在Ｌ２上有界．
设Ｔ 是 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子，关于 Ｔ 的另一个经典结果

是［３１］：

ｂ∈Ｌｉｐβ（０＜β＜１）的充分必要条件是交换子［ｂ，Ｔ］从Ｌｐ到Ｌｑ上是

有界的，其中１
ｑ＝

１
ｐ－

β
ｎ．

另外，李澎涛和彭立中［２９］还研究了这些与薛定谔算子相关的

Ｒｅｉｓｚ变换的交换子的端点估计．
问题１：设Ｖ 属于反霍尔德类，那么由薛定谔算子－Δ＋Ｖ 决定的

Ｒｅｉｓｚ变换（－Δ＋Ｖ）－
１
２，Ｖ（－Δ＋Ｖ）－１，Ｖ

１
２（－Δ＋Ｖ）－

１
２和２（－Δ

＋Ｖ）－１与Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数ｂ的交换子［ｂ，Ｔ］是否从Ｌｐ到Ｌｑ上是有界的
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１
ｑ＝

１
ｐ－

β（ ）ｎ ？

最近胡蓓和古家军在文［３２］中证明了Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子相
应的加权结果：

如果Ｔ是一个Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ算子，对于μ∈Ａ１，ｂ∈Ｌｉｐβ，μ当
且仅当交换子［ｂ，Ｔ］是从Ｌｐ（μ）到Ｌｑ（μ

１－ｑ）有界的，其中１＜ｐ＜ｑ＜

∞，０＜β＜１和
１
ｑ＝

１
ｐ－

β
ｎ．
后来，刘宇［６９］研究了薛定谔算子（－Δ＋

Ｖ）－βＶα和（－Δ＋Ｖ）－βＶα与经典ＢＭＯ 的交换子在加权Ｌｐ空间上的
有界性．

问题２：设Ｖ 属于反霍尔德类，那么由薛定谔算子－Δ＋Ｖ 决定的

Ｒｅｉｓｚ变换（－Δ＋Ｖ）－
１
２，Ｖ（－Δ＋Ｖ）－１，Ｖ

１
２（－Δ＋Ｖ）－

１
２和２（－Δ

＋Ｖ）－１分别与加权Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数和加权ＢＭＯ函数ｂ的交换子［ｂ，Ｔ］
是否有加权Ｌｐ的估计．

问题１和问题２的解决将使得具有反霍尔德类势的薛定谔算子决
定的一些算子和更加一般的权函数的交换子在更加广泛的空间的先验
估计得到理论证明．

对于经典的ＢＭＯ 函数空间，已经有很多优异的结果．其中，Ｃ．
Ｂｅｎｎｅｔｔ，Ｒ．Ａ．ＤｅＶｏｒｅ和 Ｒ．Ｓｈａｒｐｌｅｙ在文［３３］中指出它的 Ｈａｒｄｙ－
Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ极大函数要么是一致为无穷，要么是从ＢＭＯ到ＢＭＯ 的．
对于与薛定谔算子相关的ＢＭＯ型函数空间ＢＭＯL，也有了一些可喜
的结果，比如Ｊ．Ｄｚｉｕｂａóｓｋｉ，Ｇ．Ｇａｒｒｉｇóｓ，Ｔ．Ｍａｒｔíｎｅｚ等在文［１２］［１３］
中 指出薛定谔算子的半群极大算子、Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ极大算子和

Ｐｏｉｓｓｏｎ半群极大函数在ＢＭＯL 空间上都不会为一致无穷，而且是从
ＢＭＯL 到ＢＭＯL 有界的．我们这里指出，当Ｖ≡０时，ＢＭＯL 就是经典
的ＢＭＯ空间，那么能够把经典的ＢＭＯ空间的一些结果做到ＢＭＯL

空间上也是非常有意义的事情．
Ｒ．Ｒ．Ｃｏｉｆｍａｎ和Ｒ．Ｒｏｃｈｂｅｒｇ在文［３４］中研究ＢＭＯ空间的等价

刻画时引进了ＢＭＯ 空间的一个子空间ＢＬＯ，定义如下：

　　ＢＬＯ＝｛ｆ∈Ｌｌｏｃ（瓗ｎ）：１｜Ｂ｜∫Ｂ
ｆ（ｘ）－ｅｓｓｉｎｆ

Ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤Ｃ｝．
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并且还给出了ＢＬＯ的一个等价刻画：
一个局部可积函数ｆ属于ＢＬＯ 当且仅当ｆ＝αｌｏｇ　Ｍ＃Ｆ＋ｈ，其中

α＞０，Ｆ是一个局部可积函数且其极大函数Ｍ＃Ｆ是几乎处处有限的，

ｈ是Ｌ∞函数．

这里，Ｍ＃为自然极大函数，即Ｍ＃ｆ（ｘ）＝ｓｕｐ
Ｂ瓡ｘ

１
｜Ｂ｜∫Ｂ

ｆ（ｘ）ｄｘ．

Ｃｏｌｉｎ　Ｂｅｎｎｅｔｔ还给出了ＢＬＯ的另一个等价刻画：
定理Ｌ［３５］　一个局部可积函数ｆ属于ＢＬＯ 当且仅当存在Ｆ∈

ＢＭＯ和ｈ∈Ｌ∞，其中Ｍ＃Ｆ（ｘ）是几乎处处有限的，使得

　　ｆ＝Ｍ＃Ｆ＋ｈ，
而且

　　‖ｆ‖ＢＬＯ～ｉｎｆ（‖Ｆ‖ＢＭＯ＋‖ｈ‖Ｌ∞），
其中下确界是对所有上述表达式的Ｆ和ｈ所取的．
问题３：是否能够定义一个合适的与薛定谔算子相关的ＢＬＯ型空

间ＢＬＯL 空间，并且有平行于定理Ｌ的等价刻画．
如果问题３得到肯定回答，那么就说明这种与薛定谔算子相关的

ＢＬＯ型空间ＢＬＯL 空间定义相应于经典情况是合理的．
关于经典的ＢＬＯ的估计有如下几个．

Ｗｉｎｓｔｏｎ　Ｏｕ在文［３６］中证明了
定理 Ｍ［３６］　如果存在某一点ｘ０∈瓗ｎ，使得 Ｍｆ（ｘ０）＜∞，那么

Ｍ＃和Ｍ 都是从ＢＭＯ 到ＢＬＯ 有界的．
设Ω是零阶齐次，在单位球Ｓｎ－１上可积，并且具有零平均的函数．

定义奇异积分算子

　　Ｔ１ｆ（ｘ）＝ｐ．ｖ．∫瓗ｎ
Ω（ｘ－ｙ）
｜ｘ－ｙ｜ｎｆ

（ｙ）ｄｙ．

相应上述算子的极大算子为

　　Ｔ＊
１ｆ（ｘ）＝ ｓｕｐ

０＜ε＜Ｎ＜∞∫ε＜｜ｘ－ｙ｜＜Ｎ

Ω（ｘ－ｙ）
｜ｘ－ｙ｜ｎｆ

（ｙ）ｄｙ ．

胡国恩和张启慧在文［３７］中得到以上极大算子从ＢＭＯ到ＢＬＯ
的估计．

定理Ｎ［３７］　当对某个ｑ＞２，Ω∈Ｌ（ｌｏｇ　Ｌ）ｑ（Ｓｎ－１），即，
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　　∫Ｓｎ－１
｜Ω（ｘ）｜ｌｏｇｑ（２＋｜Ω（ｘ）｜）ｄｘ＜∞，

并且Ω的Ｌ１连续模满足：

　　∫
１

０
ω（δ）ｌｏｇ　２＋

１（ ）δ ｄδδ＜∞，
这里ω（δ）＝ｓｕｐ

｜ρ｜＜δ∫Ｓｎ－１
｜Ω（ρｘ）－Ω（ｘ）｜ｄｘ．那么，如果ｆ∈ＢＭＯ使

得对于某个ｘ０∈瓗ｎ，Ｔ＊
１ｆ（ｘ０）＜∞，就成立

　　‖Ｔ＊
１ｆ‖ＢＬＯ≤Ｃ‖ｆ‖ＢＭＯ．

设Ｔ＊为如下定义的Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ极大奇异积分算子：

　　Ｔ＊ｆ（ｘ）＝ｓｕｐ
ε＞０∫｜ｘ－ｙ｜＞ε

ｋ（ｘ－ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ

其中核ｋ（ｘ）满足下列标准条件：
（１）｜ｋ（ｘ）｜≤Ｃ｜ｘ｜－ｎ，ｘ≠０；

（２）∫Ｒ１＜｜ｘ｜＜Ｒ２
ｋ（ｘ）ｄｘ＝０，０＜Ｒ１＜Ｒ２＜∞；

（３）｜ｋ（ｘ－ｙ）－ｋ（ｘ）｜≤ ｜ｙ｜
｜ｘ｜ｎ－１

，２｜ｙ｜≤｜ｘ｜．

唐林在文［４１］中证明了Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ极大奇异积分算子从

ＢＭＯ到ＢＬＯ 的估计．
定理Ｏ［４１］　如果存在某一点ｘ０∈瓗ｎ，使得Ｔ＊ｆ（ｘ０）＜∞，那么

　　‖Ｔ＊ｆ‖ＢＬＯ（瓗ｎ）≤Ｃ‖ｆ‖ＢＭＯ（瓗ｎ）．
董建锋和刘和平在文［２１］中研究了薛定谔算子决定的Ｒｉｅｓｚ变换

和ＢＭＯL．得到如下结果．

定理Ｐ［２１］　当Ｖ∈Ｂｎ，薛定谔算子决定的Ｒｉｅｓｚ变换ＲL
ｊ＝ ｘｊ

L －
１
２

是从ＢＭＯL 到ＢＭＯL 有界的，而且成立

　　‖ＲL
ｊｆ‖ＢＭＯL ≤Ｃ‖ｆ‖ＢＭＯL ．

问题４：当Ｖ∈Ｂｎ，薛定谔算子决定的极大 Ｒｉｅｓｚ变换是否从

ＢＭＯL 到ＢＬＯL 有界．
由于ＢＬＯL ＢＬＯ，问题４的解决表明薛定谔算子决定的极大

Ｒｉｅｓｚ变换有更好的性质，使得它有更加广泛的应用范围．
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对于椭圆型的薛定谔算子－Δ＋Ｖ，相应有抛物型薛定谔算子ｔ－
Δ＋Ｖ．ｔ－Δ＋Ｖ 所在的底空间是具有抛物度量的空间瓗ｎ＋１或者瓗ｎ×
［０，Ｔ］．其中的度量为：

　　ρ（（ｘ，ｔ），（ｙ，ｓ））＝ｍａｘ｛｜ｘ－ｙ｜，｜ｔ－ｓ｜
１
２｝，

　　（ｘ，ｔ），（ｙ，ｓ）∈瓗ｎ＋１（瓗ｎ×［０，Ｔ］）．
把椭圆型的薛定谔算子的相关问题做到相应的抛物型薛定谔算子

上是有意义的事情．最近，韩金晟和唐林在文［３９］中考虑了一些抛物型
薛定谔算子在底空间（瓗ｎ＋１，ρ）上的Ｌｐ（瓗

ｎ＋１）估计．

定理Ｑ［３９］　设对某个ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于１＜ｐ≤ｑ，成立

　　‖２（ｔ－Δ＋Ｖ）－１　ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｆ‖ｐ．

定理Ｒ［３９］　设对某个ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于１＜ｐ≤∞，γ∈瓗，

成立

　　‖（ｔ－Δ＋Ｖ）ｉγｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｆ‖ｐ．

定理Ｓ［３９］　设对某个ｎ＞ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于１＜ｐ≤ｐ０，成立

　　‖（ｔ－Δ＋Ｖ）－
１
２ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｆ‖ｐ，

其中，１
ｐ０＝

１
ｑ－

１
ｎ．

定理Ｔ［３９］　设对某个ｑ≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ，那么对于１＜ｐ≤ｑ，成立

　　‖Ｖ（ｔ－Δ＋Ｖ）－１　ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｆ‖ｐ．

定理Ｕ［３９］　设对某个ｑ０≥ｎ２
，Ｖ∈Ｂｑ０，那么对于１＜ｐ≤ｐ０，成立

　　‖Ｖ
１
２（ｔ－Δ＋Ｖ）－１　ｆ‖ｐ≤Ｃ‖ｆ‖ｐ，

其中，当ｎ
２≤ｑ０＜ｎ

时，１
ｐ０＝

３
ｑ０－

１
ｎ
；当ｑ０≥ｎ时，ｐ０＝２ｑ０．

问题５：是否有相应于定理 Ｈ 的抛物型的结果呢？即Ｖ
１
２（ｔ－Δ

＋Ｖ）－
１
２是否在Ｌｐ（瓗ｎ＋１）上有界呢？
问题６：对于另一类抛物型空间（瓗ｎ×［０，Ｔ］，ρ），抛物型Ｒｅｉｚｓ变
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