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前　　言

本书是为高等专科学校理工、经管类学生所编写的基础课教材，其内容包括函数与极
限、导数及其应用、不定积分、定积分及其应用、微分方程与差分方程、空间解析几何与向
量代数、多元函数微分学、二重积分、无穷级数等。

高等数学是重要的基础课程，它不仅为后续的专业课程提供了必要的工具，同时也是
专业技术人才素质教育的重要组成部分。结合大专教育的特点和要求，本书在内容取舍
上不追求理论上的完整性和系统性，在取各家之长与精选的基础上，达到“必需、够用”的
要求。编写时作者有意识地引导学生了解数学与社会的关系，注意从学生身边的各种社
会、生活及科学的问题出发，展开数学理论和应用的学习。在教学观念上，本书不过分强
求学生如何去更深刻地理解数学概念、原理及研究的过程，而是注重让学生体会数学的本
质及数学的价值，让学生感受到“数学为人人”的思想。

全书语言流畅，内容深入浅出，通俗易懂，可读性强。特别是书中列举的应用问题新
颖、趣味性强，亲近数学理论，能够激发学生的学习兴趣，提高学生应用数学的能力。

本书由林益、金丽宏、李志惠主编，吴洁、邵琨、涂平、张丹丹编。
由于作者水平有限，时间也紧迫，因此不可避免地会有不尽如人意之处，恳请有关专

家、同行和广大读者批评指正。
编　者

２００８年５月
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第２版前言

本书自出版以来得到了广大读者的肯定，也得到了同行专家的热心指导．为提高教材
的质量，我们进行了修订．本次主要修订以下内容：

（１）更换了一些例题，使之更适应学生的实际与应用型人才培养的要求；
（２）增加或删除了一些习题．
本书由林益（华中科技大学文华学院）、金丽宏（中国地质大学江城学院）、李志惠（武

汉工业学院工商学院）主编，涂平（华中科技大学文华学院）、吴洁（华中科技大学）、邵琨
（华中科技大学）、张丹丹（华中科技大学武昌分校）、李春桃（华中科技大学武昌分校）参
编．

编　者

２０１１年６月
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书书书

第１章 　 函数与极限

函数是微积分学研究的主要对象，极限方法是微积分学研究所采用的基本方法．本章
将对函数与极限的概念、性质和运算进行较系统的学习．

１．１　 函数的概念与性质

函数是变量与变量的一种对应关系．本书研究的变量均取值于实数，因此必须了解实
数的一些性质及实数集的常见表示法．

１．１．１　 实数
数是人类在争取生存、进行生产和交换中创造的一种特殊语言，是量的描述及其运算

的手段．
实数是有理数与无理数的总称，它有以下性质．
（１）实数对四则运算（即加、减、乘、除）是封闭的，即任意两个实数进行加、减、乘、除

（除法要求分母不为零）运算后，其结果仍是实数．
（２）有序性，即任意两个实数ａ与ｂ都可以比较大小，满足且只满足下列关系之一：

ａ＜ｂ，　ａ＝ｂ，　ａ＞ｂ．
且大小关系具有传递性，即若ａ＜ｂ，ｂ＜ｃ，则ａ＜ｃ．

（３）稠密性，即任意两实数之间仍有实数．也就是说，有理数和无理数在实数集中是
稠密的．

（４）连续性，即实数与数轴上的点一一对应．
微积分学中经常需要比较两变量的大小，为此必须熟悉一些常见的不等式．
将实数ａ的绝对值｜ａ｜定义为

｜ａ｜＝
ａ， ａ≥０；

－ａ， ａ＜０｛ ．
它表示数轴上的点ａ到原点的距离．以下是两种常见的含绝对值的不等式．

三角不等式：设ａ，ｂ为实数，则
｜ａ＋ｂ｜≤｜ａ｜＋｜ｂ｜，

｜｜ａ｜－｜ｂ｜｜≤｜ａ－ｂ｜．
利用数学归纳法可将它推广为

｜ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ｜≤｜ａ１｜＋｜ａ２｜＋…＋｜ａｎ｜，
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２　　　　

其中ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为实数．
平均值不等式：设ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是非负实数，则有

ｎ
ａ１ａ２…ａ槡 ｎ ≤

ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ
ｎ ．

区间是今后常用的实数集．
设ａ，ｂ是两个实数，且ａ＜ｂ，则：

　　（１）满足不等式ａ＜ｘ＜ｂ的实数ｘ的全体叫做以ａ，ｂ为端点的开区间，记作（ａ，ｂ），
即（ａ，ｂ）＝ ｛ｘ｜ａ＜ｘ＜ｂ｝；

（２）满足不等式ａ≤ｘ≤ｂ的实数ｘ的全体叫做以ａ，ｂ为端点的闭区间，记作［ａ，ｂ］，
即［ａ，ｂ］＝ ｛ｘ｜ａ≤ｘ≤ｂ｝；

（３）满足不等式ａ≤ｘ＜ｂ或ａ＜ｘ≤ｂ的实数ｘ的全体叫做以ａ，ｂ为端点的半开区
间，记作［ａ，ｂ）或（ａ，ｂ］，即［ａ，ｂ）＝ ｛ｘ｜ａ≤ｘ＜ｂ｝，（ａ，ｂ］＝ ｛ｘ｜ａ＜ｘ≤ｂ｝．

以上三种区间称为有限区间，数ｂ－ａ称为它们的长度．从数轴上看，有限区间的长度
为有限的线段（或不包括端点，或包括一个端点，或包括两个端点）（见图１－１）．

图１－１

除上述有限区间外，还有无限区间．为了表示无限区间，首先引进记号 ＋ ∞ 与

－∞（不是数！），分别读作正无穷大与负无穷大．设ａ，ｂ是两个实数，且ａ＜ｂ，则：
（１）满足不等式ａ＜ｘ＜＋∞ 或－∞ ＜ｘ＜ｂ的实数ｘ 的全体记作（ａ，＋∞）或

（－∞，ｂ），称为无限的开区间，即（ａ，＋∞）＝ ｛ｘ｜ｘ＞ａ｝，（－∞，ｂ）＝ ｛ｘ｜ｘ＜ｂ｝；
（２）满足不等式ａ≤ｘ＜＋∞ 或－∞ ＜ｘ≤ｂ的实数ｘ 的全体记作［ａ，＋∞）或

（－∞，ｂ］，称为无限的半开区间，即［ａ，＋∞）＝ ｛ｘ｜ｘ≥ａ｝，（－∞，ｂ］＝ ｛ｘ｜ｘ≤ｂ｝．
［ａ，＋∞），（－∞，ｂ］，（ａ，＋∞）以及（－∞，ｂ）在数轴上表现为长度为无限的半直线，

如图１－２所示．

图１－２



３　　　　

全体实数Ｒ记作（－∞，＋∞），它也是无限的开区间．
以ａ为中心的开区间（ａ－δ，ａ＋δ）（δ＞０）称为ａ的邻域，δ称为此邻域的半径（见图

１－３）．常将邻域（ａ－δ，ａ＋δ）记作Ｎ（ａ，δ）或Ｎ（ａ）．在Ｎ（ａ，δ）中去掉中心点ａ后，称为ａ
的去心邻域（见图１－４），记作Ｎ°（ａ，δ）或Ｎ°（ａ）．

图１－３

　　　　

图１－４

由于ａ－δ＜ｘ＜ａ＋δ相当于｜ｘ－ａ｜＜δ，因此
Ｎ（ａ，δ）＝ ｛ｘ｜｜ｘ－ａ｜＜δ｝．

因为｜ｘ－ａ｜表示点ｘ与点ａ的距离，所以Ｎ（ａ，δ）表示与ａ的距离小于δ的实数ｘ
的全体．

类似地，Ｎ°（ａ，δ）＝ ｛ｘ｜０＜｜ｘ－ａ｜＜δ｝，这里｜ｘ－ａ｜＞０表示ｘ≠ａ．
如果一个实数ｘ在某个区间（ａ，ｂ）内，就用符号ｘ∈ （ａ，ｂ）表示，如２∈ （０，３）．
例１　 用区间表示ｘ的变化范围：
（１）２＜ｘ≤６；　　（２）ｘ≥０；　　（３）ｘ２ ＜９；　　（４）｜ｘ－３｜≤４．
解 　（１）（２，６］；　　（２）［０，＋∞）；　　（３）（－３，３）；　　（４）［－１，７］．

１．１．２　 函数的定义
在对自然现象与社会现象的观察与研究过程中，人们会碰到各种各样的量．在某个问

题的研究过程中，保持不变的量称为常量，可以取不同数值的量称为变量．
例如，对一个密闭容器中的气体加热时，容器中气体的体积和分子个数保持不变，是

常量；而气体的温度和容器内的气压在不断变化，因而是变量．
又如，一个商场的面积是常量，而每天到商场购物的人数是变量．
在同一研究问题中，往往同时有几个变量变化着，这几个变量并不是孤立地在变，而

是相互联系并遵循着一定的变化规律．先看以下几个例子．
例２　 在物体做自由落体运动的过程中，物体的高度ｈ、运动速度ｖ、下落时间ｔ、下落

距离ｓ都是变量；下落开始时的初始高度ｈ０ 及加速度ｇ是常量．它们之间有以下关系：

ｓ＋ｈ＝ｈ０，　ｖ＝ｇｔ，　ｓ＝ １２ｇｔ
２．

例３　 把一杯热的饮料放到冰箱里，饮料的温度随时间的变化而变化．
例４　 经济学家经常研究消费与收入之间的关系，一般的，消费随收入的变化而

变化．
抛开上述例子各自的具体含义，其共同本质是变量之间相互依赖的关系．当其中一个

变量取定了一个数值时，按照某种确定的对应关系，就可以求得另一个变量的一个相应
值．函数的一般概念正是这样抽象出来的．

定义　设在某一问题中有两个变量ｘ和ｙ，变量ｘ的变化范围为Ｄ．如果Ｄ中每一个
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值ｘ，按照某种对应法则ｆ，都有变量ｙ的唯一确定的值与之对应，则称变量ｙ是变量ｘ的
一个函数，记为

ｙ＝ｆ（ｘ），　ｘ∈Ｄ．
称ｘ为自变量，ｙ为因变量或函数．ｘ的变化范围Ｄ 称为函数的定义域，ｙ的变化范围称为
函数的值域，一般记为Ｗ．

表示一个函数通常有以下三种方法．
1. 公式法

公式法就是用公式表示两变量之间的关系，公式法又称为解析法．例如，ｙ＝ 槡ｘ，
ｙ＝ｓｉｎｘ，Ｓ＝πｒ２ 等都是用公式表示的函数．

上面所列举的函数，都是用一个公式表示了一个函数．但是有的函数用一个公式表示
不出来，需要用两个或两个以上的公式表示，这样的函数叫分段函数．例如：

绝对值函数 ｙ＝｜ｘ｜＝
ｘ， ｘ≥０，
－ｘ， ｘ＜０｛ ．

符号函数 ｙ＝ｓｇｎｘ＝
１， ｘ＞０；
０， ｘ＝０；
－１， ｘ＜０
烅
烄

烆 ．
在实际生活中，分段函数的例子也是常见的．
例５　 某路公共汽车的票价ｙ（单位：元）与站数ｘ间的函数关系是

ｙ＝

１，　　１≤ｘ≤５；
１．５，　６≤ｘ≤１０；
２，　　１１≤ｘ≤１５；
３，　　ｘ＞１５

烅

烄

烆 ．
也就是说，乘客乘车的站数不超过５站，只需购买１元的车票，乘车的站数超过５站但不超
过１０站，须购买１．５元的车票，等等．

例６　从２００８年３月１日起，个人工资、奖金所得按月应缴纳的个人所得税税款ｙ（单
位：元）与其工资、奖金所得ｘ（单位：元）之间的关系是：

ｙ＝

０， ０≤ｘ≤２　０００；
（ｘ－２　０００）×５％， ２　０００＜ｘ≤２　５００；

２５＋（ｘ－２　５００）×１０％， ２　５００＜ｘ≤４　０００；

２５＋１５０＋（ｘ－４　０００）×１５％， ４　０００＜ｘ≤７　０００；

１７５＋４５０＋（ｘ－７　０００）×２０％， ７　０００＜ｘ≤２２　０００；

６２５＋３　０００＋（ｘ－２２　０００）×２５％， ２２　０００＜ｘ≤４２　０００；

３　６２５＋５　０００＋（ｘ－４２　０００）×３０％， ４２　０００＜ｘ≤６２　０００；

８　６２５＋６　０００＋（ｘ－６２　０００）×３５％， ６２　０００＜ｘ≤８２　０００；

１４　６２５＋７　０００＋（ｘ－８２　０００）×４０％， ８２　０００＜ｘ≤１０２　０００；

２１　６２５＋８　０００＋（ｘ－１０２　０００）×４５％， ｘ＞１０２　０００

烅

烄

烆 ．
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　　 也就是说，当ｘ≤２　０００时，不必纳税；当２　０００＜ｘ≤２　５００时，纳税部分是ｘ－２　０００，
税率为５％；当２　５００＜ｘ≤４　０００时，其中２　０００元不纳税，５００元应纳５％的税，即５００元

×５％ ＝２５元，再多的部分，即ｘ－２　５００，按１０％ 纳税；等等．
对于分段函数要注意下面几点：
（１）分段函数是用几个公式合起来表示一个函数，而不是几个函数；
（２）分段函数的定义域是各段定义域的并集；
（３）在处理问题时，对属于某一段的自变量就应用该段的表达式．
公式法的优点是准确、简单，便于进行理论研究．
2. 列表法
列表法就是将自变量的一系列值和与其对应的函数值列成一张表来表示函数．例如

中学数学用表中所列的立方根表、三角函数表等；在现实生活中，彩票的中奖号码是日期
的函数，可以列表将两者对应起来，但是没有一个能使我们致富的抽彩中奖公式．

列表法的优点是便于应用．
3. 图像法
图像法就是在坐标系中用图形来表示函数ｙ＝ｆ（ｘ）．如股票价格的运行图（实际上，

很难用公式表示股票价格与时间的关系）．
用图形表示函数的优点是它的直观性，函数的变化趋势从图形上可以一目了然，便于

对函数进行定性分析．
例７　 在统计学上饮食消费占日常支出的比例称为恩格尔系数，它反映了一个国家

或地区的富裕程度，是国际通用的一项重要经济指标．联合国根据恩格尔系数来划分一个
国家国民的富裕程度：恩格尔系数小于２０为绝对富裕；２０到４０之间属比较富裕；４０到５０
之间算小康水平；５０到６０之间则刚够温饱；６０以上则为贫困．以ｘ表示恩格尔系数，ｙ表
示富裕程度，则国民富裕程度如图１－５所示．

图１－５

本书中函数的表示将以公式法为主，并
尽可能地辅以图像说明．

一个函数主要是由对应法则和其定义域

Ｄ所确定的，与其变量所选用的记号没有关
系．函数的定义域Ｄ 可根据问题的实际意义
来确定．例如，在圆的面积Ｓ＝πｒ２中，定义域

Ｄ＝｛ｒ｜ｒ≥０｝．若考虑由某一公式表示的函
数ｙ＝ｆ（ｘ），如果不特别声明，则认定其定义
域为使ｆ（ｘ）有意义的ｘ的全体．例如ｙ＝

１－ｘ槡 ２ 的定义域为［－１，１］．通常求定义域
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时应注意如下几点：
（１）分母不能为零；
（２）开偶次方时，被开方式的值非负；
（３）对数式中的真数必须大于零，底数大于零且不等于１，等等．
例８　 判断下述函数ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）是否相等．

（１）ｆ（ｘ）＝ｘ，　ｇ（ｘ）＝ （槡ｘ）２；　 （２）ｆ（ｘ）＝ｘ＋１，　ｇ（ｘ）＝ｘ
２－１
ｘ－１

；

（３）ｆ（ｘ）＝２ｌｇｘ，　ｇ（ｘ）＝ｌｇｘ２；（４）ｆ（ｘ）＝ｘ，　ｇ（ｘ）＝ｘ
３＋ｘ
ｘ２＋１

．

解 　 两函数相等的充分必要条件是定义域与对应法则完全一致．
（１）ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）不相等．因为ｆ（ｘ）的定义域是（－∞，＋∞），而ｇ（ｘ）的定义域是

［０，＋∞），定义域不同．
（２）ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）不相等．因为ｆ（ｘ）的定义域是（－∞，＋∞），而ｇ（ｘ）的定义域是

（－∞，１）∪ （１，＋∞），定义域不同．
（３）ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）不相等．因为ｆ（ｘ）的定义域是（０，＋ ∞），而ｇ（ｘ）的定义域是

（－∞，０）∪ （０，＋∞），定义域不同．
（４）ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）相同．首先是定义域均为（－∞，＋∞），其次是对应法则相同，因为

ｇ（ｘ）＝ｘ
３＋ｘ
ｘ２＋１＝

ｘ（ｘ２＋１）
ｘ２＋１ ＝ｘ＝ｆ（ｘ）．

１．１．３　 函数的性质

研究函数的性质是为了了解函数所具有的特性，以便掌握它的变化规律．
1. 奇偶性
设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域关于原点对称，即ｘ∈ （－ａ，ａ）．若函数满足

ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），　ｘ∈ （－ａ，ａ），
则称ｆ（ｘ）为偶函数；若函数满足

ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），　ｘ∈ （－ａ，ａ），
则称ｆ（ｘ）为奇函数．

例如，ｙ＝ｘ２ 和ｙ＝ｃｏｓ　ｘ在（－ ∞，＋ ∞）上是偶函数；ｙ＝ｘ３ 和ｙ＝ｓｉｎ　ｘ在
（－∞，＋∞）上是奇函数．

偶函数的图形关于ｙ轴是对称的（见图１－６（ａ））；奇函数的图形关于原点是对称的（见
图１－６（ｂ））．

需要注意的是，不能说函数ｆ（ｘ）非奇即偶或非偶即奇．如ｆ（ｘ）＝ｘ＋１既不是奇函
数，也不是偶函数，因ｆ（－１）＝０，ｆ（１）＝２，既无ｆ（－１）＝－ｆ（１），也无ｆ（－１）＝ｆ（１）．
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图１－６

2. 单调性
设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间Ｉ上有定义，任意的ｘ１，ｘ２ ∈Ｉ．若ｘ１ ＜ｘ２ 时，总有

ｆ（ｘ１）≤ｆ（ｘ２）　（ｆ（ｘ１）≥ｆ（ｘ２）），
则称ｆ（ｘ）在区间Ｉ上是单调增（单调减）的．单调增与单调减统称为单调．Ｉ称为ｆ（ｘ）的
单调区间，ｆ（ｘ）称为Ｉ上的单调函数．

若将上面的不等号≤（≥）换成＜（＞），则称函数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上是严格单调增（严
格单调减）的．严格单调增与严格单调减统称为严格单调．由于ｆ（ｘ１）≤ｆ（ｘ２）包含了

ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２），故严格单调函数也是单调函数．

图１－７

例如，函数ｙ＝ｘ２在（－∞，０］内是单调减的，而在［０，＋∞）内
是单调增的（见图１－７）．在现实生活中，消费是收入的单调增函数．从
图形上看，单调增函数的图像当ｘ往右边移动时上升，而单调减函数
的图像当ｘ往右边移动时下降．常数函数ｙ＝Ｃ既是单调增函数又是
单调减函数．

3. 周期性
设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ．若存在Ｔ０＞０，对任意ｘ∈Ｄ，

有ｆ（ｘ＋Ｔ０）＝ｆ（ｘ），则称ｆ（ｘ）是周期函数．满足上面等式的最小正数Ｔ０称为ｆ（ｘ）的
周期．

例如，ｙ＝ｓｉｎｘ，ｙ＝ｃｏｓ　ｘ是以２π为周期的函数，ｙ＝ｔａｎｘ，ｙ＝ｃｏｔ　ｘ是以π为周期
的函数．

有很多自然现象，如季节、气候等都是年复一年地呈周期变化的；有很多经济活动，小
到商品销售，大到经济宏观运行，其变化都具有周期规律性．从几何上看，以Ｔ为周期的函
数ｆ（ｘ）的图像沿ｘ轴平行移动Ｔ 仍然保持不变（见图１－８）．

4. 有界性
设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ．若存在Ｍ ＞０，对任意ｘ∈Ｄ，都有

｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ，
则称ｆ（ｘ）在Ｄ上有界，否则称ｆ（ｘ）在Ｄ上无界．
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