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书书书

前　　言

《初等数学研究Ⅰ》是《初等数学研究》的上篇，也称《初等代数研究》，是高等师

范院校数学与应用数学专业开设的一门必修课。内容涉及数系、解析式、函数、方

程、不等式和算法。开设本课程的目的是培养师范生高屋建瓴地认识中学数学相

应内容。新一轮基础教育课程改革中，基础教育数学课程的内容也发生了一些变

迁。高素质的教师队伍是推动课程改革顺利进行的核心之一。传统的《初等数学

研究》的内容已不适应新型教师学科知识的基本要求，我们结合中学新课程的内

容，将中学数学基本问题分成若个专题进行研究，在内容上适当加深和拓广，在理

论、观点、思想和方法上予以总结提高。

本书的框架设计、内容安排、呈现方式及陈述方式均体现数学新课程标准的理

念，内容力求反映基础教育数学新课程内容的理论基础，全面结合中学数学课程改

革的内容和理念，借鉴在初等数学研究方面最新的理论与实践成果，着力突出理念

创新。内容编写的体例结构上，体现教师教育课程的实践性、综合性和选择性，满

足基础教育多样化发展和师范生终身发展的需要。在阐述理论或观点的过程中，

设计了大量的学生直接参与和实践活动的内容。凸显了学生的“做”和“学”，突出

了自主学习和探究性学习，教学中提倡学生自学、教师精讲和学生课外探究的教学

理念。着力培养学生的学习能力和研究能力，为培养创新型中学数学教师奠定基

础。本书可以作为师范类院校的《初等数学研究》课程的教材，也可作为在职教师

的研究性资料。

本书编撰过程中，参考应用了许多专家学者的著作和研究成果，在此表示衷心

的感谢。

本书在编撰过程中得到了甘肃民族师范学院数学系领导的支持和帮助，在此

表示衷心的感谢。



本书的编撰得到了甘肃民族师范学院院长科研基金（１２－１９）“新课程背景下

《初等数学研究》教学内容改革与教材建设”的资助。

本书由甘肃民族师范学院丁亥福赛老师任主编，第一章、第五章由甘肃民族师

范学院樊正恩老师编撰，第二章、第四章由丁亥福赛编撰，第三章、第六章由甘肃民

族师范学院周瑞宏老师编撰，全书由丁亥福赛统稿。

本书内容虽然经过各编委多次讨论、审阅、修改，但限于编者的水平，书中难免
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　　第一章　　数　系

　　数学是研究现实世界空间形式与数量关系的学
科．空间形式与数量关系的研究，都离不开数．所以
说，数是数学最基本的概念之一．

虽然我们已学习了不少关于数的知识，知道了
自然数，整数，有理数，实数，复数等，但是，我们对数

的理论体系真正知道多少呢？比如，为什么２
４＝

１
２
？

为什么两个负数相乘得正数？为什么讨论数要引进
数轴？数学归纳法的依据是什么？实数与有理数的
本质区别是什么？等等．因此，为了深刻理解、掌握
数的本质，有必要建立科学的数系．本章重点介绍数
的理论．

§１．１　数系的扩充

数，既是最基本的数学概念，也是研究数学和解决各种实际问题的重要工具．
讨论数总离不开运算．通常把对某种运算封闭的数集叫做数系．自然数集、整数集、

有理数集等都是数系，分别称为自然数系、整数系和有理数系，仍用 Ｎ、Ｚ、Ｑ等
表示．

在中小学数学课程中，学生从认识自然数开始，逐步学习分数、小数、有理数、

无理数、实数、复数等．因此，数的运算和扩充是中学数学的重要组成部分．
活动１．１　数系扩充的过程和方式
目标：总结数系扩充的过程和方式
时间：２０分钟

１００第一章　数系



过程：

１．回忆自己的学习经历，思考下列问题：
（１）数扩充的过程如何？　　（２）数系扩充中应遵循哪些原则？

２．在小组主持人的主持下，组内讨论自己对上述问题的看法，小组内达成
共识．
３．小组发言人就本组讨论的结果向全班展示汇报，全班互动，分享经验．并将

全班讨论的要点记录在笔记本上．

数的概念是抽象思维的产物，也是现代数学的基本概念之一，它的产生与人类
的生产、生活是分不开的．数的概念产生于对实物的记量．通过物件的多少、线段的
长短、面积的大小等的测量，最终归结到某个特定的数．但是，真正与实体直接相关
的、用日常生活经验可以获得的数只有自然数．其他的数都需要进行理性思考才能
获得．在漫长的史前时代，人类已经认识了抽象的自然数，随着人类文明的进步，数
的概念先后经历了多次重大的变化．首先，数的概念从实体的测量发展为抽象的存
在，如正方形对角线的测量得到脱离经验的无理数．其次是代数运算的需要，因减
法、开方运算的需要产生了负数、无理数和复数．到了近代，“数”不再只是单个的量
的表示，数系发展为一个完备化的运算系统．人们为了追求运算的无矛盾性，接受
了理想的“数”，包括复数、四元数、八元数等．数系的历史扩充途径与中小学关于数
系的扩充过程是不同的，最明显的一个例证就是零和负数的出现并不像我们所想
象的那样早．按照与实体分离的程度不同，历史上数按照以下途径扩充：自然数→

正有理数→简单的代数无理数（如槡２、 槡 槡槡２＋ ３等）→零（公元６５０年左右）与负有
理数→复数→严格的实数集．

一、数系的五次扩充
从数的起源至今，数系经历了五次扩充．随着社会生产的发展，在土地测量、天

文观测、土木建筑等活动中，常常会发生度量不尽的情况，如果要精确的度量下去，
就必然产生自然数不够用的矛盾．同时为了保证自然数集中除法的封闭性，使得方
程ａｘ＝ｂ有解，分数（指正分数）就应运而生了．这是数系的第一次扩充，由自然数
集扩充为正有理数集．

在小学数学课程中，“零”的引入作为数的第一次扩充．然而，最初人们计数时，
并没有“零”的概念．后来在生产实践中，需要记录和计算的东西越来越多，逐渐产
生了位值制计数法，有了这种计数法，“零”的产生就不可避免了，我国古代算筹中，
用“空位”表示 “零”．公元６世纪．印度数学家开始用符号“０”表示“零”．这是数系
的第二次扩充，自然数、零和正分数合在一起组成算术数集．

２００ 初等数学研究Ⅰ



为了表示具有相反意义的量，引进了负数．反映在数学自身上，由于在非负有
理数集中减法运算不封闭，像２＋ｘ＝１这样的方程没有解，引进负数才解决了这
个矛盾．我国古代数学中很早就把负数与正数一起看成同一个数系的整体，用红色
算筹记正数，黑色算筹记负数．在《九章算术》中对正、负数提出了一套完整的符号
运算法则：

同名相除：（±ａ）－（±ｂ）＝±（ａ－ｂ）
异名相益：（±ａ）－（ｂ）＝±（ａ＋ｂ）
正无入负之：０－（＋ａ）＝－ａ
负无入正之：０－（－ａ）＝＋ａ
像这样，对于正数成立的运算法则，对于负数同样成立，算法的合理性使得负

数获得承认．在欧洲直到１７世纪才对负数有了一个完整的认识．此时数系扩充为
有理数系，这是数系的第三次扩充．

无理数的引入是由于长度的度量引起的．公元５世纪，古希腊的毕达哥拉斯学
派发现了单位正方形的边长与对角线是不可公度的．也就是不能用两个数之比的
形式来表示其对角线的长度，引入无理数才解决了这个问题．在数学运算上，使得
像ｘ２ ＝２这样的方程的解的问题得到了解决．无理数的产生在历史上是先于负数
的，但直到１９世纪下半叶，才在皮亚诺、戴德金、威尔斯托拉斯等数学家的努力下
构建了严格是实数理论，形成了实数集．这是数系的第四次扩充．

实数理论建立之前，虚数的概念就已经产生了．虚数的产生不是源于计数或者
测量，而是由于数学本身的需要．１６世纪前半叶，意大利数学家塔尔塔利亚发现了
三次方程的求根公式，大胆地引进了负数开平方的运算，得到了正确答案．虚数作
为一种合乎逻辑的假设得以引进，并在进一步的发展中加以运用．直到１９世纪前
期，数学家高斯等人才找到了复数的具体解释：复数表示复平面上的点．同时，复数
在实际中得到了广泛的应用．这是数系的第五次扩充，引进虚数，形成复数集．

现行中小学数学教科书中，数的扩充过程为：自然数集（添零）→扩大的自然数
集（添分数）→正有理数集（添负数）→有理数集（添无理数）→实数集（添虚数）→复
数集．

中小学数学中，前两次扩充都是从测量某种量的实际需要来说明扩充的必要
性的．例如，为了精确表示各种可分割的量，引进了正分数；为了表示具有相反意义
的量，引进了负数．若从数学学科本身发展的需要来看，扩充的必要性常常从以下
两方面说明：

（１）某一运算的逆运算在原有数集中不能完全实施；
（２）某一方程在原有数集中无解．
一般说来，这两个方面是相互等价而又互为补充的．例如，在非负整数集中，减

３００第一章　数系



法运算不是总能实施的，这意味着方程ａ＋ｘ＝ｂ，当ａ＞ｂ时在Ｎ内无解；方程ｘ２

－２＝０在有理数集Ｑ内无解的事实表明，乘方运算的逆运算———开方，在有理数
范围内不能完全实施．

二、数系扩充的途径
数系扩充一般通过两种基本途径来实现，一是添加元素法，即在已经建立的数

系Ａ中添加一类新的数系珡Ａ，构成扩系Ｂ，即Ｂ＝Ａ∪珡Ａ．例如，在非负有理数集

Ｑ＋∪｛０｝基础上添加负有理数集Ｑ－，构成有理数集Ｑ．二是构造法，即以旧数系Ａ
为材料从理论上构造一个新数系Ｂ，然后指出新数系Ｂ中某一真子集与Ａ 同构，复
数系的建立就采用了这一种方法．

中小学数学教学中，为了适应学生的年龄特征和接受能力，关于数系的扩充，
主要是渗透近代数学观点，采用添加元素并强调运算的方法来进行的．

三、数系扩充遵循的原则
不论添加元素法还是构造法，从数系Ａ扩充到数系Ｂ都要遵循下列原则：
（１）ＡＢ，即集合Ａ是集合Ｂ 的真子集；
（２）数系Ａ中已定义的元素之间的基本关系和运算，在数系Ｂ中被重新定义，

而且对于Ａ的元素来说，重新定义的运算和关系，与原来Ａ中的定义一致；
（３）在Ａ中不是总能施行的某种运算或无解的某类方程，在Ｂ中总能施行或有解；
（４）在同构的意义下，Ｂ是满足上述三个原则的Ａ 的所有扩充中的最小扩充．

且由Ａ唯一确定．
数系的每一次扩充，都解决了原有数集中不能解决的一些问题，从而扩大了应

用范围．但是数系的每一次扩充也会失去某些性质．例如，从自然数系扩充到整数
系后，整数系中减法具有封闭性，但失去了自然数的良序性质，即自然数集中任何
非空子集都有最小元．

在以后的各节中，我们将在自然数的基础上，依次讨论数的每一次扩充．通过
数的理论体系的建立，进一步掌握近代数学观点和方法，同时也为“居高临下”地分
析、处理中学数学教科书中有关数的内容打下良好基础．

先睹为快
为了便于后面的讨论，我们先学习几个概念．
１．代数系统
设Ｓ是一个非空集合，如果存在一个法则“”，使得对Ｓ中任意两个元素ａ与ｂ，

有Ｓ中唯一确定的元素ａｂ与之对应，则称“”是Ｓ的一个代数运算，并称Ｓ对运

４００ 初等数学研究Ⅰ
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算“”构成一个代数系统，记为（Ｓ，）．
２．同构
设 （Ｓ，）与（Ａ，＊）是两个代数系统，若存在Ａ到Ｓ的一个一一映射ｆ，并对ａ，

ｂ∈Ｓ有ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）＊ｆ（ｂ），则称Ａ与Ｓ同构，并说ｆ是Ａ到Ｓ的同构映射．
同理，当Ａ与Ｓ内有两种代数运算时，同样可以定义他们同构的意义．
３．扩充
如果代数系统Ａ与代数系统Ｓ的一个真子集同构，则称Ｓ是Ａ 的一个扩充．
４．群、环、域
设 （Ｓ，）是代数系统，如果运算“”满足下列条件：
（１）（满足结合律）ａ（ｂｃ）＝ （ａｂ）ｃ，ａ，ｂ，ｃ∈Ｓ；
（２）存在单位元Ｉ，使Ｉａ＝ａＩ＝ａ，ａ∈Ｓ；
（３）对Ｓ中任一元素ａ，存在逆元ａ－１，使ａａ－１ ＝ａ－１ａ＝Ｉ，则称（Ｓ，）为

群．
如果“”还满足
（４）（交换律）ａｂ＝ｂａ，ａ，ｂ∈Ｓ，则称（Ｓ，）为交换群．
在群（Ｓ，）中，如果运算“”仅满足结合律，未必有单位元或逆元，则称（Ｓ，）

为半群．
如果（Ｓ，＋）是交换群，（Ｓ，）是半群，且满足“”对“＋”的分配律．即
（５）ａ（ｂ＋ｃ）＝ａｂ＋ａｃ，ａ，ｂ，ｃ∈Ｓ，则称代数系统（Ｓ，＋，）是一个“环”．

在环（Ｓ，＋，）中，如果运算“”满足交换律，并且单位元与非零元素的逆元存在，
则称（Ｓ，＋，）是“域”．
５．全序集
如果集合Ｓ的元素之间有一个关系“＜”满足
（１）反自反性：ａ≮ａ，ａ∈Ｓ；
（２）传递性：若ａ＜ｂ，ｂ＜ｃ，则ａ＜ｃ；
（３）全序性：对Ｓ中任意两个元素ａ、ｂ，下列三种情况有且仅有一种成立：ａ＜

ｂ，ａ＝ｂ，ａ＞ｂ，则称Ｓ是全序集，记为（Ｓ，＜）．

　　◆◆◆课外阅读
阅读《中学代数研究》（张奠宙、张广祥主编，高等教育出版社）第１页至第

６页，了解数系的历史发展过程．

◆◆◆课外讨论
查阅资料，讨论数系扩充到复数系后是否还能继续扩充，并说明理由。
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§１．２自然数集

自然数是人类最早认识的数，与其他数学概念一样，自然数也是在实践的需要
中产生的．

在实际生活中，自然数的作用有两个：一是计数，回答有多少的问题；二是排
序，回答第几的问题．因此，由此抽象出来了自然数的基数理论与序数理论．

活动１．２自然数及其性质
目标：讨论自然数的概念及其性质
时间：２０分钟
过程：

１．回忆数学学习经历，回答下列问题：（１）自然数是如何定义的？（２）自然数有
哪些性质？你能证明这些性质吗？（３）为什么２＋３＝５，２×３＝６？

２．在小组主持人的主持下，组内讨论，记录员做好记录．
３．小组发言人就本组讨论的结果向全班汇报，全班互动，分享经验．并将全班

讨论的要点记录在笔记本上．

一、自然数的公理化系统
１９世纪中叶，在数学公理化思潮的影响下，皮亚诺（Ｇ．Ｐｅａｎｏ）１８８９年建立了自

然数的序数理论．这种理论以两个不加定义的概念“集合”和“后继”为基础，通过
一组公理刻画了自然数关于顺序的基本性质．
１．皮亚诺公理
定义１　 一个非空集合Ｎ的元素叫做自然数，如果Ｎ的元素之间有一个基本

关系“后继”（用符号“′”表示），并满足下列公理：
（１）１∈Ｎ，对任意ａ∈Ｎ，ａ′≠１；
（２）对任何ａ∈Ｎ，有唯一的后继元素ａ′（即ａ＝ｂａ′＝ｂ′）；
（３）１以外的任何元素，只能是一个元素的后继元素（即ａ′＝ｂ′ａ＝ｂ）；
（４）（归纳公理）若Ｍ Ｎ，且

１°　１∈Ｍ；２°当ａ∈Ｍ 时，有ａ′∈Ｍ，则Ｍ ＝Ｎ．
定义１中的一组公理，叫做皮亚诺公理．显然，我们日常所用的自然数满足上

述定义．如果把Ｎ中的１放在最前面，后面紧跟它的后继数，依此类推，可以把Ｎ中
元素排成一列：１，１′，（１′）′，（（１′）′）′，…．如果选用适当的符号，如，记１′＝２，２′＝
３，…，便是我们所熟悉的自然数列：１，２，３，４，…．有了这组公理，自然数集里的元素
就可以完全确定下来．此外，归纳公理是数学归纳法的理论根据．由它可以直接推
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出第一数学归纳法．
定理１　 设是一个与自然数有关的命题，如果
（１）Ｐ（１）成立；
（２）假设Ｐ（ｋ）成立，则Ｐ（ｋ＋１）成立；
那么对任意自然数，Ｐ（ｎ）都成立．
证明　设Ｍ是由满足命题Ｐ（ｎ）的自然数组成的集合，ＭＮ．因为Ｐ（１）成

立，所以１∈Ｍ；又由（２）ｋ∈Ｍｋ＋１∈Ｍ，根据归纳公理，Ｍ＝Ｎ．即Ｐ（ｎ）对任
意自然数都成立．
２．自然数的运算
在皮亚诺公理基础上，可以用公理化方法定义自然数的加法与乘法运算．
定义２　 自然数的加法是指这样的对应：对于每一对自然数ａ，ｂ，有且仅有一

个自然数（记为ａ＋ｂ）与之对应，且具有下列性质：
（１）对任意ａ∈Ｎ，ａ＋１＝ａ′，
（２）对任意ａ，ｂ∈Ｎ，有ａ＋ｂ′＝（ａ＋ｂ）′，其中ａ，ｂ叫做加数，ａ＋ｂ叫做它们

的和．求和的运算叫做加法．
这种形式的定义称为归纳定义，即首先确定ａ＋１等于什么，然后在ａ＋ｂ的基

础上定义ａ＋ｂ′．根据这个定义，对于任意两个自然数，都可以求出它们的和．
例１　 求２＋３．
解 　 先求２＋１，２＋１＝２′＝３；
再求２＋２，２＋２＝２＋１′＝ （２＋１）′＝３′＝４；
再求２＋３，２＋３＝２＋２′＝ （２＋２）′＝４′＝５．
定理２　 两个自然数的和存在且唯一．
证明 　 设任意ａ，ｂ∈Ｎ，Ｍ 是所有使得命题成立的ｂ组成的集合．
对任意给定的自然数ａ，下证当ｂ＝１时命题成立：由加法定义ａ＋１＝ａ′及皮

亚诺公理，ａ′存在且唯一，所以当时ｂ＝１，命题成立，即１∈Ｍ．
设当ｂ＝ｋ时命题成立，即ｂ＋ｋ存在且唯一．由加法定义的条件（２）得ｂ＋ｋ′＝

（ａ＋ｋ）′，由皮亚诺公理知（ａ＋ｋ）′存在且唯一，所以当ｋ∈Ｍ 时，有ｋ′∈Ｍ．由归
纳公理知命题对一切自然数成立．

定理３　 自然数的加法满足结合律和交换律．即对任意ａ，ｂ，ｃ∈Ｎ，有
（１）ａ＋（ｂ＋ｃ）＝ （ａ＋ｂ）＋ｃ；　　（２）ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ
证明 　（１）设ａ，ｂ是任意给定的两个自然数，令使得（１）式成立的所有自然数

ｃ组成的集合为 Ｍ，则 Ｍ＝ ｃ｜ａ＋（ｂ＋ｃ）＝ （ａ＋ｂ）＋ｃ，ａ，ｂ，ｃ∈｛ ｝Ｎ ，
由于（ａ＋ｂ）＋１＝ （ａ＋ｂ）′＝ａ＋ｂ′＝ａ＋（ｂ＋１），所以１∈ Ｍ；
若ｃ∈ Ｍ，即ａ＋（ｂ＋ｃ）＝ （ａ＋ｂ）＋ｃ，则
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ａ＋（ｂ＋ｃ′）＝ａ＋（ｂ＋ｃ）′＝ （ａ＋（ｂ＋ｃ））′＝ （（ａ＋ｂ）＋ｃ）′＝ （ａ＋ｂ）＋
ｃ′

∴ｃ′∈ Ｍ．
根据归纳公理，Ｍ＝Ｎ．又ａ，ｂ是任意的，所以ａ＋（ｂ＋ｃ）＝（ａ＋ｂ）＋ｃ成立．
同理可证明（２）．
定义３　 自然数的乘法是这样的对应：对于每一对自然数ａ，ｂ，有且仅有一个

自然数（记为ａ·ｂ）与之对应，且满足：
（１）设ａ∈Ｎ，则ａ·１＝ａ；
（２）设ａ，ｂ∈Ｎ，有ａ·ｂ′＝ａ·ｂ＋ａ，其中ａ，ｂ叫做乘数，ａ·ｂ叫做ａ，ｂ的积．

求积的运算叫做乘法．
根据归纳公理容易证明

ａ·ｂ＝ａ＋ａ＋…＋
烐烏 烑

ａ
ｂ个

再根据自然数和的存在唯一可知自然数的积也是存在且唯一的．
例２　 求２·３
解 　 因为２·１＝２，２·２＝２·１′＝２·１＋２＝４，所以２·３＝２·２′＝２·

２＋２＝４＋２＝６．
由归纳公理和定义３，容易验证下面定理成立．
定理４　 自然数的乘法满足交换率和结合律．
定理５　 自然数的乘法对加法满足分配律．
证明 　 下证自然数的乘法满足右分配律，即对Ｎ 中任意元素ａ，ｂ，ｃ，

有（ａ＋ｂ）·ｃ＝ａ·ｃ＋ｂ·ｃ．
设ａ，ｂ是任意给定的两个自然数，令使得上式成立的所有自然数ｃ组成的集合

为Ｍ，即Ｍ ＝ ｛ｃ｜（ａ＋ｂ）·ｃ＝ａ·ｃ＋ｂ·ｃ｝．
因为（ａ＋ｂ）·１＝ａ＋ｂ＝ａ·１＋ｂ·１，所以１∈Ｍ．
假定ｃ∈Ｍ，有（ａ＋ｂ）·ｃ＝ａ·ｃ＋ｂ·ｃ，于是
（ａ＋ｂ）·ｃ′＝ （ａ＋ｂ）·ｃ＋（ａ＋ｂ）

＝ （ａ·ｃ＋ｂ·ｃ）＋（ａ＋ｂ）＝ （ａ·ｃ＋ａ）＋（ｂ·ｃ＋ｂ）＝ａ·ｃ′＋ｂ·ｃ′．
∴ｃ′∈Ｍ，由归纳公理得Ｍ ＝Ｎ．
即（ａ＋ｂ）·ｃ＝ａ·ｃ＋ｂ·ｃ成立．
由于乘法满足交换律，所以乘法对加法的左分配律也成立，即

ｃ·（ａ＋ｂ）＝ｃ·ａ＋ｃ·ｂ．
左分配律与右分配律统称为分配律．
在加法与乘法运算的基础上，可以定义自然数的减法与除法运算．
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定义４　 设ａ，ｂ∈Ｎ，如果存在ｘ∈Ｎ，使得ｂ＋ｘ＝ａ，则称ｘ为ａ减去ｂ的
差，记作ａ－ｂ，ａ叫做被减数，ｂ叫做减数．求两数差的运算叫做减法．

自然数集中，由于方程ｂ＋ｘ＝ａ不一定有解，所以减法不一定总能实施．
定义５　设ａ，ｂ∈Ｎ，如果存在ｘ∈Ｎ，使得ｂ·ｘ＝ａ，则称ｘ是ａ除以ｂ的商，

记作ａ／ｂ，ａ叫做被除数，ｂ叫做除数．求两数商的运算叫做除法．
除法是乘法的逆运算，在自然数集中，由于方程ｂ·ｘ＝ａ不一定总有解，所以

除法也不一定总能实施．
３．自然数的顺序关系
定义６　（１）设ａ，ｂ∈Ｎ，若ａ′与ｂ′相同，则称ａ等于ｂ，记作ａ＝ｂ．
（２）设ａ，ｂ∈Ｎ，若存在ｋ∈Ｎ，使得ａ＋ｋ＝ｂ，则称ａ小于ｂ（或ｂ大于ａ），记

作ａ＜ｂ（或ｂ＞ａ）．
定理６　（加法单调性）设任意ａ，ｂ，ｃ∈Ｎ，则
（１）若ａ＝ｂ，则ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ；
（２）若ａ＜ｂ，则ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ；
（３）若ａ＞ｂ，则ａ＋ｃ＞ｂ＋ｃ．
定理７　（加法消去律）设任意ａ，ｂ，ｃ∈Ｎ，则
（１）若ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ，则ａ＝ｂ；
（２）若ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ，则ａ＜ｂ；
（３）若ａ＋ｃ＞ｂ＋ｃ，则ａ＞ｂ．
定理８　 自然数顺序关系具有下列性质：
（１）（对逆性）设ａ，ｂ∈Ｎ，当且仅当ａ＜ｂ时，ｂ＞ａ；
（２）（传递性）设ａ，ｂ，ｃ∈Ｎ，若ａ＜ｂ且ｂ＜ｃ，则ａ＜ｃ；
（３）（三分性）对任意ａ，ｂ∈Ｎ，在ａ＜ｂ，ａ＝ｂ，ａ＞ｂ中有且只有一个成立．

二、自然数集的性质
性质１　自然数集是有序集．
有序集是指该集合中规定了顺序关系，并且具有传递性和三分性．
性质２　 自然数集具有阿基米德性质（即如果对任意ａ，ｂ∈Ｎ，则存在ｎ∈Ｎ，

使得ｎａ＞ｂ）．
证明 　 取ｎ＝ｂ＋１，即可得证．
性质３　自然数集具有离散性（即任意两个相邻的自然数ａ与ａ′之间不存在自

然数ｂ，使得ａ＜ｂ＜ａ′）．
性质４　（最小数原理）自然数集的任一非空子集中必有一个最小数．
不难验证，自然数的归纳公理与最小数原理是等价的，由最小数原理可以证明
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第二数学归纳法成立．
定理９　（第二数学归纳法的基本形式）设ｐ（ｎ）是一个与自然数ｎ有关的命

题，如果
（１）Ｐ（１）成立；
（２）假设Ｐ（ｎ）对于所有满足ｌ＜ｋ的自然数ｌ成立，则Ｐ（ｋ）成立；
那么Ｐ（ｎ）对所有自然数成立．
证明 　 假设符合上述条件（１）、（２）的Ｐ（ｎ）对某些自然数并不成立，则

Ｍ＝ ｎ｜Ｐ（ｎ）｛ ｝不是真命题 是非空集合，因而 Ｍ有最小数ｎ０，ｎ０ ＞１，

因为ｎ０ 是Ｐ（ｎ）不成立的最小数，所以对于小于ｎ０ 的一切数Ｐ（ｎ）都成立，由
（２）知Ｐ（ｎ０）成立，即ｎ０瓝Ｍ，矛盾．所以Ｐ（ｎ）对所有自然数成立．

三、扩大的自然数集
零的出现比分数还要晚，所以，早期所说的自然数只是正整数序列．特别，皮亚

诺公理告诉我们，１是一个自然数，且１不是任何自然数的后继．所以，皮亚诺公理
系统中１是最小的自然数，０不是自然数．
０是不是自然数不会对数学内容产生实质的影响，但为了理论上的需要，在序

数理论中，把０作为唯一的１前面的数而引入自然数列．｛０｝与自然数集的并集叫做
扩大的自然数集．这样，一方面，运算中两个相等的自然数相减为０，在理论上更容
易被接受；另一方面，０可以起到联系正、负数桥梁的作用．

我国数学教科书在２０世纪９０年代前一直没有把０作为自然数，自然数从１开
始．１９９３年颁布的《中华人民共和国国家标准》（ＧＢ３１００～３１０２－９３）中《量和单
位》（１１－２９）第３１１页，规定自然数包括０．因此近年编写的中小学数学教科书也作
了修改，用０表示一个物体也没有对应的计数．

在扩大的自然数集里，关于顺序关系和四则运算的定义，与原有的自然数集一
样，但需要补充以下定义：

（１）０是最小的自然数；
（２）ａ＋０＝０＋ａ＝ａ（ａ∈Ｎ）；
（３）ａ·０＝０·ａ＝０（ａ∈Ｎ）．
不难验证，在扩大的自然数集里，原有的基本顺序关系和基本运算律仍然成

立，但有些也需要作适当的修改．例如，ａ＋ｂ＞ａ应改为ａ＋ｂ≥ａ，ａ＞ｂａｃ＞ｂｃ
应该为ａ＞ｂａｃ≥ｂｃ等等．以后的讨论中我们仍用Ｎ记自然数集，用Ｎ＊ 记扩大
的自然数集．

拓展学习 　 自然数的基数理论

１．自然数的定义
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