


书书书

目　　录

１　函数、极限与连续 （１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１．１　函数 （１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１．２　极限、无穷小与无穷大 （５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１．３　极限的运算法则 （１０）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１．４　两个重要极限与无穷小的比较 （１２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１．５　函数的连续性 （１５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１．６　闭区间上连续函数的性质 （１８）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１．７　复习题 （２０）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

２　导数与微分 （２２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　２．１　导数的概念 （２２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　２．２　导数的四则运算法则 （２８）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　２．３　复合函数与反函数的求导法则 （３０）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　２．４　三个求导法则 （３３）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　２．５　高阶导数 （３７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　２．６　微分及其应用 （３８）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　２．７　复习题　　 （４３）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

３　中值定理与导数的应用 （４５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　３．１　中值定理 （４５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　３．２　洛必达（ＬＨｏｓｐｉｔａｌ）法则 （４７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　３．３　函数的单调性与极值 （５０）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　３．４　曲线的凹凸性与函数图形的描绘 （５５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　３．５　复习题 （５９）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

４　不定积分 （６１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　４．１　不定积分的概念与性质 （６１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　４．２　换元积分法 （６６）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　４．３　分部积分法 （７２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　４．４　复习题 （７５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

５　定积分及其应用 （７７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　５．１　定积分的概念 （７７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　５．２　微积分基本公式 （８３）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　５．３　定积分的换元积分法和分部积分法 （８７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　５．４　定积分的应用 （９１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　５．５　复习题 （９８）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

６　常微分方程 （１００）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　６．１　微分方程的基本概念 （１００）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

·１·



　６．２　可分离变量的一阶微分方程 （１０３）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　６．３　一阶线性微分方程 （１０７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　６．４　可降阶的高阶微分方程 （１１０）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　６．５　二阶常系数齐次线性微分方程 （１１３）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　６．６　二阶常系数非齐次线性微分方程 （１１７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　６．７　复习题 （１２１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

７　向量与空间解析几何 （１２２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　７．１　向量及其线性运算 （１２２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　７．２　平面与直线 （１３２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　７．３　曲面与曲线 （１３９）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　７．４　复习题 （１４５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

８　多元函数微分 （１４７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　８．１　多元函数 （１４７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　８．２　偏导数 （１５０）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　８．３　全微分 （１５５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　８．４　复合函数的求导法则 （１５７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　８．５　偏导数在几何上的应用 （１６２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　８．６　多元函数极值 （１６５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　８．７　复习题 （１６９）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

９　多元函数积分 （１７１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　９．１　二重积分 （１７１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　９．２　二重积分的计算 （１７４）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　９．３　二重积分应用举例 （１８２）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　９．４　复习题 （１８５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

１０　无穷级数 （１８７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１０．１　常数项级数的概念与基本性质 （１８７）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１０．２　正项级数及其敛散性 （１９０）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１０．３　绝对收敛与条件收敛 （１９４）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１０．４　幂级数 （１９６）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１０．５　函数展开成幂级数 （２００）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１０．６　复习题 （２０３）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

１１　拉普拉斯变换 （２０５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１１．１　拉普拉斯变换的定义与性质 （２０５）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１１．２　拉普拉斯变换的逆变换 （２０８）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１１．３　复习题 （２１１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

１２　数学软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ及其应用 （２１３）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１２．１　初识数学软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ （２１３）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
　１２．２　用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ做高等数学 （２２１）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

习题参考答案 （２２９）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

·２·

高 等 数 学



１　函数、极限与连续

　　函数是近代数学的基本概念之一，也是高等数学的主要研究对象．极限是贯穿高等数学始终的一个重要
概念，它是这门课程的基本推理工具．连续则是函数的一个重要性态．本章将介绍函数、极限与连续的基本知
识，为以后的学习奠定必要的基础．

１．１　函　　数

１．１．１　函数

图１．１．１

１）函数的定义
引例１．１．１　设有容积为１０ｍ３的无盖圆柱桶，其底用铜制，侧壁用铁制．已知铜价是铁价

的５倍，试建立做此桶所需费用与桶的底面半径ｒ之间的关系．
解　设铁价为ｋ，铜价为５ｋ，所需费用为ｙ，桶的容积为Ｖ，侧壁高为ｈ（图１．１．１）．

由容积与底面半径ｒ及高ｈ 的关系，有Ｖ＝πｒ２ｈ，则ｈ＝Ｖπｒ２
，侧面积为２πｒｈ＝２πｒＶπｒ２

＝

２Ｖ
ｒ ．
又知Ｖ＝１０ｍ３，得侧面积为２０ｒ

，故所需费用ｙ与桶的底面半径ｒ之间的关系为ｙ＝２０ｋｒ
＋５πｒ２ｋ．

当ｒ在（０，＋∞）内取定某一个数值时，ｙ也随之有一个确定的值与之对应．
引例１．１．２　火车站收取行李费的规定如下：当行李不超过５０千克时，按基本运费计算，如从上海到某

地，每千克收０．２０元．当超过５０千克时，超重部分按每千克０．３０元收费．试求上海到某地的行李费ｙ（元）与
重量ｘ（千克）之间的关系式．

解　当ｘ∈［０，５０］时，ｙ＝０．２ｘ．
当ｘ∈（５０，＋∞）时，ｙ＝０．２×５０＋０．３（ｘ－５０）＝０．３ｘ－５．

所以　 ｙ＝
０．２ｘ，　 　０≤ｘ≤５０，

０．３ｘ－５， ｘ＞５０｛ ．
当ｘ在［０，＋∞）内取定一个值时，ｙ也随之有一个确定的值与之对应．
定义１．１．１　设Ｄ是一个非空实数集，如果对于Ｄ上的每一个ｘ，按照某种对应关系ｆ，都有唯一确定的

值ｙ和它对应，则ｆ叫做Ｄ 上的一个函数．有时又称ｙ是ｘ的函数，记作

ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ．
ｘ叫做自变量，ｙ叫做因变量．Ｄ叫做函数的定义域．当自变量ｘ在定义域Ｄ 内取定值ｘ０时，ｘ０所对应的

ｙ值叫做ｘ０ 点的函数值，记作ｙ０＝ｆ（ｘ０）或ｙ｜ｘ＝ｘ０．当ｘ取遍Ｄ 中所有值时，所得函数值的集合Ｍ 叫做函数的
值域．

如果我们同时研究两个以上的函数，一定要用不同的符号表示不同的函数．除ｆ外，还常用ｇ，Ｆ，Ｇ等．
２）对于函数的几点说明
（１）对应关系
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例１．１．１　设ｆ（ｘ）＝２ｘ２－ｘ，求ｆ（－１），ｆ（ａ），ｆ（２ｔ－１）．
解　ｆ（－１）＝２×（－１）２－（－１）＝３；　ｆ（ａ）＝２ａ２－ａ；

ｆ（２ｔ－１）＝２（２ｔ－１）２－（２ｔ－１）＝８ｔ２－１０ｔ＋３．
（２）定义域

例１．１．２　求函数ｙ＝ ４－ｘ槡 ２＋ｌｇ（１－ｘ）的定义域．

解　要使函数有意义，应满足不等式组
４－ｘ２≥０
１－ｘ＞｛ ０

．

这两个不等式的公共解为－２≤ｘ＜１，所以函数的定义域为［－２，１）．
由于知道了一个函数的对应关系和定义域，也就知道了该函数的值域，所以我们把函数的对应关系和定义

域称为函数的两个要素．
如果两个函数的定义域与对应关系分别相同，则将这两个函数视为相同函数．例如，ｕ＝ｖ２与ｓ＝ｔ２就是相

同函数．由此也可看出，函数与其变量的符号是无关的．
例１．１．３　判断下列各组函数是否相同？

①ｙ＝ｘ与ｙ＝（槡ｘ）２；②ｙ＝｜ｘ｜与ｙ＝ ｘ槡 ２．

解　① 因为ｙ＝（槡ｘ）２的定义域是｛ｘ｜ｘ≥０｝与函数ｙ＝ｘ的定义域Ｒ不相同，所以这两个函数不相同．

② 因为ｙ＝ ｘ槡 ２＝｜ｘ｜，而且ｙ＝｜ｘ｜与ｙ＝ ｘ槡 ２的定义域都是Ｒ，因此这两个函数的对应关系和定义域都
是相同的，所以这两个函数相同．

由函数的定义知道，一个函数是否确定，就在于它的定义域和对应关系是否确定．如果两个函数是相同的，
那么它们的定义域和对应关系也必须相同，否则，就不是同一个函数．

（３）函数的表示方法
函数的表示法通常有三种：解析法、列表法、图像法．
用等式来表示两个变量之间函数关系的方法，叫做解析法．
例如，ｙ＝２ｘ２－ｘ＋１，ｙ＝ｌｇ（ｘ＋１），ｙ＝２ｘ 等都是解析法表示的函数．解析法的优点是便于理论推导和

计算．
用列表来表示两个变量之间函数关系的方法，叫做列表法．它是将自变量的值与对应的函数值列为表格．

例如，平方根表、三角函数表、对数表、企业历年产值表等都是用列表法表示的函数．列表法的优点是与表中列
出的自变量值对应的函数值容易查得．

用图像来表示两个变量之间函数关系的方法，叫做图像法．满足ｙ＝ｆ（ｘ）关系的点（ｘ，ｙ）的集合，即

Ｍ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ｝，将这些点描在平面直角坐标系中，就形成函数的图像．这种方法在工程技术上
应用较普遍，它的优点是直观形象，且容易看到函数的变化趋势．

（４）分段函数

例１．１．４　设函数ｆ（ｘ）＝
－２ｘ－１，

１，

２ｘ＋１
烅
烄

烆 ，
　
ｘ＜－１，

－１≤ｘ＜０，

ｘ≥０．

求ｆ（－２），ｆ（－１２
）和ｆ（１）．

解　ｆ（－２）＝－２（－２）－１＝３；ｆ（－１２
）＝１；ｆ（１）＝２×１＋１＝３．

例１．１．４中的函数，定义域为（－∞，＋∞），即当自变量取值范围不同时，函数的局部表达式也不同，像这
样的函数叫做分段函数．分段函数是定义域上的一个函数，不是多个函数．分段函数需要分段求值，分段作图．

（５）隐函数
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用解析法表示的函数，可以有不同的形式．像ｙ＝ｓｉｎｘ，ｙ＝３ｘ＋１等，明显地揭示了ｙ怎样随着ｘ的变化而
变化的，这样的函数叫做显函数．

变量ｘ，ｙ之间的函数关系是由某一个方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０所确定的，称为由方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０所确定的隐函
数．如ｅｙ－ｘｙ＝０与２ｘ２－ｙｘ＋１＝０等．

把一个隐函数化成显函数的形式，叫做隐函数的显化．
３）反函数
定义１．１．２　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域是Ｄ，值域是Ｍ．如果对于Ｍ 中的每一个ｙ 值，都可以由关系式

ｙ＝ｆ（ｘ）确定唯一的ｘ值（ｘ∈Ｄ）与之对应，从而就确定了一个以ｙ为自变量的新函数ｘ＝φ（ｙ），这个函数

ｘ＝φ（ｙ）叫做函数ｙ＝ｆ（ｘ）的反函数，记作ｘ＝ｆ
－１（ｙ）．Ｍ 是其定义域，Ｄ是值域．

习惯上常把字母ｘ作为自变量，ｙ作为因变量．所以把函数ｙ＝ｆ（ｘ）的反函数ｘ＝ｆ－１（ｙ）改写成ｙ＝ｆ－１（ｘ）
的形式，称为ｙ＝ｆ（ｘ）的矫形反函数，简称为ｙ＝ｆ（ｘ）的反函数．而把ｘ＝ｆ－１（ｙ）称为ｙ＝ｆ（ｘ）的直接反函数．

把函数ｙ＝ｆ（ｘ）与其反函数ｙ＝ｆ－１（ｘ）的图形画在同一个直角坐标平面上，那么这两个图形关于直线

ｙ＝ｘ对称．

例１．１．５　求ｙ＝槡ｘ－１的反函数．
解　由ｙ＝槡ｘ－１得ｘ＝（ｙ＋１）２，ｙ∈［－１，＋∞），所以函数ｙ＝槡ｘ－１的反函数是

ｙ＝（ｘ＋１）２，ｘ∈［－１，＋∞）．

１．１．２　函数的几种特性

图１．１．２

１）有界性
定义１．１．３　设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，数集ＩＤ，如果存在正

数Ｍ，使得对任一ｘ∈Ｉ所对应的函数值都满足不等式｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ，
则称ｆ（ｘ）在Ｉ上有界（图１．１．２）．
ｆ（ｘ）在Ｉ上有界，其图形夹在两条平行于ｘ轴的直线之间．
２）单调性
定义１．１．４　设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，（ａ，ｂ）Ｄ，任取ｘ１，

ｘ２∈（ａ，ｂ），且ｘ１＜ｘ２，恒有ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２），则称函数ｆ（ｘ）在
（ａ，ｂ）内是单调增加的；如果任取ｘ１，ｘ２∈（ａ，ｂ），且ｘ１＜ｘ２，恒有

ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２），则称函数ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内是单调减少的．
单调增加和单调减少的函数统称为单调函数．区间（ａ，ｂ）叫做函数ｆ（ｘ）的单调区间．函数在区间（ａ，ｂ）内

的单调增加或单调减少的性质，叫做函数的单调性．
单调增函数图像沿ｘ轴正向上升 （图１．１．３）；单调减函数图像沿ｘ轴正向下降 （图１．１．４）．

图１．１．３ 图１．１．４
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３）奇偶性
定义１．１．５　设函数ｆ（ｘ）的定义域Ｄ关于原点对称，对于任意一个ｘ∈Ｄ，若恒有ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），则称

ｆ（ｘ）为偶函数；若恒有ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），则称ｆ（ｘ）为奇函数．
如ｙ＝ｘ２，ｙ＝ｃｏｓｘ是偶函数．偶函数的图形关于ｙ轴对称（图１．１．５）．ｙ＝ｘ３，ｙ＝ｓｉｎｘ是奇函数．奇函数的

图形关于原点对称（图１．１．６）．

图１．１．５ 图１．１．６

４）周期性
定义１．１．６　设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ．若存在不为零的常数Ｔ，使得对于任意的ｘ∈Ｄ，都有ｘ＋Ｔ∈Ｄ，

且ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）恒成立，则称ｆ（ｘ）为周期函数，其中Ｔ叫做函数的周期．通常周期函数的周期是指它的最
小正周期．

图１．１．７

如ｙ＝ｓｉｎｘ，ｙ＝ｃｏｓｘ都是以２π为最小正周期的周期函数．ｙ＝ｔａｎｘ，

ｙ＝ｃｏｔｘ都是以π为最小正周期的周期函数（图１．１．７）．
例１．１．６　证明ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ为奇函数，２π为其周期，且为有界函数．
证　因为ｆ（ｘ）的定义域为Ｒ，关于原点对称．
又因为ｆ（－ｘ）＝ｓｉｎ（－ｘ）＝－ｓｉｎｘ＝－ｆ（ｘ），所以函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ

为奇函数．

因为ｆ（ｘ＋２π）＝ｓｉｎ（ｘ＋２π）＝ｓｉｎｘ＝ｆ（ｘ），所以函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ的周期为２π．
因为ｘ∈Ｒ，｜ｓｉｎｘ｜≤１，所以函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ为有界函数．

１．１．３　初等函数

１）基本初等函数
（１）常量函数ｙ＝ｃ（ｃ为常数）．
（２）幂函数ｙ＝ｘμ（μ为常数，μ∈Ｒ）．
（３）指数函数ｙ＝ａｘ（ａ＞０，ａ≠１，ａ为常数）．
（４）对数函数ｙ＝ｌｏｇａｘ（ａ＞０，ａ≠１，ａ为常数）．
（５）三角函数ｙ＝ｓｉｎｘ，ｙ＝ｃｏｓｘ，ｙ＝ｔａｎｘ，ｙ＝ｃｏｔｘ，ｙ＝ｓｅｃｘ，ｙ＝ｃｓｃｘ．
（６）反三角函数ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ，ｙ＝ａｒｃｃｏｓｘ，ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ，ｙ＝ａｒｃｃｏｔｘ．
常量函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数这六类函数统称为基本初等函数．

２）简单函数
由基本初等函数经过有限次四则运算并且可用一个式子表示的函数，称为简单函数．如ｙ＝５－ｘ，ｙ＝２ｘ２

等函数．

·４·
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３）复合函数
在实际问题中，我们常会遇到由几个基本初等函数组合而成的较复杂的函数．如某商场经营一种价格允许

浮动的商品，销售额ｙ是价格ｕ的函数，而价格ｕ又是货源ｘ的函数，即ｙ通过ｕ是ｘ的函数．这种函数有如下
定义：

定义１．１．７　设ｙ＝ｆ（ｕ），而ｕ＝φ（ｘ），且函数φ（ｘ）的值域全部或部分包含在函数ｆ（ｕ）的定义域内，那么

ｙ通过ｕ的联系成为ｘ的函数，称其为由函数ｙ＝ｆ（ｕ）及ｕ＝φ（ｘ）构成的复合函数，记作ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］，其中ｕ
叫做中间变量．

注意　不是任意两个函数都可以复合成复合函数．例如，ｙ＝槡ｕ，ｕ＝ｓｉｎｘ－２就不能复合．因为ｕ＝ｓｉｎｘ－２
的值域［－３，－１］，而ｙ＝槡ｕ的定义域［０，＋∞），这两个集合交集为空集．不能构成复合函数．

例１．１．７　指出下列复合函数的复合结构：
（１）ｙ＝ｌｇ（ｔａｎ３ｘ２）；　　　（２）ｙ＝ｓｉｎ２（１＋４ｘ）．
解　（１）ｙ＝ｌｇｕ，ｕ＝ｔａｎｖ，ｖ＝３ｘ２复合而成．

（２）ｙ＝ｕ２，ｕ＝ｓｉｎｖ，ｖ＝１＋４ｘ复合而成．
分析一个复合函数的复合结构一般由外向里，现阶段每一步都应是基本初等函数或简单函数的形式．
４）初等函数
由基本初等函数经过有限次四则运算和有限次复合运算所构成的，并且可用一个数学式子表示的函数，称

为初等函数．

例如，ｙ＝ ｌｎ５槡 ｘ－３ｘ，ｙ＝
３
３槡ｘ＋ｔａｎ５ｘ
ｘ３ｓｉｎｘ－２－ｘ

都是初等函数．今后我们所讨论的函数，绝大多数都是初等函数．

分段函数一般不是初等函数．

１．１．４　练习题

１．已知函数ｆ（ｘ）＝
ｘ２－１，

１－ｘ２，

－ｘ＋１
烅
烄

烆 ，
　
ｘ＜－１，

－１≤ｘ＜１，

ｘ≥１．

求ｆ（－２），ｆ（槡２２）和ｆ（２）．

２．设ｆ（ｓｉｎｘ）＝ｃｏｓ２ｘ＋１，求ｆ（ｃｏｓｘ）．
３．下列各对函数，相同的函数是（　　）．

Ａ．ｙ＝２ｌｇｘ，ｙ＝ｌｇｘ２　　　　　　　　　Ｂ．ｙ＝ｘ，ｙ＝ ｘ槡 ２

Ｃ．ｙ＝ｘ（ｘ＞０），ｙ＝ｅｌｎｘ Ｄ．ｙ＝ｓｉｎｘ，ｙ＝ １－ｃｏｓ２槡 ｘ
４．求下列函数的反函数：
（１）ｙ＝ｘ２＋１，ｘ∈（０，＋∞）； （２）ｙ＝ｘ２，ｘ∈（－∞，０）．
５．下列函数哪些是基本初等函数，哪些不是，为什么？
（１）ｙ＝ｘ２；　 　　（２）ｙ＝ｘ２＋１； （３）ｙ＝ｓｉｎ２５ｘ；　　　　　　（４）ｙ＝２ｌｇｘ．
６．指出下列复合函数的结构：

（１）ｙ＝３ｓｉｎｘ； （２）ｙ＝
３
５ｘ槡 －１；　　　　　（３）ｙ＝ｓｉｎ２５ｘ．

１．２　极限、无穷小与无穷大

在生产实践中，除了要讨论变量之间的关系（函数）外，还需进一步讨论函数的自变量按某种方式变化时，

·５·
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因变量随之而变化的趋势．极限方法则是研究这种变化的基本方法．本节将讨论函数极限的概念．

１．２．１　函数的极限
引例１．２．１　晚上，当你走在大街上，会发现你的影子时长时短．当你从任何方向走近路灯时，你的影子会

随着你与路灯的接近而越来越短，当你到达路灯下面时，影子的长度无限接近于零．
引例１．２．２　将一杯１００℃的开水放在一间室温恒为２０℃的房间里，水温将逐渐降低，随着时间的推移，

水温会无限接近室温．
现将根据ｘ的不同变化过程，分以下两种情况来讨论函数ｙ＝ｆ（ｘ）的极限．
为了叙述的方便，我们规定：当ｘ从ｘ０的左右两端无限接近于ｘ０时，用记号ｘ→ｘ０（读作ｘ趋于ｘ０）表示；

当ｘ从ｘ０ 的右侧无限接近于ｘ０时，用记号ｘ→ｘ＋０ 表示；当ｘ从ｘ０的左侧无限接近于ｘ０时，用记号ｘ→ｘ－
０ 表

示；当ｘ无限增大时，用记号ｘ→＋∞（读作ｘ趋于正无穷大）表示；当ｘ无限减少时，用记号ｘ→－∞（读作ｘ
趋于负无穷大）表示；当｜ｘ｜无限增大时，用记号ｘ→∞（读作ｘ趋于无穷大）表示．下面根据自变量ｘ的变化趋
势，分别研究函数的极限．

图１．２．１

１）当ｘ趋向于无穷大时，函数ｆ（ｘ）的极限
（１）ｘ→∞时，函数ｆ（ｘ）的极限
定义１．２．１　设函数ｆ（ｘ）在｜ｘ｜＞ａ时有定义（ａ为某个正实数），当ｘ的绝对值

无限增大时，相应的函数值ｆ（ｘ）无限趋近于一个确定的常数Ａ，则称当ｘ趋于无穷大
时，函数ｆ（ｘ）的极限为Ａ，记作ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，或ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→∞）．

例如，ｙ＝１ｘ
，由图１．２．１可知，当ｘ→∞时，函数ｆ（ｘ）无限趋近于０，即ｌｉｍ

ｘ→∞

１
ｘ＝０．

在该定义中，ｘ的绝对值无限增大是指ｘ既取正值无限增大，也取负值无限增大．
但对于某些函数ｆ（ｘ），ｘ的变化趋势只能或只需取这两种变化中的一种情形时，ｆ（ｘ）才无限趋近于一个常数

Ａ．例如ｆ（ｘ）＝ｅ－ｘ，由图１．２．２可知，只有当ｘ取正值而无限增大时，它才无限趋近于０，即ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅ－ｘ＝０．

图１．２．２

（２）ｘ→＋∞时，函数ｆ（ｘ）的极限
定义１．２．２　设函数ｆ（ｘ）在（ａ，＋∞）有定义（ａ为某个常数），如果当ｘ无限增大时，

相应的函数值ｆ（ｘ）无限趋近于一个确定的常数Ａ，则称当ｘ趋于正无穷大时，函数ｆ（ｘ）
的极限为Ａ，记作ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，或ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→＋∞）．

由图１．２．１及该定义可知，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
ｘ＝０．

（３）ｘ→－∞时，函数ｆ（ｘ）的极限
定义１．２．３　设函数ｆ（ｘ）在（－∞，ａ）有定义（ａ为某个常数），如果当ｘ无限变小（或

－ｘ无限增大）时，相应的函数值ｆ（ｘ）无限趋近于一个确定的常数Ａ，则称当ｘ趋于负无穷大时，ｆ（ｘ）的极限
为Ａ，记作ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，或ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→－∞）．

图１．２．３

由上述三个定义不难得出如下定理．
定理１．２．１　ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ的充要条件是ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ．

例１．２．１　 函数ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ，考察ｘ→∞时的极限．
解　由图１．２．３可知

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａｒｃｔａｎｘ＝π２
，ｌｉｍ
ｘ→－∞

ａｒｃｔａｎｘ＝－π２
，

故ｌｉｍ
ｘ→∞
ａｒｃｔａｎｘ不存在．

·６·
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例１．２．２　判断ｌｉｍ
ｘ→∞
ｅ
１
ｘ是否存在？

图１．２．４

解　当ｘ→∞时，１ｘ→０
，从而ｌｉｍ

ｘ→∞
ｅ
１
ｘ→１，所以ｌｉｍ

ｘ→∞
ｅ
１
ｘ＝１．

２）当ｘ趋向于某一实数时，函数ｆ（ｘ）的极限
为了叙述问题的方便，先介绍一下邻域的概念：开区间（ｘ０－δ，ｘ０＋δ）称为以

ｘ０ 为中心，以δ（δ＞０）为半径的邻域，简称为点ｘ０的邻域，记为Ｎ（ｘ０，δ）．如图１．２．４所示．

图１．２．５

通常，为了使ｘ→ｘ０时，函数极限的定义适用范围更广泛，不必要求ｆ（ｘ）
在ｘ０ 点有定义，只需要求ｆ（ｘ）在ｘ０ 的某一去心邻域（ｘ０－δ，ｘ０）∪（ｘ０，ｘ０＋δ）
（δ＞０）内有定义即可，以后用 Ｎ（^ｘ０，δ）表示ｘ０ 的去心邻域．如图１．２．５
所示．

（１）当ｘ→ｘ０时，函数ｆ（ｘ）的极限

图１．２．６

例１．２．３　讨论当ｘ→１时，函数ｆ（ｘ）＝ｘ
２－１
ｘ－１

的变化趋势．

解　此函数在ｘ＝１无定义，由图１．２．６可看出，当ｘ≠１但动点ｘ离１越来越近时，
相应的函数值ｆ（ｘ）越来越近于常数２，即ｘ→１时，ｆ（ｘ）→２．

对于这种当ｘ→ｘ０时，函数ｆ（ｘ）的变化趋势，有
定义１．２．４　设函数ｆ（ｘ）在ｘ０的某去心邻域Ｎ（^ｘ０，δ）内有定义，当ｘ在Ｎ（^ｘ０，δ）

内无限趋近于ｘ０ 时，相应的函数值ｆ（ｘ）无限趋近于一个确定的常数Ａ，则称当ｘ趋近
于ｘ０ 时，函数ｆ（ｘ）的极限为Ａ，记作ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，或ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→ｘ０）．

由图１．２．６　可得 ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－１
ｘ－１＝２．

在ｘ→ｘ０ 中，ｘ是以任何方式无限趋近于ｘ０，但有时只限于ｘ从大于ｘ０的方向或小于ｘ０的方向无限趋近
于ｘ０，此时就有

（２）当ｘ→ｘ＋０ 时，函数ｆ（ｘ）的极限
定义１．２．５　 设函数ｆ（ｘ）在ｘ０ 点的右半邻域（ｘ０，ｘ０＋δ）内有定义，当ｘ在此半邻域内无限趋近于ｘ０

时，相应的函数值ｆ（ｘ）无限趋近于一个确定的常数Ａ，则称当ｘ趋近于ｘ０ 时，函数ｆ（ｘ）的右极限为Ａ，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝Ａ，或ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→ｘ＋０ ）．

由图１．２．６可得 ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｘ２－１
ｘ－１＝２．

（３）当ｘ→ｘ－０ 时，函数ｆ（ｘ）的极限
定义１．２．６　设函数ｆ（ｘ）在ｘ０点的左半邻域（ｘ０－δ，ｘ０）内有定义，当ｘ在此半邻域内无限趋近于ｘ０时，

相应的函数值ｆ（ｘ）无限趋近于一个确定的常数Ａ，则称当ｘ趋于ｘ０ 时，函数ｆ（ｘ）的左极限为Ａ，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝Ａ，或ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→ｘ－０ ）．

由图１．２．６可得 ｌｉｍ
ｘ→１－

ｘ２－１
ｘ－１＝２．

由上述三个定义可得

定理１．２．２　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ的充要条件是ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝Ａ．

例１．２．４　判断ｌｉｍ
ｘ→０
ｅ
１
ｘ是否存在？

·７·
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解　当ｘ→０＋时，１ｘ→＋∞
，从而ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｅ
１
ｘ不存在；

当ｘ→０－时，１ｘ→－∞
，从而ｌｉｍ

ｘ→０－
ｅ
１
ｘ＝０，所以ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ
１
ｘ不存在．

例１．２．５　讨论函数ｆ（ｘ）＝｜ｘ｜＝
－ｘ， ｘ＜０，

ｘ， ｘ≥０｛ ，
当ｘ→０时的极限．

图１．２．７

解　由图１．２．７可知，

ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
（－ｘ）＝０，ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘ＝０，

ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝０，所以ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）＝０．

思考：ｘ→１时该函数的极限？

例１．２．６　讨论函数ｆ（ｘ）＝
ｘ－１，

０，

ｘ＋１
烅
烄

烆 ，
　
ｘ＜０，

ｘ＝０，

ｘ＞０
　当ｘ→０时的极限．

图１．２．８

解　函数的图形 （图１．２．８），由图可知

ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
（ｘ－１）＝－１，

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
（ｘ＋１）＝１，

ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）≠ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ），所以ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）不存在．

思考：ｘ→１时该函数的极限？

１．２．２　无穷小量与无穷大量

１）无穷小量
（１）无穷小的定义
定义１．２．７　极限为零的变量称为无穷小量，简称无穷小．
若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ａ（ｘ）＝０，则ａ（ｘ）是ｘ→ｘ０时的无穷小；若ｌｉｍ

ｘ→∞
ａ（ｘ）＝０，则ａ（ｘ）是ｘ→∞时的无穷小．

注意　① 无穷小是一个变量，说一个变量是无穷小量，应同时指明自变量的变化趋势；

② 不要把绝对值很小的常数说成是无穷小；

③ 常数中只有零可以看成是特殊的无穷小．
（２）无穷小的性质
性质１　有限个无穷小的代数和是无穷小．

注意 　 无 穷 多 个 无 穷 小 的 代 数 和 未 必 是 无 穷 小．如 ｎ→ ∞ 时，１ｎ２
，２
ｎ２
，…，ｎ

ｎ２
均 为 无 穷 小，

但ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２＋

２
ｎ２＋

…＋ｎｎ（ ）２ ＝ｌｉｍｎ→∞ｎ（ｎ＋１）２ｎ２ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
２＋

１
２（ ）ｎ ＝１２．

性质２　有限个无穷小的积是无穷小．
推论　常数与无穷小的积是无穷小．
性质３　无穷小与有界量的乘积是无穷小．

注意　两个无穷小的商未必是无穷小．例如ｘ→０时，ｘ和２ｘ均为无穷小，但ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘ
ｘ ＝２

，由无穷小的定义

知，当ｘ→０时２ｘｘ
不是无穷小．

·８·
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例１．２．７　求ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ２·ｓｉｎ１（ ）ｘ ．

解　 因为ｘ→０时ｘ２ 是无穷小，同时 ｓｉｎ１ｘ ≤１，ｓｉｎ１ｘ
是有界量．由无穷小与有界量的乘积是无穷

小，得

ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ２·ｓｉｎ１（ ）ｘ ＝０．

（３）函数极限与无穷小的关系　
定理１．２．３　ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ的充要条件是ｆ（ｘ）＝Ａ＋α（ｘ），其中α（ｘ）是ｘ→ｘ０时的无穷小量．

定理１．２．３中自变量的变化趋势换成任何一种情形时，结论都成立．
２）无穷大量
定义１．２．８　 当ｘ→ｘ０ 时，ｆ（ｘ）→＋∞，则称ｆ（ｘ）为在ｘ→ｘ０ 时的无穷大量，简称无穷大，记为

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝∞．如果相应的函数值ｆ（ｘ）（或－ｆ（ｘ））无限增大，则称ｆ（ｘ）为在ｘ→ｘ０时的正（或负）无穷大．记

为ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝＋∞（或ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝－∞）．

注意

（１）无穷大是极限不存在的一种情形，这里借用极限的记号，并不表示极限存在．
（２）无穷大是一个变量，说一个量是无穷大，应同时指明自变量的变化趋势．
（３）不要把绝对值很大的常数说成是无穷大量．

１．２．３　无穷小与无穷大的关系
由无穷小与无穷大的定义，不难得出：
定理１．２．４　在自变量的同一变化过程中，无穷大的倒数是无穷小；恒不为零的无穷小的倒数为无穷大．

例１．２．８　讨论极限ｌｉｍ
ｘ→１

１
ｘ－１．

解　因为当ｘ→１时，ｘ－１→０，即ｌｉｍ
ｘ→１
（ｘ－１）＝０．也就是说ｘ－１是ｘ→１时的无穷小量，所以 １

ｘ－１
是ｘ→１

的无穷大量，即ｌｉｍ
ｘ→１

１
ｘ－１＝∞．

１．２．４　练习题

１．在ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ的定义中，为何只要求ｆ（ｘ）在ｘ０的某个去心邻域Ｎ（^ｘ０，δ）内有定义？

２．设Ｃ为常数，ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
Ｃ存在吗？

３．画图说明，当ｘ→０时，下列函数的极限是否存在？

（１）ｙ＝ｘ；　　　　　　　　　（２）ｙ＝ｓｉｎｘ；　　　　　　　　　（３）ｙ＝１ｘ．

４．画图说明，当ｘ→∞时，下列函数的极限是否存在？

（１）ｙ＝２ｘ； （２）ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ； （３）ｙ＝１ｘ２．

５．设ｆ（ｘ）＝
ｘ， ｘ≥０，

ｘ＋１， ｘ＜０｛ ，
作出图形，求ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）与ｌｉｍ

ｘ→０－
ｆ（ｘ），并判断ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）的存在性．

６．自变量ｘ在怎样变化过程中，函数ｙ＝ｌｎｘ是无穷大量？在怎样的变化过程中是无穷小量？

·９·
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７．自变量ｘ在怎样变化过程中，下列函数为无穷小？

（１）ｙ＝ １
ｘ－１

； （２）ｙ＝２ｘ－１； （３）ｙ＝２ｘ；　　　　　（４）ｙ＝（１４
）ｘ．

１．３　极限的运算法则

求函数的极限也是一种运算，也有一定的运算法则．极限的四则运算法则是微积分学的基本运算之一，其
包含题型多，解题方法技巧性强，应适当地多做些练习，注意总结其基本解题方法．

１．３．１　极限的四则运算法则
在下面的讨论中，记号“ｌｉｍ”下面没有标明自变量的变化过程，下面的法则对于ｘ在任何变化趋势下都是

成立的．
定理１．３．１　设在自变量ｘ的同一变化过程中，ｌｉｍｆ（ｘ）和ｌｉｍｇ（ｘ）都存在，则有下列法则：
法则１　ｌｉｍ［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］＝ｌｉｍｆ（ｘ）±ｌｉｍｇ（ｘ）．
法则２　ｌｉｍ［ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）］＝ｌｉｍｆ（ｘ）·ｌｉｍｇ（ｘ）．

法则３　ｌｉｍｆ
（ｘ）
ｇ（ｘ）＝

ｌｉｍｆ（ｘ）
ｌｉｍｇ（ｘ）

（ｌｉｍｇ（ｘ）≠０）．

推论１　ｌｉｍｋｆ（ｘ）＝ｋｌｉｍｆ（ｘ）（ｋ为任意常数），即常数因子可以提到极限符号之外．
推论２　ｌｉｍ［ｆ（ｘ）］ｎ＝［ｌｉｍｆ（ｘ）］ｎ．
１）直接应用法则求极限
例１．３．１　求ｌｉｍ

ｘ→１
（ｘ２－２ｘ＋１）．

解　ｌｉｍ
ｘ→１
（ｘ２－２ｘ＋１）＝ｌｉｍ

ｘ→１
ｘ２－ｌｉｍ

ｘ→１
２ｘ＋ｌｉｍ

ｘ→１
１＝１－２ｌｉｍ

ｘ→１
ｘ＋１＝１－２＋１＝０．

例１．３．２　求ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ＋１
ｘ２＋１．

解　因为ｌｉｍ
ｘ→２
（ｘ２＋１）＝５≠０，由法则３得

ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ＋１
ｘ２＋１＝

ｌｉｍ
ｘ→２
（ｘ＋１）

ｌｉｍ
ｘ→２
（ｘ２＋１）＝

３
５．

２）“００
”型（即分子、分母的极限均为０）

例１．３．３　求ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ２－ｘ－６
ｘ２－７ｘ＋１２．

解　当ｘ→３时，分子、分母有公因式ｘ－３→０（称ｘ－３为零因子）．但ｘ≠３，因而可约去零因子，所以

ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ２－ｘ－６
ｘ２－７ｘ＋１２＝ｌｉｍｘ→３

（ｘ－３）（ｘ＋２）
（ｘ－３）（ｘ－４）＝ｌｉｍｘ→３

ｘ＋２
ｘ－４＝－５．

这种极限求法是先将分子、分母分解后，约去它们公共无穷小因子（又称零因子），再求极限．
３）分母的极限为０，分子的极限不为０

例１．３．４　求ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ＋１
ｘ－３．

解　当ｘ→３时，分母ｘ－３→０，分子ｘ＋１→４≠０．可把分子分母颠倒求极限．

ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ－３
ｘ＋１＝

ｌｉｍ
ｘ→３
（ｘ－３）

ｌｉｍ
ｘ→３
（ｘ＋１）＝

０
４．
由无穷小的倒数是无穷大得ｌｉｍ

ｘ→３

ｘ＋１
ｘ－３＝∞．

·０１·
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４）ｘ→∞时的“∞∞
”型

例１．３．５　求ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ３＋４ｘ２＋３
５ｘ３＋２ｘ＋１．

解　 用ｘ３ 同除分子和分母，再求极限（称为无穷小分离法）．

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ３＋４ｘ２＋３
５ｘ３＋２ｘ＋１＝ｌｉｍｘ→∞

１＋４ｘ＋
３
ｘ３

５＋２ｘ２＋
１
ｘ３
＝１５．

用同样的方法可得

ｌｉｍ
ｘ→∞
　
ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ
ｂ０ｘｍ＋ｂ１ｘｍ－１＋…＋ｂｍ＝

ａ０
ｂ０
， ｍ＝ｎ；

０， ｍ＞ｎ；

∞， ｍ＜ｎ

烅

烄

烆 ．
注意　此结果可作为公式使用，但只适用于ｘ→∞或ｘ→＋∞和ｘ→－∞的情形．这种极限求法：它是

“∞
∞
”型，用分子、分母同时除以ｘ的最高次幂后再求极限．

５）其他类型求极限
例１．３．６　求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→１

１
ｘ－１－

２
ｘ２（ ）－１

； （２）ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ槡 ＋２－２
ｘ－２

； （３）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（ｘ槡 ＋２－槡ｘ）．

解　（１）当ｘ→１时，呈“∞－∞”型，不能直接用法则，方法是先通分再用相应方法求极限．

ｌｉｍ
ｘ→１

１
ｘ－１－

２
ｘ２（ ）－１ ＝ｌｉｍｘ→１

ｘ－１
ｘ２－１＝ｌｉｍｘ→１

１
ｘ＋１＝

１
２．

（２）当ｘ→２时，分子、分母均为０，即“００
”型，不能直接用商的极限运算法则，可先分子有理化，然后再用相

应方法求极限．

ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ槡 ＋２－２
ｘ－２ ＝ｌｉｍ

ｘ→２

（ｘ槡 ＋２－２）（ｘ槡 ＋２＋２）
（ｘ－２）（ｘ槡 ＋２＋２）

＝ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ－２
（ｘ－２）（ｘ槡 ＋２＋２）

＝ｌｉｍ
ｘ→２
　 １
ｘ槡 ＋２＋２

＝１４．

（３）当ｘ→＋∞时，两项极限均为无穷大，即“∞－∞”型，不能直接用法则运算，一般处理方法是先通分再
用相应方法求极限．

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（ｘ槡 ＋２－槡ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（ｘ槡 ＋２－槡ｘ）（ｘ槡 ＋２＋槡ｘ）
ｘ槡 ＋２＋槡ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

　 ２
ｘ槡 ＋２＋槡ｘ

＝０．

在求极限的过程中，要特别注意如下两点：①只有在各项极限都存在时（对商的极限，分母的极限还不能为

零），才能运用极限法则求极限；②若所求极限呈现“００
”，“∞
∞
”等形式，则不能直接用极限法则，必须先对原式

进行恒等变形（约分、通分、有理化、变量代换等），然后再求极限．

·１１·
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１．３．２　练习题

１．求下列函数的极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→０
（ｓｉｎｘ－２ｘ＋１）；　　　　　　　（２）ｌｉｍ

ｘ→３

ｘ２－ｘ－６
ｘ－３

；　　　　　　（３）ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２＋１
ｘ－１

；

（４）ｌｉｍ
ｘ→∞

３ｘ４－４ｘ２＋３
５ｘ４＋２ｘ＋１

； （５）ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ槡 ＋１－１
ｘ

； （６）ｌｉｍ
ｘ→∞
（ｘ槡 ＋２－槡ｘ）．

２．下列运算错在何处？

（１）ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ
１－ｘ＝

ｌｉｍ
ｘ→１
ｘ

ｌｉｍ
ｘ→１
（１－ｘ）＝

１
０＝∞

；

（２）ｌｉｍ
ｘ→０
ｓｉｎｘ·ｃｏｓ１（ ）ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｓｉｎｘ·ｌｉｍ

ｘ→０
ｃｏｓ１ｘ＝０

·ｌｉｍ
ｘ→０
ｃｏｓ１ｘ＝０．

１．４　两个重要极限与无穷小的比较

１．４．１　两个重要极限

１）ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１

观察表１．４．１，当ｘ→０时，ｓｉｎｘｘ
的变化趋势．

表１．４．１

ｘ ±０．５ ±０．１ ±０．０１ ±０．００１ … → ０

ｓｉｎｘ
ｘ ０．９５８８５ ０．９９８３３ ０．９９９５８ ０．９９９８ … → １

　　从上表可以看出，当ｘ→０时，ｓｉｎｘｘ →１，即

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１．

我们称之为第一个重要极限．

该公式可以演变为ｌｉｍ
Δ→０

ｓｉｎΔ
Δ ＝１或ｌｉｍ

Δ→０

Δ
ｓｉｎΔ＝１．

说明：（１）无论ｘ的变化趋势如何，只要该极限呈００
型；

（２）函数分子中变量Δ与分母中变量Δ相同．
满足以上条件，极限值为１．

例１．４．１　求ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ２ｘ
ｘ ．

解　ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ２ｘ
ｘ ＝２ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎ２ｘ
２ｘ ＝２．

例１．４．２　求ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ３ｘ
ｘ ．

解　ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ３ｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
３ｘ

· ３
ｃｏｓ３（ ）ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
３ｘ

·ｌｉｍ
ｘ→０

３
ｃｏｓ３ｘ＝１×３＝３．

·２１·
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例１．４．３　求ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２ ．

解　ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

２ｓｉｎ２ｘ２
ｘ２ ＝１２ｌｉｍｘ→０

ｓｉｎｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎２

２

＝１２×１＝
１
２．

例１．４．４　求ｌｉｍ
ｘ→１

ｓｉｎ（ｘ－１）
ｘ２－１ ．

解　ｌｉｍ
ｘ→１

ｓｉｎ（ｘ－１）
ｘ２－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｓｉｎ（ｘ－１）
（ｘ－１）（ｘ＋１）＝ｌｉｍｘ→１

ｓｉｎ（ｘ－１）
ｘ－１

·ｌｉｍ
ｘ→１

１
ｘ＋１＝１×

１
１＋１＝

１
２．

例１．４．５　求ｌｉｍ
ｘ→２π
　ｓｉｎｘ２π－ｘ．

解　ｌｉｍ
ｘ→２π
　ｓｉｎｘ２π－ｘ＝ｌｉｍｘ→２π

－ｓｉｎ（－ｘ）
２π－ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→２π

－ｓｉｎ（２π－ｘ）
２π－ｘ ＝－１．

２）ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１（ ）ｘ
ｘ

＝ｅ

关于这个极限，我们也不作理论讨论，只列出 １＋１（ ）ｘ
ｘ

的数值表（表１．４．２），以观察它的变化趋势．

表１．４．２

ｘ １０ １００ １０００ １００００ １０００００ … → ∞

１＋１（ ）ｘ
ｘ

２．５９４ ２．７０５ ２．７１７ ２．７１８ ２．７１８２７ … → ２．７１８２８１８２８…

　　从表１．４．２可看出，当ｘ→＋∞时，函数 １＋１（ ）ｘ
ｘ

无限趋近于无理数２．７１８２８１８２８…．可以证明，当ｘ→∞

时，１＋１（ ）ｘ
ｘ

也 无 限 趋 近 于 无 理 数 ２．７１８２８１８２８…，该 极 限 是 一 个 无 理 数，通 常 用 ｅ 来 表 示

（ｅ＝２．７１８２８１８２８…）．即

ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１（ ）ｘ
ｘ

＝ｅ，

我们称之为第二个重要极限．

该公式可以演变为：ｌｉｍ
Δ→０
（１＋Δ）

１
Δ＝ｅ或ｌｉｍ

Δ→∞
１＋１（ ）Δ

Δ

＝ｅ．

说明：（１）无论ｘ的变化如何，只要该极限呈现１∞型；
（２）函数底数位置的变量Δ与指数位置的变量Δ相同．

满足以上两个条件，极限值为ｅ．

例１．４．６　求ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１２（ ）ｘ
ｘ

．

解　所求极限类型是“１∞”型，则

ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１２（ ）ｘ
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１２（ ）ｘ
２［ ］ｘ

１
２

＝ｅ
１
２．

例１．４．７　求ｌｉｍ
ｘ→０
１－２（ ）ｘ

１
ｘ．

解　所求极限类型是“１∞”型，则

ｌｉｍ
ｘ→０
１－２（ ）ｘ

１
ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０
［（１－２ｘ）

１
－２ｘ］－２＝ｅ－２．

·３１·
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例１．４．８　求ｌｉｍ
ｘ→０
１＋ｔａｎ（ ）ｘ ｃｏｔｘ．

解　 所求极限类型是“１∞”型，则

ｌｉｍ
ｘ→０
１＋ｔａｎ（ ）ｘ ｃｏｔｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０
１＋ｔａｎ（ ）ｘ

１
ｔａｎｘ＝ｅ．

例１．４．９　设有本金１００００元，２００９年存款年利率为２．２５％，若用年复利计算，即每年末将当年的本利和
存入银行，５年后本利和为多少？

解　（１）若一年计算一次利息，则一年末本利和为１００００（１＋０．０２２５）１，
两年末本利和为１００００（１＋０．０２２５）２

　　　　……
五年末本利和为１００００（１＋０．０２２５）５＝１１１７６．８（元）．

（２）若每季度计算一次利息，季利率为０．０２２５４
，一年结算四次，则一年末本利和为１００００１＋０．０２２５（ ）４

４

，

ｘ年末结算４ｘ次，ｘ年本利和为１００００１＋０．０２２５（ ）４

４ｘ

，

五年末本利和为１００００１＋０．０２２５（ ）４

２０

＝１１１８７．２（元），

（３）若每年结算ｎ次，ｘ年结算ｎｘ次，ｘ年本利和为１００００１＋０．０２２５（ ）ｎ
ｎｘ

，

（４）连续复利：当每年结算无穷多次，即每年计息次数ｎ→＋∞（称为连续复利），则ｘ年末本利和为

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

１００００１＋０．０２２５（ ）ｎ
ｎｘ

＝ｌｉｍ
ｎ→＋∞

熿

燀
１００００ １＋０．０２２５（ ）ｎ

ｎ
０． 燄

燅

０２２５
０．０２２５ｘ

＝１００００ｅ０．０２２５ｘ，

五年末本利和为１００００ｅ０．０２２５×５＝１１１９０．７（元）．

１．４．２　无穷小的比较
我们已经知道，两个无穷小的和、差、积仍为无穷小，但两个无穷小的商却会出现不同的情形．例如，当

ｘ→０时，ｘ，３ｘ，ｘ２ 都是无穷小，但

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
３ｘ＝

１
３
，　ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ２
３ｘ＝ｌｉｍｘ→０

ｘ
３＝０．

两个无穷小商的极限不同，反映了不同的无穷小趋于零的快慢程度，为比较无穷小趋于零的快慢，我们引
入无穷小阶的概念．

定义１．４．１　设α，β是自变量的同一变化过程中的两个无穷小，且α≠０．

（１）若ｌｉｍβα＝０
，则称β是比α高阶的无穷小，记为β＝ｏ（α）．

（２）若ｌｉｍβα＝Ｃ
，（Ｃ≠０），则称α与β是同阶无穷小．

（３）若ｌｉｍβα＝１
，则称α与β是等价无穷小，记作α～β．

显然当ｘ→０时，ｘ２是３ｘ的高阶无穷小，３ｘ是ｘ的同阶无穷小．
下面是当ｘ→０时常用的几个等价无穷小，要熟记：

ｓｉｎｘ～ｘ；　　　　　ｔａｎｘ～ｘ；　　　　　ａｒｃｓｉｎｘ～ｘ；　　　　　ａｒｃｔａｎｘ～ｘ；

１－ｃｏｓｘ～１２ｘ
２； ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ； ｅｘ－１～ｘ； １＋槡 ｘ－１～１２ｘ．

等价无穷小在求两个无穷小之比的极限时，有重要作用．对此，有如下定理．
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